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1) Verificare o smentire il passaggio al limite sotto il segno di integrale :
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lim e dz = lim e ** dz .
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2) Si verifichi che la funzione F : (0, +00) — R definita da
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F(s)::/e_sxsmxda?, 5>0
x
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¢ derivabile. Si calcoli la derivata e si trovi il valore dellintegrale F(s) per
ogni s > 0.

3) Applicando il teorema di Tonelli all’integrale

// (1+t)(11+tx2) dedt

z>0,t>0

si calcoli
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Soluzioni:

1) :  Mostreremo di piu, cioé che per ogni £ > 1 naturale ed ogni numero
reale @ < k + 1 (nel nostro caso k = 1 e o = 1/2) abbiamo
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. k . k
lim e‘“Llnx) dx = /( lim e %* (sin z) )d:c
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Infatti, indicando

f(z,s) =%

K
(81275), z € (0,400), s € (1,400),

abbiamo :

1) (0,40) 3 z — f(z,s) € R & continua, quindi misurabile, per
ogni s € (1,+00).

2) Da una parte

. k
sinz\" ., Y
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per 0 <z <1,s€ (1,+00), dove g : (0,1) — [0, +00) ¢ integrabile
perché k —a > —1. Dall’altro canto

|[f(z, s)| = e

: k
sSinx
|$7a| <e < e = go(n)

per z > 1,s € (1,400), dove gy : [1,400) — [0, +00) ¢ integrabile.
Cosicché la funzione g : (0, 4+00) — [0, +-00) definita da

o(z) = { gi(z) perx € (0,1)

g2(z) per x € [1,+00) ’

¢ integrabile ed abbiamo

|f(x,s)] < g(z) per ogni x € (0,4+00),s € (1,+00).



3) Illimite lim F(x,s) esiste ed € uguale a 0 per ogni x € (0, +00) .

§——+00
Possiamo quindi aplicare il teorema della convergenza dominata per
parametro reale concludendo la valabilita di (*).

Siccome

ey SIN° T e SINT
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la funzione F' ¢ ben definita.

La derivabilita di F'(s) sotto il segno dell’integrale ¢ possibile in ogni
s € (0,400) . Infatti, esiste la derivata parziale

0 sin? z .
— e = —e Tsin’z, r>0,s>0
0s x

e, per z > 0,s > ¢ > 0, abbiamo la maggiorazione
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dove la funzione e~* ¢ integrabile su (0, +00) . Cosi F risulta derivabile
in ogni s € (0,400) ed abbiamo
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Il primo integrale si calcola facilmente:
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/e‘“dx = —.
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Per calcolare il secondo integrale, calcoliamo 'integrale indefinito
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/e_“ cos(2x)dz.
Tramite integrazione ripetuta per parti si ottiene
/e_“ cos(2x)dz
1 —ST
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da dove deduciamo che
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Risulta
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Per determinare la costante C', possiamo usare (*) ottenendo C' = 0.

Concudiamo che
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3) : Applicando il teorema di Tonelli alla funzione positiva continua
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si ottiene
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Infatti, avendo
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D’altro canto
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Infatti, per ogni x # 1 & possibile uno sviluppo in fratti semplici
della forma
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e troviamo
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