NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Matematica, A.A. 2013/2014
Analisi Reale e Complessa, Esame del 08.09.2014

1) Sia £ := {(x,y) ER*0<2<2,0<y<2,2y< 1} e definiamo la
funzione f : E — (O , —i—oo) tramite la formula

1

flz,y) = .

(a) E la funzione f misurabile? Si giustifichi la risposta.
(8) Ponendo
1
B, = {(a;,y)ekz;0<x<2,0<y<2,xy<1—E}, k>1,

¢ vera l'uguaglianza

klim/f(x,y)dxdysz(x,y)dxdy?
E, E

(v) E la funzione f sommabile?

2) Sia F': (0 , +oo) — R la funzione definita da

400

e_Sl'
F(s) = /1+xdx

0

(i) Si dimostri che F' & derivabile e si esprima F”(s) mediante un integrale
dipendente dal parametro s.

(iii) Si verifichi che F' soddisfa I’equazione differenziale

F’(s)—F(s):—é.



3) Sia A, C C il disco aperto di raggio 7 centrato in 0 e sia A, C C la
sua chiusura in C.
(a) Si calcoli il residuo in 0 e gli sviluppi in serie di Laurent di

fz) = 220

24 + 23
in A;\ {0} ein C\ A;.
(b) Si calcoli lo sviluppo in serie di Laurent di

1
99 = oy o)
in Ag \ZQ .
(c) Si mostri che la serie
oo
Z(n +1)2" sin(z2)
n=0

definisce una funzione olomorfa A in A; e si determini il raggio di
convergenza dello sviluppo in serie di potenze di A nel punto i/2.

4) Calcolare

o0

1
A d
) / (22 4 22+ 17)2 v

—00

2

1
B) / 5+ 4 cos() 40

0
usando il teorema dei residui.



1) :

Soluzioni:

(o) Osserviamo anzitutto che, per ogni a € R, I'insieme
E(a):={(z,y) eR*; 0<2<2,0<y<2,zy <a} CR?

e aperto, quindi misurabile, essendo l'intersezione del rettangolo aperto
(0,2) x (0,2) con la controimmagine dell’intervallo aperto (—oo,a)
tramite la funzione continua R? 5 (z,y) — zy.

In particolare I'insieme E' = E(1) ¢ misurabile e misurabili sono anche
tutti gli insiemi B, = E(1 —1/k) k> 1.

La funzione
1

E>s(z,y)— flz,y) = .

definita sull’insieme misurabile F, ¢ continua, percio e una funzione
misurabile.

(B) Poiché Ey C Fy C B3 C ... e U E, = E, indicando con x4 la
k=1

funzione caratteristica di S C R, la successione di funzioni misura-
bili positive xp, ,k > 1, ¢ crescente e converge puntualmente a xp .
Siccome f > 0, abbiamo la stessa cosa anche per i prodotti con f:

OSXEkf/‘XEf~

Per il teorema della convergenza monotona possiamo quindi concludere
che

/XEk(:v,y)f(x,y)dxdy //XE(:v,y)f(x,y)dxdy-
RZ

RQ

[N J/ N J/

:/f(x,y)dxdy :/f(x,y)dxdy
Ey, E

(v) La sommabilita della funzione misurabile positiva f & equivalente
alla finitezza dell’integrale

1
flx,y)dzdy = dxdy. (1)




Per decidere sulla finitezza dell’integrale (1), lo dobbiamo o calcolare, o
almeno stimare nel senso utile (una stima superiore finita implicherebbe
la sua finitezza, mentre una stima inferiore infinita implicherebbe la sua

infinitezza).

Per applicare il teorema di Tonelli, dividiamo £ in due parti misurabili

disgiunti: £ = AU B dove

1
A::{(x,y)eRQ; O<x§§,0<y<2},

1 1
B::{(x,y)€R2;§<x<2,0<y<;}.

Allora

1 1 1
/ dxdy:/ dxdy—l—/ drxdy .
1—xy 1 —xy -y
A B

E

Il primo integrale alla parte destra di (2) ¢ finito :

1
/ drdy < +o00.
1 -2y
A

Infatti, per il teorema di Tonelli si ottiene

1
/ drdy
1—2y
A

1/2 2 1/2

[ [0




0 1/2
dove
1/2
/(— M) dt < 400
0
perché la funzione
(0,1/2] 5t +— —M

si estende per continuita su [O 1/ 2} ed e cosi limitata, mentre

1

/( ~In(1 - t))dt - ((1 —#)In(1 —t) +t>

1/2

t=1

2

t=1/2

Il secondo integrale alla parte destra di (2) € invece infinito :

1
/ drdy = +00.
1—ay
B

Per vederlo, applichiamo di nuovo il teorema di Tonelli :

1
/ dxdy
1—ay
B
1 1/x ) 1 1/z a1
:// dx:/ /_ﬂdyd_ﬂf
1—ay 1—ay T
12 0 12 0
1
y=1/z
:/(—ln(l—xy) )d_x
y=0 r
1/2
Poiché
y=1/z
—In(1 — zy) = lim (— In(1 — a:y)) = 400
y=0 1/z>y—1/x

per ogni xz > 0, risulta

_1+In2




v=1TN g
>— = +400.
x

[ty [ (~att-a

B 1/2

y=0
In base a (2), (3) e (4) concludiamo che f non ¢ sommabile :

1 1 1
/ dxdy:/ dxdy+/ drdy = +o00
1—ay 1—ay 1—ay
A B

N J/ (N J/
TV TV

€(0,+00) =00

(in verita qui (3) non e essenziale, 'infinitezza dell'integrale di f su E
¢ gia garantita da (4)).

Osservazione.

Possiamo dimostrare che la funzione

1

EB(%y)._)m

()

e sommabile esattamente quando p < 1.

Per prima, poiché la funzione positiva (5) € continua, quindi misurabile,
la sua sommabilita e equivalente alla finitezza dell’integrale

1 1 1
—  dxdy= | ——dxd — dxd
/(1—xy>p zdy /(1—xy>p . y*/(l—xw zdy, (6)
FE A B

dove gli insiemi A e B sono quelli di prima :
1
A= {(x,y)€R2; O<x§§,0<y<2},

1 1
B::{(:c,y)ERQ;5<x<2,0<y<;}.

Per p > 1 la disuguaglianza
1 1
> )
(I—ayp — 1-wy

(r,y) € E

e l'infinitezza dell'integrale (1) implicano U'infinitezza dell'integrale (6),
cioe la non sommabilita della funzione (5).

Supponiamo adesso che p <1 <= 1 —p > 0. La disuguaglianza



1 1

< , Yy  EEDA
(1—zy)p — 1—2ay (z,v)

e (3) implicano la finitezza del primo integrale alla parte destra di (6).

Per verificare al finitezza anche del secondo integrale alla parte destra
di (6), applichiamo il teorema di Tonelli :

1
—  _dad
/(1—:vy)p e

B
2 1/ ) 2 1/x d(l ) q
— xy T
— _ du)dr = S VA el
/(/(1—xy>p y) ’ /(/ <1—:cy>p) E
12 0 172 0
2 2
/( (1 —ay)tr y:l/x) dx / 1 d
= A s S
1—p =0 x (1-px
1/2 1/2
In4
-1,

Cosiché per p < 1 la funzione (5) ¢ sommabile.

(i) Poiché le funzioni

—ST

s€(0,+00) (7)

0 Sr—

sono continue, quindi misurabili, ed abbiamo, per ogni s € (0, +00),

6—81‘

0<

< _SI7 607 Y
<13z ¢ z € [0,400)

dove

[0,+00) D2+ e
¢ sommabile, le funzioni (7) sono sommabili. Percio F': (0,4+00) — R
¢ ben definita.

Poi, siccome le funzioni

—ST

(0,400) > s —> z € [0,400)

14+’

sono derivabili e, per ogni € > 0, le derivate parziali

7



a 6—833 .,L.e—SI

%14—:13 1+2x

ammettono la maggiorazione uniforme

a e—SZB
Os14+=x

—Ex

<e ™, z€[0,+00),s€ (g,+00),

dove la funzione
[0,400) D2+ e "

e sommabile, per il teorema sulla dipendenza derivabile da parametri
reali la funzione F' & derivabile in (e,400) e vale la formula

+oo +o0o
O e 5% T e 5T
F'(s)= | — de =— dz, € (e, :
(s) os1+z /1+x v s € (&,400)
0 0

Poiché € > 0 & arbitrario, possiamo quindi concludere che F' e derivabile
in tutto (0, +o0) ed abbiamo

+oo

F’(s):—/ fj__:dx, s € (0,400). (8)

0

(ii) Usando la formula (8) deduciamo per ogni s > 0 :

+o0 _ +0o0
xe ST e_S.Z’
F'(s) — F(s) = — dz — d
O =P =- [ {de- [ £
0 0
2o 1) e e
—/ (w4 1)e dx:—/e_szdx
1+=z
0 0
+o0 t=—4o0
t:sa:__/e—tdt:__<_e—t ):_l
S =0 S
0
3) : (a): Abbiamo
z—95H 1 5




400
1
Se |z| < 1, abbiamo T35 = Z(—l)kzk. Percio, se |z| < 1,
2
k=0
1 _ i +°°(_1)ka _ f(_l)kzkz
2 2
22(z+1) =z — pa
11 = L1 1 X
=2 Z( 1)k k=2 = s Z(_l)k—i-QZk
k=2 k=0
1 1 X
= o + Z(—l) z
k=0
e, analogamente,
1
23(z+1)
1 +00 400
= 52 (V=) (D
k=0 k=0
111 = 111
R R S _ 1)+ k
z3 22+z+kzzg( )’z z3 22+Z+k2:0( )7

2 22z 2z
k=0

11 1 = 11 1 =
- - __1k+2k‘:___ - _1kk‘
+ +E (—1)" =z 2+z kEZO( )z

In conclusione, per lo sviluppo in serie di Laurent di f in A; \ {0}, si
ha

f) = S = -

In particolare il residuo di f in 0 e —6.



+00
1 1 1 1 1
Se |z] > 1 allora [-| < 1e = - =) (—1)* Quindi
2 1+2 =2 1 Zh+1
1+- k=0
z
se |z| > 1, allora
400 +oo
1 1 L1 L1
2(z+ 1) - §Z<_1) S Z(_l) k+3
k=0 k=0
<= 1 = 1 — 1
_ k=31 _ k—a L _ k
=D ()T == (D =) ()
k=3 k=3 k=3
e, analogamente,
+00 +o00o
Bz +1) -3 (=1) SRl Z<_1) Skt
k=0 k=0
+o0 +oo 1
_ -1 k—4 — — -1 k—
() = Y
k=4 k=4

In conclusione, per lo sviluppo in serie di Laurent di f in C\ Ay, si ha

1) = =5 1 5
T8 22(2z41) 2B(z4+1)
< 1 < 1
— _Z(—1)’f;—5<2(—1)k;>
k=3 k=4
R 1
=— —6(—1)"=.
Z3+; 6(-1)*
(b): Abbiamo g(z) i L ~ Ll g <3
: amo g(z) ‘= (2_2)(2_3) —Z_3 2_2. e |Z S

ha E) < 1 e percio

1 11 1= &K —-1
2_3:_51 z:_52§223k+12-
_g k=0 k=0

Se |z| > 2 si ha

2 N
—‘ < 1 e percio
z

10



+oo “+oo
2k 1

1 X2k
z—2: 1_ Z szﬂ—z zk

k=1
z

In conclusione, per lo sviluppo in serie di Laurent di ¢ in Az \ Ay, si
ha

9= e M I I
z) = = — = z
g (z—2)(2—3) z-— RUSE — 2k

1 X

= g 2% e la convergenza della serie

k=0
geometrica e uniforme su ogni compatto incluso in A; . Per il Teorema

di Weierstrass, per ogni z € A; si ha allora

d k-1
E(l—z) Zkz ’

(c): Per ogni z € Ay si ha .
—z

cioe
1 +o00
1—2)? > (k+1)z
k=0
per ogni z € Aj.
Di conseguenza abbiamo
3 R 23 sin(2)
Z(k + 1)Zk+3 sin(z) = 2% sin(z) Z (k + 1)Zk _ W
-z
k=0 prt

per ogni z € Ay.

In particolare la serie data definisce una funzione olomorfa h in A;.
Siccome h si estende ad una funzione olomorfa su C\ {1}, con un
polo in 1, il raggio di convergenza dello sviluppo in serie di potenze

1 1
di A intorno ad 2 e pari alla distanza di = da 1 e cioe a 53 (per
quanto visto a lezione sappiamo che il raggio di convergenza cercato ¢
7

maggiore del raggio di ogni cerchio di centro 5 contenuto nel dominio

di una estensione olomorfa di h, inoltre non puo essere strettamente

5
maggiore di > perché altrimenti h si estenderebbe ad una funzione

olomorfa anche in un intorno di 1).

11



4) :

. . . < : 1
(A): Siccome la funzione integranda ¢ asintotica a — a +00 e —o0,
x
I'integrale improprio converge e

o0 s

/ ! d li ! d
r = lim x.
(2% + 2z + 17)? r—too | (22 + 20 4 17)2
—o0 —r
Sia 7, il segmento orientato con estremi —r e r e sia 7, ,. la semicircon-
ferenza di centro 0 e raggio r orientata in senso antiorario e contenuta
nel semipiano superiore. Abbiamo

r

| = | v
T = z.
(22 4 2z + 17)2 " (22 + 224 17)2

1
(22 422+ 17)2
—1+4i e sono entrambi di ordine 2. Osserviamo che per r > /17 il solo
—1 4 44 e contenuto nella parte di piano complesso limitata delimitata
dall’unione di v, ,. € 7, -

I poli della funzione meromorfa sono i punti —1+4i e

Per il teorema dei residui, per r > /17 abbiamo

/ 1
dz
" (22 + 224 17)2

,T

1 1
= — d R 1447 ).
/72 (22 422+ 17)2 i 68((22+22—|—17)2’ * Z)

1 1
Siccome (212 4170 e asintotica a pry per z — oo, usando il
1
lemma del grande cerchio otteniamo lim 5 > dz=0
revkoo f (22 422+ 17)
e quindi 7
li ! d R ! 1+ 44
im 2 = Res — i .
rotoo [ (22 422+ 17)2 (22 +22+417)%°
1,r
1
Siccome ha un polo doppio in —1 + 47,

(22 4+ 22+ 17)2

1
—1+4+4
Hes ((22 +22417)2° * Z)

12




- d (z—(—1+4i)2
=2 | —
(e LY ( (22 4 22 + 17)2
d 1
=2m U —
et dz < (= (-1 -4y )
ori i -2
=217 lim
ro—1+4i (2 — (=1 —44))3
=2 — 413 T
=2mM—— = - = .
(81)3 — 83 128
In conclusione

/ 1 d T
r=—.
(22 + 22+ 17)2 128

cif 4 o—if
(B): Per la formula di Eulero abbiamo cos(f) = — Quindi
2w 2w
1 1
——df = . —df.
/ 5+ 4 cos(6) / 5+ 2¢e¥ + 2¢—1
0 0

Indicando con « la circonferneza di centro 0 e raggio 1 orientata in
senso antiorario, abbiamo

27
1 1 dz
/5+2ei9+2e—i9d9:/ 2 iz
z
1 1 1 1
7 52 + 222 +2 7 222 4+ 52+ 2

1 1 1 1
:ia/2(z—2)(z—%) dz:2_z‘a (z+2)(z+3) az.

Per il teorema dei residui e siccome —— e 1'unico polo della funzione

meromorfa integranda contenuto nel cerchio unitario di centro 0, si
ottiene

/a<z+2>1<z+%>dZ:R“<<z—2>1<z—%) ’%>

13



9 Ari
— 27 lim —omis =21
-3 2+ 2 3 3

. . P N .
(la terza uguaglianza e vera perché —5 tun polo semplice).

In conclusione
27

1 1 4mi 2m
——dl == — = —.
5+ 4 cos(0) 21 3 3

0

14



