
МАТРИЦЫ, ТЕНЗОРЫ, ВЫЧИСЛЕНИЯ

Е. Е. Тыртышников

1 Умножение тензоров и разложение Таккера

1.1 Матрицы и элементы матриц

Под матрицей понимается прямоугольная таблица, в которой на пересечении стро-
ки с номером i и столбца с номером j расположен элемент a(i, j). Таким образом,
матрица определяется функцией a(i, j) от переменных i ∈ I и j ∈ J , где I и J –
некоторые конечные множества. При этом на множествах I и J фиксируется поря-
док просмотра их элементов, определяющий нумерацию строк и столбцов матрицы.
Последнее является существенным при изображении матриц в виде таблиц. Однако,
для определения основных операций над матрицами, прежде всего для умножения
матриц, порядок не очень важен.

Если заданы две функции a(i, j) и b(j, k), то общий символ j означает, что данная
переменная изменяется на одном и том же множестве J . Элементы произведения
матриц определеляются следуюшим образом:

c(i, k) =
∑
j∈J

a(i, j)b(j, k). (1)

Коммутативность сложения позволяет не фиксировать порядок элементов множе-
ства J .

Матрица C с элементами c(i, k) называется произведением матрицы A с элемен-
тами a(i, j) и матрицы B с элементами b(j, k). Обычная запись: C = AB. Мы хотим
ввести в употребление и узаконить следующий оборот речи: матрица c(i, k) являет-
ся произведением матриц a(i, j) и b(j, k).

Выражение a(i, j) обычно означает элемент матрицы, но мы хотим придать это-
му выражению другой смысл, используя его как обозначение матрицы. Тогда вместо
формулы C = AB логично писать

c(i, k) = a(i, j)b(j, k). (2)

Для теории матриц это несколько необычное обозначение, но оно представляется нам
очень удобным при изучении тензоров.

Безусловно, возникает конфликт обозначений: в формулах (1) и (2) одни и те
же символы имеют действительно разный смысл. Чтобы получить независимость от
контекста, можно договориться, например, об использовании квадратных скобок и
считать, что запись a[i, j] всегда означает элемент матрицы a(i, j). Тогда матрица
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c(i, k) будет определяться формулами

c[i, k] =
∑
j

a[i, j]b[j, k].

Формула (2) становится логически естественной, если i, j, k трактовать как обо-
значения множеств для соответствующих переменных. Некоторое неудобство возни-
кает, когда нужно выделить конкретные номера из этих множеств. Чтобы указать
явно, что речь идет именно о матрице, а не о ее отдельном элементе, будем писать
a([i], [j]). Таким образом, a[i, j] – это элемент матрицы a([i], [j]), для которой мы ис-
пользуем более короткое обозначение a(i, j).

Запись a([i], j) означает j-й столбец матрицы a(i, j). Аналогично, a(i, [j]) есть i-я
строка той же матрицы.

1.2 Скелетное разложение и ранг матрицы

Матрица A = a(i, j) с элементами вида a[i, j] = u(i)v(j) называется скелетоном.
Представление матрицы в виде суммы скелетонов называется ее скелетным разло-
жением или каноническим разложением. Сумма r скелетонов определяется систе-
мами столбцов u1, . . . , ur и v1, . . . , vr и имеет вид

A =
r∑

α=1

uαv
>
α = UV,

где
U = [u1, . . . , ur], V = [v1, . . . , vr]

>.

В принятых нами обозначениях скелетное разложение можно записать в виде

a(i, j) =
∑
α

u([i], α) v(α, [j]) = u(i, α)v(α, j).

Число скелетонов в этом разложении равно числу значений индекса α. Минимально
возможное число скелетонов называется рангом матрицы a(i, j). Оно же равно раз-
мерности линейной оболочки, натянутой на столбцы матрицы, и совпадает с размер-
ностью линейной оболочки строк и с максимальным порядком ненулевых миноров
данной матрицы.

1.3 Сингулярное разложение матрицы

Пусть имеется скелетное разложение комплексной матрицы A, записанное в виде

A =
r∑

α=1

σαuαv
∗
α, (3)

где
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr ≥ 0
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и каждая из систем столбцов u1, . . . , ur и v1, . . . , vr является ортонормированной при
естественном скалярном произведении:

u∗αuβ = v∗αvβ =

{
1, α = β,
0, α 6= β.

Скелетное разложение вида (3) с такими свойствами называется сингулярным раз-
ложением матрицы A.

Нетрудно доказать, что r = rankA в том и только том случае, когда σr > 0. Чис-
ла σ1, . . . , σr называются сингулярными числами матрицы A, а векторы u1, . . . , ur
и v1, . . . , vr называются сингулярными векторами матрицы A. Равенство (3) равно-
сильно соотношениям

Avα = σαuα, A∗uα = σαvα, 1 ≤ α ≤ r.

Квадраты ненулевых сингулярных чисел с учетом кратностей совпадают с ненуле-
выми собственными значениями эрмитовых неотрицательно определенных матриц
A∗A и AA∗.

В обязательные курсы линейной алгебры обычно включаются следующие резуль-
таты – одни из самых востребованных среди всего многообразия приложений линей-
ной алгебры.

Теорема 1.3.1 Любая комплексная матрица имеет сингулярное разложение с чис-
лом ненулевых скелетонов, равным ее рангу.

Теорема 1.3.2 Пусть Ak получается из сингулярного разложения матрицы A от-
брасыванием скелетонов с номерами α ≥ k + 1. Тогда

min
rankB≤k

||A−B||2 = ||A− Ak||2 = σk+1,

min
rankB≤k

||A−B||F = ||A− Ak||F =

√ ∑
α≥k+1

σ2
α.

Пусть σ(α, β) – диагональная матрица с диагональными элементами σ[α, α] = σα.
Тогда в согласии с нашими обозначениями сингулярное разложение матрицы a(i, j)
можно записать в виде

a(i, j) = u(i, α)σ(α, β)v(β, j),

где
u([i], α) = uα, v(β, [j]) = v∗β.

1.4 Тензоры и элементы тензоров

Тензором размерности d (или, чаще говорят, порядка d) называется d-мерная табли-
ца (d-мерная матрица), составленная из элементов a(i1, . . . , id). Иногда тензор раз-
мерности d называется также d-тензором.
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Считаем, что i1 ∈ I1, . . . , id ∈ Id. В конечных множествах I1, . . . , Id обычно фик-
сируется порядок просмотра элементов. Ниже мы увидим, что при определении опе-
рации умножения тензоров этот порядок оказывается не очень важным.

Как и в случае матриц, выражение a(i1, . . . , id) мы будем использовать для обо-
значения самого тензора как функции от переменных i1, . . . , id. Таким образом, вы-
ражение a(i1, . . . , id) может иметь два разных смысла: обозначение тензора или от-
дельного его элемента. Что имеется в виду, должно быть ясно из контекста. Если
же требуется определенно указать отдельное значение этой функции, т.е. элемент
тензора, будем писать a[i1, . . . , id].

Если множества I1, . . . , Id содержат n1, . . . , nd номеров соответственно, то говорят,
что тензор a(i1, . . . , id) имеет размер n1 × . . . × nd. Для этого же тензора можно
использовать букву a без скобок и индексов там, где эта информация не является
существенной.

Запись a(i1, . . . , id) как обозначение тензора совершенно естественна, если i1, . . . , id
трактовать как множества изменения соответствующих индексов. Если нужно ука-
зать явно, что речь идет о множествах, будем писать [i1], . . . , [id]. Таким образом,
a[i1, . . . , id] – это отдельный элемент тензора a([i1], . . . , [id]), при этом a(i1, . . . , id) есть
более короткое обозначение для того де тензора.

1.5 Линейное пространство тензоров

Операция сложения тензоров одного и того же размера определяется как поэлемент-
ное сложение. Операция умножения тензора на число определяется как умножение
каждого элемента тензора на это число.

Пусть Pn1×...×nd обозначает множество тензоров a(i1, . . . , id) размера n1 × . . .× nd
с элементами a[i1, . . . , id] из поля P.

Теорема 1.5.1 Множество Pn1×...×nd с операциями сложения и умножения на чис-
ла из P образует линейное пространство размерности dimV = n1 . . . nd.

Доказательство элементарно и предоставляется читателю.
В случае вещественного или комплексного поля вводится естественное скалярное

произведение тензоров a(i1, . . . , id) и b(i1, . . . , id). По определению,

(a, b) =
∑
i1,...,id

a[i1, . . . , id] b̄[i1, . . . , id],

черта означает комплексное сопряжение. Норма ||a||F =
√

(a, a) иногда называется
нормой Фробениуса.

1.6 Соглашение о суммировании при умножении тензоров

Пусть заданы тензоры a1(i
1
1, . . . , i

1
d1

), . . . , as(i
s
1, . . . , i

s
ds

) и множество всех букв, обо-
значающих их индексы, состоит из букв i1, . . . , ik, встречающихся только один раз,
и букв j1, . . . , jl, встречающихся два или большее число раз. Тогда произведением
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тензоров a1, . . . , as называется тензор b(i1, . . . , ik), элементы которого определяются
следующим образом:

b[i1, . . . , ik] =
∑
j1,...,jl

a1[i
1
1, . . . , i

1
d1

] . . . as[i
s
1, . . . , i

s
ds ]. (4)

Если общих индексов не имеется, то в этом определении следует убрать знак суммы.
Для определенности можно было бы считать, что порядок букв i1, . . . , ik соответ-
ствует их порядку в составной последовательности аргументов i11, . . . , isds заданных
тензоров. Однако, этот порядок удобнее выбирать в зависимости от ситуации.

Пример 1. Произведением тензоров a(i, j, k) и b(l,m) будет тензор

c(i, j, k, l,m) = a(i, j, k) b(l,m),

имеющий элементы
c[i, j, k, l,m] = a[i, j, k] b[l,m].

Пример 2. Произведением тензоров a(i, j, k) и b(k,m) будет тензор

c(i, j,m) = a(i, j, k) b(k,m),

имеющий элементы
c[i, j,m] =

∑
k

a[i, j, k] b[k,m].

Пример 3. Произведение двумерных тензоров с общим индексом вида

a(i, j) = u(i, α)v(j, α)

означает умножение матрицы u на матрицу, транспонированную к матрице v.

Пример 4. Сингулярное разложение двумерного тензора a(i, j) можно записать
в виде

a(i, j) = u(i, α)σ(α)v̄(j, α),

где σ(α) – упорядоченные по невозрастанию сингулярные числа данной матрицы,
u(i, α) и v(j, α) – матрицы, столбцы которых составлены из сингулярных векторов,
черта означает комплексное сопряжение. Ортонормированность сингулярных векто-
ров выражается соотношениями

u(i, α)ū(i, β) = v(j, α)v̄(j, β) = δ(α, β),

где

δ[α, β] =

{
1, α = β,
0, α 6= β.

Отметим также справедливость соотношения

ū(i, α)a(i, j)v(j, β) = δ(α, γ)σ(γ)δ(γ, β).
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Предполагается, конечно, что [α] = [β] = [γ].

Следует подчеркнуть, что для тензоров a и b запись ab не дает ясности, как именно
определяется произведение. Чтобы это сделать, необходимо указать индексы, при-
чем имеются в виду буквы для обозначения индексов, а не отдельные их значения.
Индексы (буквы), принадлежащие одному и тому же множеству, могут быть обозна-
чены одной и той же буквой, при определении произведения по всем общим индексам
производится суммирование. Если эти же индексы обозначены разными буквами, то
суммирования по этим индексам нет. Обратим внимание также на то, что множество
индексов (букв) тензора ab однозначно определяется индексами тензоров a и b, но их
порядок правилом умножения не предписывается.

Наше соглашение о суммировании по общим индексам формально допускает так-
же следующий способ уменьшения числа измерений (индексов) тензора. Например,
если задан тензор a(i, j, k), то из него можно получить тензор c(i, k) = a(i, i, k), име-
ющий элементы

c[i, k] =
∑
i

a[i, i, k].

Конечно, это возможно лишь в том случае, когда [i] = [j], т.е. индексы i и j принад-
лежат обшему множеству.

Пример 5. Числа a(i, i) и a(i, j)ā(i, j) представляют след и фробениусову норму
матрицы a(i, j).

1.7 Равенство тензоров

Тензоры a(i1, . . . , id) и b(j1, . . . , jd) называются равными, если совпадают индексные
множества

I1 = [i1] = [j1], . . . , Id = [id] = [jd]

и определенные на них элементы

a[i1, . . . , id] = b[i1, . . . , id] для любых i1 ∈ I1, . . . , id ∈ Id.

Таким образом, для индексных множеств одного и того же тензора в разных
ситуациях могут использоваться разные обозначения. Заметим, что в соотношениях
между тензорами, например при умножении тензоров, не допускается формальная
замена тензора произвольным равным ему тензором. Это связано с принятым нами
способом вычисления произведения тензоров с помощью суммирования по общим
индексам.

1.8 Матрицы, ассоциированные с тензором

Для трехмерного тензора a(i, j, k) размера n1 × n2 × n3 естественным образом опре-
деляются матрицы развертки a1, a2 и a3 по каждому из трех измерений:

a1[i; jk] = a2[j; ik] = a3[k; ij] = a[i, j, k].
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Матрицы a1, a2 и a3 имеют соответственно размеры n1× n2n3, n2× n1n3 и n3× n1n2.
Мы используем точку с запятой, чтобы отделить строчные и столбцовые индексы
матрицы. Кроме того, здесь впервые у нас появляются составные индексы, или муль-
тииндексы: jk, ik и ij.

По определению, составной индекс ij принимает столько значений, сколько име-
ется пар значений для i и j. При изображении матриц в виде таблиц будем считать,
что для составных индексов используется лексикографический порядок : в паре ин-
дексов (i, j) сначала изменяется j, затем i. Если i и j принимают значения 1, 2, 3 и
1, 2 соответственно, то пары (i, j) выстраиваются в последовательность

(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2).

Аналогичным образом определяется лексикографический порядок для составных ин-
дексов ijk, ijkl и так далее. Вместе с тем заметим, что в большинстве ситуаций
порядок значений составного индекса не очень важен.

Пример. Рассмотрим тензор размера 2× 2× 2 с элементами

a[1, 1, 1] = 111, a[1, 1, 2] = 112, a[1, 2, 1] = 121, a[1, 2, 2] = 122,

a[2, 1, 1] = 211, a[2, 1, 2] = 212, a[2, 2, 1] = 221, a[2, 2, 2] = 222.

Вот матрицы развертки этого тензора по измерениям:

a1 =

[
111 112 121 122
211 212 221 222

]
, a2 =

[
111 112 211 212
121 122 221 222

]
, a3 =

[
111 121 211 221
112 122 212 222

]
.

Для d-мерного тензора a(i1, . . . , id) мы рассматриваем d матриц развертки по из-
мерениям. Пусть jk = i1 . . . ik−1ik+1 . . . id – составной индекс, не включающий ik. Тогда
элементы матрицы развертки ak по измерению ik имеют вид

ak[ik; jk] = a[i1, . . . , id].

Помимо матриц развертки по измерениям, с тензором a(i1, . . . , id) можно связать
и другие матрицы. В общем случае для построения матрицы M = aσ,k, ассоции-
рованной с тензором, нужно взять перестановку σ(1), . . . , σ(d) натуральных чисел
1, . . . , d и нумеровать строки и столбцы матрицы M с помощью составных индек-
сов iσ(1) . . . iσ(k) и iσ(k+1) . . . iσ(d). Элементы матрицы M определяются по элементам
исходного тензора:

M [iσ(1) . . . iσ(k); iσ(k+1) . . . iσ(d)] = a[i1, . . . , id].

В случае комплексных тензоров можно использовать норму матрицыM для опре-
деления нормы тензора: ||a|| := ||aσ,k||. Разные ассоциированные матрицы будут да-
вать, вообще говоря, разные нормы. Однако есть одно исключение: норма Фробени-
уса одна и та же для любой матрицы, ассоциированной с одним и тем же тензором.

Для матрицы aσ,k, ассоциированной с тензором a(i1, . . . , id), в случае тождествен-
ной перестановки σ будем использовать обозначение a(i1 . . . ik; ik+1 . . . id). По опреде-
лению,

a[i1 . . . ik; ik+1 . . . id] = a[i1, . . . , id].
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Матрицы a(i1 . . . ik; ik+1 . . . id) называются стандартными ассоциированными мат-
рицами. Обратим внимание на то, что для тензора a и его стандартных ассоцииро-
ванных матриц используется один и тот же символ a.

Среди стандартных ассоциированных матриц выделяется матрица a(i1 . . . id). Она
является вектором-столбцом, составленным из упорядоченных лексикографически
элементов тензора a(i1, . . . , id). Обображение a(i1, . . . , id)→ a(i1 . . . id) взаимно-одно-
значно и называется векторизацией тензора. Иногда используется обозначение

a(i1 . . . id) = vec (a(i1, . . . , id)).

Чтобы указать на d-мерный тензор, нередко мы употребляем запись без запятых,
т.е. вообще не делаем различия между a(i1 . . . id) и a(i1, . . . , id). Таким образом, d-
мерный тензор может рассматриваться как вектор-столбец с d-мерной индексацией
элементов с помощью составного индекса.

1.9 Разложение Таккера

Представление тензора a(i1, . . . , id) в виде

a(i1, . . . , id) = g(α1, . . . , αd) u1(i1, α1) . . . ud(id, αd) (5)

называется разложением Таккера. В силу нашего соглашения о суммировании по
повторяющимся индексам элементы a[i1, . . . , id] тензора a(i1, . . . , id) выражаются че-
рез элементы тензоров g(α1, . . . , αd) и двумерных тензоров u1(i1, α1), . . . , ud(id, αd)
следующим образом:

a[i1, . . . , id] =

r1∑
α1=1

. . .

rd∑
αd=1

g[α1, . . . , αd] u1[i1, α1] . . . ud[id, αd]. (6)

Мощности множеств [α1], . . . , [αd], т.е числа r1, . . . , rd, называются рангами разло-
жения Таккера, их минимальные значения среди всевозможных разложений Такке-
ра для данного тензора называются рангами Таккера данного тензора. Разложение
Таккера, в котором каждый из рангов является минимально возможным, называется
минимальным разложением Таккера. Тензор g(α1, . . . , αd) называется ядром разло-
жения Таккера, а двумерные тензоры

u1(i1, α1), . . . , ud(id, αd)

называются матрицами разложения Таккера.
Для любого тензора можно написать следующее тривиальное разложение Такке-

ра:
a(i1, . . . , id) = a(α1, . . . , αd)δ1(i1, α1) . . . δd(id, αd),

где

δk[ik, αk] =

{
1, ik = αk,
0, ik 6= αk.

Здесь ядро Таккера совпадает с исходным тензором, и данное разложение, скорее
всего, не является минимальным. В минимальном разложении Таккера размеры ядра
g(α1, . . . , αd) могут оказаться существенно меньше размеров исходного тензора.
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Теорема 1.9.1 Для любого тензора a(i1, . . . , id) над произвольным полем P суще-
ствует минимальное разложение Таккера, для которого ранги rk совпадают с ран-
гами Таккера данного тензора и равны рангам матриц развертки ak по измерениям
данного тензора. Матрицы любого минимального разложения Таккера имеют ли-
нейно независимые столбцы.

Доказательство. Пусть jk = i1 . . . ik−1ik+1 . . . id – составной индекс, не включа-
ющий ik, и пусть ранг матрицы развертки ak(ik; jk) равен rk. Тогда для матрицы ak
существует скелетное разложение

ak(ik; jk) = uk(ik;αk) vk(αk; jk), (7)

в котором число скелетонов равно rk и вследствие этого столбцы матрицы uk линей-
но независимы. В силу линейной независимости столбцов для uk(ik, αk) существует
матрица ûk(ik, α′k) тех же размеров, с линейно независимыми столбцами и такая, что
û>k uk = Irk (единичная матрица порядка rk). Последнее равенство можно записать в
виде

uk(ik, αk) ûk(ik, α
′
k) = δk(αk, α

′
k), (8)

где [αk] = [α′k] и δk определяется как символ Кронекера:

δk[αk, α
′
k] =

{
1, αk = α′k,
0, αk 6= α′k.

Из соотношений (7) и (8) находим

a(i1, . . . , ik−1, ik, ik+1, . . . , id) ûk(ik, αk) = vk(αk, jk).

Следовательно,

a(i1, . . . , ik−1, ik, ik+1, . . . , id) ûk(ik, αk) uk(i
′
k, αk) = a(i1, . . . , ik−1, i

′
k, ik+1, . . . , id). (9)

Определим тензор g(α1, . . . , αd) следующим образом:

g(α1, . . . , αd) = a(i′1, . . . , i
′
d) û1(i

′
1, α1) . . . ûd(i

′
d, αd).

Последовательно d раз применяя равенство (9), получаем

g(α1, . . . , αd) u1(i1, α1) . . . ud(id, αd) =

(a(i′1, i
′
2, . . . , i

′
d) û1(i

′
1, α1)u1(i1, α1)) (û2(i

′
2, α2)u2(i2, α2)) . . . (ûd(i

′
d, αd)ud(id, αd)) =

a(i1, i
′
2, . . . , i

′
d) (û2(i

′
2, α2)u2(i2, α2)) . . . (ûd(i

′
d, αd)ud(id, αd)) = . . . = a(i1, . . . , id).

Существование минимального разложения Таккера тем самым доказано.
Теперь рассмотрим произвольное минимальное разложение вида (5) и допустим,

что столбцы матрицы uk(ik, αk) линейно зависимы. В этом случае каждый из ее
столбцов выражается в виде линейной комбинации столбцов некоторой матрицы

9



u′k(ik, βk) с меньшим числом столбцов. Собирая коэффициенты этих линейных ком-
бинаций в столбцы матрицы zk(βk, αk), получаем равенство

uk(ik, αk) = u′k(ik, βk)zk(βk, αk).

С помощью этого равенства разложение (5) преобразуется следующим образом:

a(i1, . . . , id) = g′(α1, . . . , αk−1, βk, αk+1, . . . , αd)·

· u1(i1, α1) . . . uk−1(ik−1, αk−1) u
′
k(ik, βk) uk+1(ik+1, αk+1) . . . ud(id, αd),

где

g′(α1, . . . , αk−1, βk, αk+1, . . . , αd) = g(α1, . . . , αk−1, αkαk+1, . . . , αd)zk(βk, αk).

Данное разложение Таккера имеет k-ю матрицу с меньшим числом столбцов, чем
в разложении (5), и это, очевидно, противоречит минимальности разложения (5).
Теорема доказана.

Теорема 1.9.2 Для любого тензора в любом минимальном разложении Таккера си-
стема столбцов k-й матрицы является базисом линейной оболочки столбцов мат-
рицы развертки данного тензора по k-му измерению. Для любого выбора базисов в
этих линейных оболочках существует минимальное разложение Таккера с матри-
цами, столбцы которых задаются именно этими базисами.

Доказательство. Разложение Таккера (5) автоматически порождает некоторое
скелетное разложение k-й матрицы развертки:

ak(ik, jk) = uk(ik, αk)vk(αk, jk),

где jk = i1 . . . ik−1ik+1 . . . id и vk = gu1 . . . uk−1uk+1 . . . ud. Минимальность влечет за
собой линейную независимость столбцов матрицы uk и строк матрицы vk. В силу ли-
нейной независимости строк vk существует матрица wk такая, что vkwk = I. Опираясь
на равенство ak = ukvk, отсюда выводим uk = akwk. Следовательно, imuk ⊆ im ak,
т.е. линейная оболочка столбцов матрицы uk содержит линейную оболочку столб-
цов матрицы ak. Из равенства ak = ukvk следует включение im ak ⊆ imuk. Значит,
imuk = im ak.

Второе утверждение теоремы вытекает из доказательства теоремы 1.9.1, в кото-
ром разложение Таккера строится на основе любых минимальных скелетных разло-
жений матриц ak. Теорема доказана.

1.10 Ортогональное разложение Таккера

Теорема 1.10.1 Для любого комплексного тензора существует минимальное раз-
ложение Таккера, в котором каждая из матриц имеет ортонормированную систе-
му столбцов.
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Доказательство. Согласно теореме 1.9.2, минимальное разложение Таккера
можно получить, взяв в качестве столбцов матриц разложения любые базисы в ли-
нейных оболочках столбцов матриц ak, т.е. в пространствах im ak. Как известно, в
любом линейном пространстве со скалярным произведением можно выбрать орто-
нормированный базис. Теорема доказана.

В качестве ортонормированных базисов в пространствах im ak можно взять левые
сингулярные векторы для упорядоченных по невозрастанию ненулевых сингулярных
чисел матриц развертки ak. Соответствующее минимальное разложение Таккера на-
зывается ортогональным разложением Таккера.

Пусть матрица развертки ak имеет сингулярное разложение

ak(ik; jk) = uk(ik;αk)σk(αk)vk(αk; jk)

с числом скелетонов rk = rank ak. Как и раньше, jk = i1 . . . ik−1ik+1 . . . id. Столбцы uk
суть левые сингулярные векторы, а строки vk – правые сингулярные векторы матри-
цы ak. Как видно из доказательства теоремы 1.9.1, ядро ортогонального разложения
Таккера имеет вид

g(α1, . . . , αd) = a(i1, . . . , id) ū1(i1, α1) . . . ūd(id, αd).

Теорема 1.10.2 Строки k-й матрицы развертки ядра ортогонального разложения
Таккера для произвольного комплексного тензора ортогональны и при этом длина
i-й по счету строки равна i-му сингулярному числу k-й матрицы развертки исход-
ного тензора.

Доказательство. Достроим матрицы uk до унитарных матриц Uk (любая орто-
нормированная система столбцов является частью некоторого ортонормированного
базиса), а ядро ортогонального разложения Таккера g(α1, . . . , αd) вложим в тензор
G(i′1, . . . , i

′
d) тех же размеров, что и исходный тензор. Если g имеет размер r1× . . .×rd

и 1 ≤ αk ≤ rk, то положим

G[i′1, . . . , i
′
d] =

{
g[i′1, . . . , i

′
d], 1 ≤ i′1 ≤ r1, . . . , 1 ≤ i′d ≤ rd,

0, иначе.

Тогда наряду с исходным ортогональным разложением Таккера возникает расширен-
ное ортогональное разложение Таккера

a(i1, . . . , id) = G(i′1, . . . , i
′
d) U1(i1, i

′
1) . . . Ud(id, i

′
d), (10)

матрицы которого являются унитарными, а все ненулевые элементы ядра G совпада-
ют с соответствующими ненулевыми элементами ядра g. По аналогии с предыдущим
построением, из (10) вытекает

G(i′1, . . . , i
′
d) = a(i1, . . . , id) Ū1(i1, i

′
1) . . . Ūd(id, i

′
d). (11)

Более того, благодаря унитарности матриц U1, . . . , Ud равенства (10) и (11) эквива-
лентны.
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Заметим, что скалярные произведения ненулевых строк матрицы развертки Gk

тензора G равны скалярным произведениям соответствующих строк матрицы раз-
вертки gk тензора g.

Пусть wk(αk; jk) – матрица, полученная из vk(αk; jk) умножением строк на соот-
ветствующие сингулярные числа. Тогда строки матрицы wk будут ортогональны и
при этом длина строки с номером αk равна σk(αk). Матрицы wk дополним нулевыми
строками до матриц Wk – таким образом, чтобы число строк матрицы Wk равнялось
порядку унитарной матрицы Uk. Тогда равенство ak = ukwk влечет за собой равенство
ak = UkWk, откуда Wk = U∗kak, или, в соответствии с соглашением о суммировании,

Wk(i
′
k, i1 . . . ik−1ik+1 . . . id) = a(i1, . . . , ik−1, ik, ik+1, . . . , id) Ūk(ik, i

′
k). (12)

Вводя составные индексы

jk = i1 . . . ik−1ik+1 . . . id и j′k = i′1 . . . i
′
k−1i

′
k+1 . . . i

′
d,

на основе равенств (11) и (12) находим

Gk(i
′
k; j
′
k) = Wk(i

′
k; jk) Zk(jk; j

′
k),

где
Zk(jk, j

′
k) = Ū1(i1, i

′
1) . . . Ūk−1(ik−1, i

′
k−1) Ūk+1(ik+1, i

′
k+1) . . . Ūd(id, i

′
d).

Нетрудно проверить, что матрица Zk является унитарной, поэтому скалярные про-
изведения строк матрицы WkZk совпадают со скалярными произведениями соответ-
ствующих строк матрицы Wk. Теорема доказана.

1.11 Кронекерово произведение матриц

При изучении тензоров оказывается полезным кронекерово произведение матриц.
Для матриц A и B оно определяется как блочная матрица, составленная из бло-
ков aijB, где aij – элементы матрицы A. Для результата используется обозначение
A⊗B.

Пример. Если A =

[
2 3
4 5

]
, то A⊗B =

[
2B 3B
4B 5B

]
.

Кронекерово произведение может применяться для записи разложения Таккера.
При этом исходный тензор рассматривается как вектор-столбец, а разложение Так-
кера записывается в виде

a[i1 . . . id] =
∑

α1,...,αd

g[α1, . . . , αd] u
1
α1
⊗ . . .⊗ udαd , (13)

где
ukαk = uk([ik], αk).

Перечислим некоторые полезные для нас свойства кронекерова произведения:
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1. При условии существования произведений AC и BD имеет место равенство

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD). (14)

2. При транспонировании матриц

(A⊗B)> = A> ⊗B>. (15)

3. Сингулярные числа матрицы A ⊗ B равны σi(A)σj(B), где σi(A) и σj(B) суть
сингулярные числа матриц A и B.

4. При кронекеровом умножении матриц их спектральные нормы перемножаются:

||A⊗B||2 = ||A||2 ||B||2. (16)

1.12 Аппроксимации на основе разложения Таккера

Лемма 1.12.1 Для любого комплексного тензора a(i1, . . . , id), заданного разложе-
нием Таккера (5) с ядром g(α1, . . . , αd) и матрицами u1(i1, α1), . . . , ud(id, αd), имеет
место неравенство

||a||F ≤ ||g||F ||u1||2 . . . ||ud||2.
В случае ортогонального разложения Таккера

||a||F = ||g||F .

Доказательство. Фробениусова норма тензора совпадает с нормой Фробениу-
са для любой ассоциированной с ним матрицы, в частности матрицы развертки по
первому измерению: ||a||F = ||a1||F . Запишем a1 в виде произведения матриц

a(i1; i2 . . . id) = (u(i1;α1)(g1(α1;α2 . . . αd)) v(α2 . . . αd; i2 . . . id),

v(α2 . . . αd, i2 . . . id) = u2(i2, α2) . . . ud(id, αd),

и заметим связь с операцией кронекерова умножения матриц:

v> = u2 ⊗ . . .⊗ ud.

Далее, ||u1g1v||F ≤ ||u1||2 ||g1||F ||v||2 и, кроме того, согласно (12), спектральная норма
кронекерова произведения матриц равна произведению спектральных норм сомно-
жителей.

Если дано ортогональное разложение Таккера для тензора размера n1 × . . .× nd,
то перейдем к порожденному им расширенному разложению (см. доказательство
теоремы 1.10.2))

a(i1, . . . , id) = G(i′1, . . . , i
′
d) U1(i1, i

′
1) . . . Ud(id, i

′
d),

где U1, . . . , Ud – унитарные матрицы соответственно порядка n1, . . . , nd. Тогда

||g||F = ||G||F ,
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а матрица развертки a1 представляется произведением

a1 = U1 G1 V,

причем
V > = U2 ⊗ . . .⊗ Ud.

Согласно (14) и (15) находим

(U2 ⊗ . . .⊗ Ud)(U2 ⊗ . . .⊗ Ud)∗ = (U2 ⊗ . . .⊗ Ud)(U∗2 ⊗ . . .⊗ U∗d ) =

(U2U
∗
2 )⊗ . . .⊗ (UdU

∗
d ) = In1 ⊗ . . .⊗ Ind = I.

Поэтому V >, а значит и V является унитарной матрицей. Отсюда

G = U∗1 a1 V
∗ и ||G||F ≤ ||U1||2 ||a1||F ||V ||2.

В силу унитарности ||U1||2 = ||V ||2 = 1. Теорема доказана.

Следствие 1.12.1 Пусть комплексные тензоры a(i1, . . . , id) и ã(i1, . . . , id) заданы
разложениями Таккера с одними и теми же матрицами u1, . . . , ud, но разными
ядрами g и g̃. Тогда имеет место неравенство

||a− ã||F ≤ ||g − g̃||F ||u1||2 . . . ||ud||2.

В случае ортогональных разложений Таккера

||a− ã||F = ||g − g̃||F .

Предположим, что матрица развертки ak по k-му измерению тензора a имеет
сингулярные числа

σk(1) ≥ σk(2) ≥ . . . ≥ σk(rk) > 0.

Будем также считать, что σk(l) = 0 при l > rk. Пусть для этого тензора имеется
ортогональное разложение Таккера с рангами r1, . . . rd:

a[i1, . . . , id] =

r1∑
α1=1

. . .

rd∑
αd=1

g[α1, . . . , αd] u1[i1, α1] . . . ud[id, αd].

На основе этого разложения можно получать аппроксимации данного тензора в виде
ортогональных разложений Таккера с меньшими рангами.

Фиксируем натуральные числа 1 ≤ sk ≤ rk и рассмотрим редуцированное разло-
жение Таккера

ã[i1, . . . , id] =

s1∑
β1=1

. . .

sd∑
βd=1

g[β1, . . . , βd] u1[i1, β1] . . . ud[id, βd].

Теорема 1.12.1

||a− ã||F ≤
√ ∑
αk > sk, 1 ≤ k ≤ d

σ2
k(αk).
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Доказательство. Редуцированное ортогональное разложение Таккера с ран-
гами s1, . . . , sd можно расширить до разложения Таккера с рангами r1, . . . , rd и
матрицами u1, . . . , ud в точности такими же, как в исходном разложении Таккера.
Для этого ядро расширенного разложения надо определить следующим образом:

g̃[α1, . . . , αd] =

{
g[α1, . . . , αd], 1 ≤ α1 ≤ s1, . . . , 1 ≤ αd ≤ sd,
0, иначе.

Согласно следствию 1.12.1, ||a−â||F = ||g−g̃||2. Далее замечаем, что ненулевые строки
матриц развертки для тензора g − g̃ имеют такие же ненулевые элементы, как и
соответствующие строки матриц развертки для тензора g, и применяем утверждение
теоремы 1.10.2 о длинах строк матриц развертки ядра ортогонального разложения
Таккера. Теорема доказана.

1.13 Вычисление разложения Таккера

Изучение разложения Таккера было конструктивным и опиралось на построение ске-
летных разложений для матриц развертки заданного тензора по каждому из его
измерений. Таким образом, мы уже имеем некоторый алгоритм вычисления мини-
мального разложения Таккера.

Алгоритм 1.13.1 Пусть задан тензор a(i1, . . . , id) размера n1 × . . .× nd. Тогда:

1. Для всех k = 1, . . . , d для k-й матрицы развертки ak тензора a найти скелет-
ное разложение ak = ukvk, в котором матрица uk имеет rk = rank ak линейно
независимых столбцов.

2. Для каждой матрицы uk найти матрицу ûk такую, что û>k u = Irk .

3. Найти ядро Таккера по формуле

g[α1, . . . , αd] =

n1∑
i1=1

. . .

nd∑
id=1

a[i1, . . . , id] û1[i1, α1] . . . ûd[id, αd].

Данный алгоритм симметричен относительно измерений тензора, но именно по
этой причине может требовать избыточной вычислительной работы. Более эконо-
мичным (и более естественным, как мне кажется) является алгоритм, который при-
водится ниже.

Алгоритм 1.13.2 Для заданного тензора a(i1, . . . , id) выполнить следующие дей-
ствия:

1. Положить v0(i1, . . . , id) = a(i1, . . . , id) и найти минимальное скелетное разло-
жение первой матрицы развертки

v0(i1, i2, . . . , id) = u1(i1, α1) v1(α1, i2, . . . , id).
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2. Для k := 2, . . . , d найти минимальное скелетное разложение k-й матрицы
развертки Vk для уже вычисленного тензора vk−1:

Vk(ik; α1, . . . , αk−1, ik+1, . . . , id) =

vk−1(α1, . . . , αk−1, ik, . . . , id) = uk(ik, αk) vk(α1, . . . , αk−1, αk, ik+1, . . . , id).

3. Искомое разложение Таккера определяется матрицами u1(i1, α1), . . . , ud(id, αd)
и ядром g(α1, . . . , αd) = vd(α1, . . . , αd).

Теорема 1.13.1 Алгоритм 1.13.2 вычисляет минимальное разложение Таккера.

Доказательство. Пусть ранги вычисленного по алгоритму 1.13.2 разложения
Таккера равны r1, . . . , rd. Нам нужно установить, что rk = rank ak, где ak есть
k-я матрица развертки заданного тензора. Минимальность скелетного разложения
матрицы означает, что число скелетонов равно рангу матрицы. Поэтому очевидно,
что r1 = rank a1. Аналогично, rk = rankVk. Для каждого k выполняется равенство
vk−1 = ukvk, в котором матрица (двумерный тензор) uk имеет линейно независимые
столбцы, а тензоры vk−1 и vk имеют, вообще говоря, разные размеры, но одинако-
вое число измерений. Вследствие линейной независимости столбцов uk ранги матриц
развертки для тензоров vk−1 и vk по соответствующим измерениям совпадают. То же
справедливо для тензоров vk и a. Теорема доказана.

Преимущество алгоритма 1.13.2 заключается в том, что размеры тензора, с кото-
рым проводятся вычисления, уменьшаются от шага к шагу. Если исходный тензор
имеет размер n1× . . .×nd и ранги разложения Таккера образуют последовательность
r1, . . . , rd, то на k-м шаге мы имеем дело с тензором размера r1×. . .×rk−1×nk×. . .×nd,
скелетное разложение вычисляется для его k-й матрицы развертки, которая имеет
размер nk × (r1 . . . rk−1nk+1 . . . nd). Заметим, что разложение Таккера для тензора
a(i1, . . . , id) легко получается из разложения Таккера для тензора с переставленны-
ми измерениями

aσ(iσ(1), . . . , iσ(d)) = a(i1, . . . , id).

При этом объем вычислений может существенно зависеть от выбранной перестановки
измерений.

Заметим, что с точки зрения параллельных вычислений алгоритм 1.13.2 может
показаться менее привлекательным, чем алгоритм 1.13.1. На конкретной вычисли-
тельной системе, вероятно, следует использовать некоторую их комбинацию.

1.14 Вычисление ортогонального разложения Таккера

Алгоритм 1.13.1 легко адаптируется для вычисления ортогонального разложения
Таккера. При получении скелетных разложений ak = ukvk следует в качестве uk
брать матрицу левых сингулярных векторов матрицы ak. В этом случае строки мат-
рицы vk будут ортогональны, а их длины будут равны сингулярным числам матрицы
ak. Таким образом, для каждой матрицы развертки ak потребуется вычислить ее син-
гулярное разложение.
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Размеры матриц, для которых требуется находить сингулярное разложение, мож-
но уменьшить – иногда существенно, если уже известно разложение Таккера

a(i1, . . . , id) = g(α1, . . . , αd) u1(i1, α1) . . . ud(id, αd),

в котором размеры ядра меньше размеров исходного тензора. Проведя ортогонализа-
цию столбцов матриц uk (по методу Грама–Шмидта или с помощьюQR-разложения),
получаем разложения

uk(ik, αk) = qk(ik, βk) zk(βk, αk),

где матрицы qk имеют ортонормированные столбцы, а затем и новое разложение
Таккера

a(i1, . . . , id) = h(β1, . . . , βd) q1(i1, β1) . . . qd(id, βd) (17)

с ортонормированными столбцами матриц разложения и ядром

h(β1, . . . , βd) = g(α1, . . . , αd) z1(β1, α1) . . . zd(βd, αd).

Ортонормированность столбцов позволяет свести вычисление ортогонального раз-
ложения Таккера для тензора a(i, . . . , id) к вычислению ортогонального разложения
Таккера для ядра h(β1, . . . , βd).

Лемма 1.14.1 Если тензоры a(i1, . . . , id) и h(β1, . . . , βd) связаны соотношением (17)
с ортонормированными столбцами в матрицах q1(i1, β1), . . . , qd(id, βd), то ненуле-
вые сингулярные числа для k-й матрицы развертки тензора a(i1, . . . , id) с учетом
кратностей совпадают с ненулевыми сингулярными числами для k-й матрицы раз-
вертки тензора h(β1, . . . , βd).

Доказательство. Пусть тензоры a(i1, . . . , id) и h(β1, . . . , βd) имеют соответствен-
но размеры

n1 × . . .× nd и r1 × . . .× rd.

Перейдем от (17) к расширенному разложению

a(i1, . . . , id) = H(i′1, . . . , i
′
d) Q1(i1, i

′
1) . . . Qd(id, i

′
d),

в котором столбцы матриц Q1, . . . , Qd образуют ортонормированные базисы, вклю-
чающие столбцы матриц q1, . . . , qd. Таким образом, матрицы Q1, . . . , Qd являют-
ся унитарными матрицами порядка n1, . . . , nd, соответственно. Тензор H является
окаймлением тензора h:

H[i′1, . . . , i
′
d] =

{
h[i′1, . . . , i

′
d], 1 ≤ i′1 ≤ r1, . . . , 1 ≤ i′d ≤ rd,

0, иначе.

Ненулевые сингулярные числа k-й матрицы развертки для H с учетом кратностей
очевидно совпадают с ненулевыми сингулярными числами k-й матрицы развертки
для h. Остается заметить, что k-я матрица развертки для тензора a получается из
k-й матрицы развертки для H умножением слева и справа на унитарные матрицы.
Лемма доказана.
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Теорема 1.14.1 Предположим, что тензор a(i1, . . . , id) обладает разложением Так-
кера вида (17) с ортонормированными столбцами в матрицах разложения и ядром,
для которого получено ортогональное разложение Таккера вида

h(β1, . . . , βd) = f(γ1, . . . , γd) p1(β1, γ1) . . . pd(βd, γd). (18)

Тогда ортогональное разложение Таккера для тензора a(i1, . . . , id) имеет вид

a(i1, . . . , id) = f(γ1, . . . , γd) w1(i1, γ1) . . . wd(id, γd), (19)

wk(ik, γk) = qk(ik, βk) pk(βk, γk).

Доказательство. Строки каждой из матриц развертки для f ортогональны,
так как f является ядром некоторого ортогонального разложения Таккера. Длины
строк равны сингулярным числам соответствующих матриц развертки для h. Со-
гласно лемме 1.14.1, соответствующие матрицы развертки для a и h имеют один и
тот же набор ненулевых сингулярных чисел. Ортонормированность столбцов мат-
риц wk вытекает из ортонормированности столбцов qk и pk. Ортогональность строк
матрицы w∗kak означает, что столбцы матрицы wk являются левыми сингулярными
векторами k-й матрицы развертки ak. Теорема доказана.

1.15 Вычисление аппроксимаций

Мы уже знаем, что аппроксимации легко строятся с помощью редукции ортого-
нального разложения Таккера заданного тензора. Оценка погрешности дается тео-
ремой 1.12.1. Другой метод построения аппроксимаций гарантированной точности
(по-видимому, более экономичный) получается на основе алгоритма 1.13.2.

Алгоритм 1.15.1 Пусть задан тензор a(i1, . . . , id) и предписаны оценки погрешно-
сти ε1, . . . , εd аппроксимации матриц развертки a1, . . . , ad. Тогда:

1. Положим v0(i1, . . . , id) = a(i1, . . . , id), найдем сингулярное разложение первой
матрицы развертки и запишем его в виде скелетного разложения

v0(i1, i2, . . . , id) = u1(i1, α1) v1(α1, i2, . . . , id),

в котором столбцы матрицы u1 составлены из левых сингулярных векторов,
а строки матрицы v1 из правых сингулярных векторов, умноженных на со-
ответствующие сингулярные числа в порядке невозрастания.

Пусть r1 = rank v0. Введем индексы α′1 и α′′1, изменяющиеся на отрезках

1 ≤ α′1 ≤ s1, s1 + 1 ≤ α′′1 ≤ r1,

и выберем s1 как наименьший номер, для которого

||v1(α
′′
1; i2 . . . id)||F ≤ ε1.
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2. Для k := 2, . . . , d найдем сингулярное разложение k-й матрицы развертки
Vk для уже вычисленного тензора vk−1(α

′
1, . . . , α

′
k−1, ik, . . . , id) и по аналогии с

первым шагом запишем его в виде скелетного разложения:

Vk(ik; α
′
1, . . . , α

′
k−1, ik+1, . . . , id) =

vk−1(α
′
1, . . . , α

′
k−1, ik, . . . , id) = uk(ik, αk) vk(α

′
1, . . . , α

′
k−1, αk, ik+1, . . . , id).

Пусть rk = rank vk−1. Введем индексы α′k и α′′k, изменяющиеся на отрезках

1 ≤ α′k ≤ sk, sk + 1 ≤ α′′1 ≤ rk,

и выберем sk как наименьший номер, для которого

||vk(α′′k; i2 . . . id)||F ≤ εk.

3. Аппроксимация в виде разложения Таккера с рангами s1, . . . , sd определяется
матрицами u1(i1, α

′
1), . . . , ud(id, α

′
d) и ядром g(α′1, . . . , α

′
d) = vd(α

′
1, . . . , α

′
d).

На k-м шаге данного алгоритма строится аппроксимация k-й матрицы развертки
тензора vk−1 матрицей ранга не выше sk. Заметим, что эта аппроксимация порождает
аналогичную аппроксимацию матрицы ak, причем в факторизованном виде:

ak = uk(ik, α
′
k) (u1(i1, α

′
1) . . . uk−1(ik−1, α

′
k−1) vk(α

′
1, . . . , α

′
k−1, α

′
k, ik+1, . . . , id)).

На последующих шагах факторизуется тензор vk. По завершении алгоритма та же
матрица ak получает аппроксимацию ранга не выше sk в еще более факторизованном
виде – следует подставить построенное в итоге разложение для тензора vk.

Теорема 1.15.1 Алгоритм 1.15.1 вычисляет разложение Таккера, которое опреде-
ляет тензор

ã(i1, . . . , id) = g(α′1, . . . , α
′
d) u1(i1, α

′
1) . . . ud(id, α

′
d),

приближающий тензор a(i1, . . . , id) с погрешностью

||a− ã||F ≤

√√√√ d∑
k=1

ε2
k.

Доказательство. На первом шаге получается расщепление a = b+ c, где

b = u1(i1, α
′
1) v1(α

′
1, i2 . . . id), c = u1(i1, α

′′
1) v1(α

′′
1, i2 . . . id),

(b, c) = 0 и ||c||F ≤ ε1.

Нетрудно проверить, что любой тензор вида

b̃ = u1(i1, α
′
1) ṽ1(α

′
1, i2 . . . id)
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будет ортогональным тензору c. Поэтому из неравенства

||b− b̃||F ≤ ε

должно вытекать

||a− b̃||F ≤
√
||a− b||2F + ||b− b̃||2F ≤

√
ε2
1 + ε2.

Теорема доказана.

Теорема 1.15.2 Пусть E(s1, . . . , sd) обозначает погрешность наилучшего прибли-
жения

E(s1, . . . , sd) = min
b
||a− b||F

на множестве тензоров, имеющих ранги Таккера не выше s1, . . . , sd. При вы-
полнении алгоритма 1.15.1 с фиксированными значениями sk вычисляется тензор
ã(i1, . . . , id), приближающий a(i1, . . . , id) с погрешностью

||a− ã||F ≤
√
d E(s1, . . . , sd). (20)

Доказательство. Прежде всего, минимум существует – в силу того, что его
вычисление сводится к минимизации непрерывной функции на компактном множе-
стве. Далее заметим (оставляем читателю строгое объяснение, почему это именно
так), что при аппроксимации k-й матрицы развертки матрицей ранга не выше sk
фробениусова норма погрешности наилучшего приближения не может быть больше
E(s1, . . . , sd). Поэтому в качестве εk можно взять εk = E(s1, . . . , sd). Теорема доказа-
на.

Теорема 1.15.3 (Делатауэр) Оценка (20) справедлива также для тензора ã, полу-
ченного редукцией ортогонального разложения Таккера к разложению с рангами не
выше s1, . . . , sd.

Доказательство. Согласно теореме 1.12.1, погрешность редуцированного раз-
ложения Таккера оценивается корнем квадратным из суммы квадратов погрешно-
стей наилучшего приближения матриц развертки матрицами рангов s1, . . . , sd. Как
уже отмечалось, эти погрешности не превосходят E(s1, . . . , sd). Теорема доказана.

2 Каноническое трилинейное разложение

2.1 Определение и связь с разложением Таккера

Прямым обобщением скелетного разложения матриц на общий случай d-тензора яв-
ляется разложение вида

a(i1, . . . , id) = u1(i1, α) . . . ud(id, α).
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В силу нашего соглашения о суммировании по повторяющимся индексам, каждый
элемент тензора a записывается в виде суммы

a[i1, . . . , id] =
R∑
α=1

u1[i1, α] . . . ud[id, α].

Тензор, обладающий каноническим разложением с числом членов R = 1, называ-
ется скелетоном. Таким образом, каноническое разложение тензора – это его за-
пись в виде суммы скелетонов. Число скелетонов назывется рангом канонического
разложения. Минимально возможное число скелетонов R называется каноническим
тензорным рангом или просто тензорным рангом данного тензора, соответствую-
щее каноническое разложение тензора называется минимальным. Для тензора a над
полем P его тензорный ранг над P будем обозначать trankP(a).

В случае трех измерений каноническое разложение часто называюттрилинейным
разложением тензора. Несмотря на то, что каноническое трилинейное разложение
естественно воспринимается как обобщение скелетного разложения матриц, свой-
ства соответствующих минимальных разложений отличаются коренным образом. В
случае двух измерений, т.е. для матриц, ранг находится за конечное число арифме-
тических операций, а для трех измерений мы уже не знаем какого-либо алгоритма,
который мог бы с гарантией вычислить ранг произвольно выбранного веществен-
ного или комплексного тензора. Для тензора над конечным полем задача очевидно
решается перебором, но является комбинаторно сложной. Таким образом, случаи
d = 2 и d = 3 качественно разные. Дальнейшее увеличение числа измерений уже не
приводит к новому качеству.

Каноническое разложение можно рассматривать как специальный случай разло-
жения Таккера

a(i1, . . . , id) = g(α1, . . . , αd)u1(i1, α1) . . . ud(id, αd)

с ядром g(α1, . . . , αd) размера R× . . .×R, имеющим нулевые элементы всюду, кроме
диагонали

α1 = . . . = αd.

Связь канонического разложения с разложением Таккера особенно наглядна в случае
матриц: для матрицы A каноническое разложение совпадает с ее скелетным разло-
жением

A = UV > = u1v
>
1 + . . .+ uRv

>
R ,

а разложение Таккера имеет вид

A = UGV >,

где G – матрица порядка R.

2.2 Существование и оценка сверху

Заметим, что любой тензор с одним единственным отличным от нуля элементом
является скелетоном: пусть этот элемент находится в позиции i1 = i01, . . . , id = i0d и
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равен 1, тогда
a[i1, . . . , id] = δ(i1, i

0
1) . . . δ(id, i

0
d),

где δ – символ Кронекера (δ = 1 при совпадении аргументов, иначе δ = 0).
Отсюда сразу же вытекает, что любой тензор представим в виде суммы скелето-

нов, причем легко выписывается каноническое разложение, в котором число скеле-
тонов равно числу ненулевых элементов тензора. Как правило, такое разложение не
будет минимальным.

Теорема 2.2.1 Для числа скелетонов R в минимальном каноническом разложении
d-тензора размера n1 × . . .× nd над произвольным полем справедлива оценка

R ≤ min(N/n1, . . . , N/nd), где N = n1 . . . nd.

Доказательство. Случай d = 2 очевиден, а при d ≥ 3 применяем индукцию.
Достаточно заметить, что d-тензор a(i1, . . . , id−2, id−1, id) размера

n1 × . . .× nd−2 × nd−1 × nd

можно рассматривать также как (d− 1)-тензор a(i1, . . . , id−2, id−1id) размера

n1 × . . .× nd−2 × (nd−1nd).

Запишем каноническое разложение

a(i1, . . . , id−2, id−1id) = u1(i1, α) . . . ud−2(id−2, α) ud−1(id−1id, α),

в котором число членов не больше n1 . . . nd−2. Далее, при каждом α имеем канониче-
ское разложение двумерного тензора ud−1([id−1, id], α) с числом слагаемых не больше
чем min(nd−1, nd). Значит, исходный тензор записывается в виде суммы не более чем

n1 . . . nd−2 min(nd−1, nd) = min(N/nd−1, N/nd)

скелетонов. Используя перестановку измерений, можно полагать, что

nd = max(n1, . . . , nd).

Теорема доказана.

Введем обозначение

mrank(n1, . . . , nd) = mrankP(n1, . . . , nd)

для максимально возможного значения тензорного ранга для всевозможных тензоров
размера n1×. . .×nd над полем P. Ниже мы увидим, в частности, что для полей P = C
и P = R имеет место равенство

mrank(2, 2, 2) = 3.
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Данный результат согласуется с общей нетривиальной оценкой максимального ранга
кубических тензоров [10]

mrankC(n, n, n) ≤ n(n+ 1)

2
.

Таким образом, оценка теоремы 2.2.1 не является точной, по крайней мере для
комплексных и вещественных тензоров размера 2×2×2 и для комплексных тензоров
размера n× n× n.

Заметим также, что совсем не очевидно, должен ли максимальный ранг на всем
классе тензоров одного и того же размера быть одним и тем же для комплексного
и вещественного поля. По крайней мере, скоро мы приведем пример конкретного
вещественного тензора, для которого вещественный ранг больше комплексного ранга.

Задача. Пусть a – произвольный 3-тензор над полем P, и пусть его ранги Таккера
R1, R2, R3 упорядочены таким образом, что R1 ≤ R2 ≤ R3. Тогда

R3 ≤ trankP (a) ≤ R1R2.

2.3 Инвариантность относительно умножений на матрицы

Теорема 2.3.1 Пусть при умножении тензора a(i1, . . . , id) на матрицы u1(i1, i
′
i),

. . ., ud(id, i′d) получается тензор

b(i′1, . . . , i
′
d) = a(i1, . . . , id) u1(i1, i

′
1) . . . ud(id, i

′
d).

Тогда для любого канонического разложения тензора a(i1, . . . , id) можно постро-
ить каноническое разложение тензора b(i1, . . . , id), в котором число скелетонов не
больше, чем в каноническом разложении тензора a(i1, . . . , id).

Следствие 2.3.1 Канонический тензорный ранг не меняется при умножении тен-
зора на произвольные невырожденные матрицы.

Доказательства элементарны и предоставляются читателю.
В случае трех измерений тензор a(i, j, k) размера m × n × q можно задавать по-

следовательностью его сечений

A1 = a([i, j], 1), . . . , Aq = a([i, j], q).

Каждое сечение представляет собой матрицу размера m × n, составленную из эле-
ментов одной строки матрицы развертки данного тензора по третьему измерению. В
силу инваринтности при вычислении тензорного ранга можно выполнять следующие
преобразования сечений:

1. Фиксировать номер строки и в каждом сечении к данной строке прибавить одну
и ту же линейную комбинацию остальных строк.

2. Фиксировать номер столбца и в каждом сечении к данному столбцу прибавить
одну и ту же линейную комбинацию остальных столбцов.
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3. Выбрать сечение и прибавить к нему линейную комбинацию остальных сечений.

Из следствия 2.3.1 ясно, что при каждом преобразовании из перечисленных выше
тензорный ранг сохраняется. Понятно также, что тензорный ранг не меняется при
перестановке фиксированных строк или столбцов одновременно во всех сечениях или
при произвольной перестановке сечений.

2.4 Интерпретации трилинейного разложения

Рассмотрим трилинейное разложение

a[i, j, k] =
R∑
α=1

u[i, α] v[j, α] w[k, α] (21)

и следуюшие две возможности его интерпретации.

Интерпретация 1. Равенство (21) означает, что сечение Ak = a([i, j], k) есть
линейная комбинация m× n-матриц Bα с элементами

(Bα)ij = u[i, α]v[j, α].

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Лемма 2.4.1 Для тензора a(i, j, k) размера m × n × q существует трилинейное
разложение ранга R тогда и только тогда, когда существуют матрицы B1, . . ., BR

размера m×n, ранга 1 и такие, что каждое сечение Ak принадлежит их линейной
оболочке:

A1, . . . , Aq ∈ 〈B1, . . . , BR〉.

При вычислении тензорного ранга нужно найти минимально возможное число
матриц ранга 1, в линейной оболочке которых содержатся все сечения.

Интерпретация 2. То же самое равенство (21) означает, что сечение Ak есть
произведение трех матриц, а именно:

Ak = UDkV, 1 ≤ k ≤ q, (22)

где U = [u(i, α)] и V = [v(j, α)]> – матрицы размеров m×R и R× n соответственно,
одинаковые для всех k, а Dk – диагональная матрица с элементами

(Dk)αα = w[k, α], 1 ≤ α ≤ R.

Лемма 2.4.2 Для тензора a(i, j, k) размера m × n × q существует трилинейное
разложение ранга R тогда и только тогда, когда его сечения Ak имеют вид (22)
для каких-то матриц U и V размеров m×R и R×n соответственно и диагональных
матриц Dk размера R×R.
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Недостающие детали доказательств очевидны и предоставляются читателю.

Задача 1. Докажите, что для тензоров над произвольным полем mrank(m,n, q) =
mn, если q ≥ mn.

Задача 2. Пусть тензор размера n× n× 3 определяется тремя n× n-матрицами
его сечений A1, A2, A3. Докажите, что если хотя бы две из этих матриц являются
диагональными, то канонический ранг данного тензора не выше 2n. (В работе [10]
утверждается, что этот результат сохраняет силу для комплексных тензоров размера
n× n× 4, а в случае q сечений ранг не выше dq/2en.)

2.5 Ранги тензоров размера 2 × 2 × 2

Тензор размера 2× 2× 2 определяется двумя сечениями, т.е. двумя 2× 2-матрицами
A1 и A2.

Согласно лемме 2.4.2, для тензора a(i, j, k) ∈ P2×2×2 трилинейное разложение
ранга 2 существует в том и только том случае, когда существуют матрицы U, V ∈ P2×2

и диагональные матрицы D1, D2 ∈ P2×2 такие, что

A1 = UD1V, A2 = UD2V.

Предположим, что матрица A2 невырожденная. Тогда

A1A
−1
2 = UDU−1, D = D1D

−1
2 ,

т.е. матрица A1A
−1
2 подобна диагональной матрице. Отсюда вытекает утверждение:

если матрица A1A
−1
2 недиагонализуема над полем P, то тензорный ранг данного

тензора над P не меньше 3.
Для комплексного и вещественного поля в таких случаях канонический тензор-

ный ранг в точности равен 3.

Теорема 2.5.1 mrankC(2, 2, 2) = mrankR(2, 2, 2) = 3.

Доказательство. Пусть тензор определяется сечениями A1 и A2. Если обе мат-
рицы A1 и A2 вырожденные, то в силу леммы 2.4.1 тензорный ранг не больше 2.
Трилинейное разложение ранга 2 легко выписывается явно. В самом деле, пусть

A1 =

[
u(1, 1)
u(2, 1)

] [
v(1, 1) v(2, 1)

]
, A2 =

[
u(1, 2)
u(2, 2)

] [
v(1, 2) v(2, 2)

]
.

Тогда при выборе

w(1, 1) = 1, w(1, 2) = 0, w(1, 2) = 0, w(2, 2) = 1

получаем
a(i, j, k) = u(i, 1) v(j, 1) w(k, 1) + u(i, 2) v(j, 2) w(k, 2).

Теперь перейдем к случаю, когда хотя бы одна из матриц A1, A2 невырожденная.
Для определенности пусть это будет A2. Умножая оба сечения на A−1

2 (например,
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справа), получаем тензор, в котором второе сечение есть единичная матрица. Чтобы
не вводить новых обозначений, будем теперь считать, что A2 = I.

Если матрица A1 =

[
a11 a21

a21 a22

]
диагонализуема, то тензорный ранг не выше 2.

Предположим, что это не так. Тогда изменением ровно одного элемента матрицу A1

можно превратить в диагонализуемую. Это очевидно, если a12 = 0 или a21 = 0.
Пусть оба внедиагональных элемента ненулевые. Характеристический многочлен

матрицы A1 имеет вид

f(λ) = λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a12a21).

Ясно, что если f(λ) имеет пару различных корней из P, то матрица A1 диагонали-
зуема. Для этого достаточно, чтобы дискриминант ∆ для f(λ) был отличен от нуля.
Дискриминант имеет вид

∆ = (a11 + a22)
2 − 4(a11a22 − a12a21) = (a11 − a22)

2 + 4a12a21.

Чтобы получить ∆ 6= 0, достаточно изменить, скажем, a11. Например, можно взять
a11 := a22. Таким образом, при P = C тензорный ранг не выше 3. В вещественном
случае нам нужны различные вещественные корни. Для этого достаточно положи-
тельности дискриминанта ∆, а этого легко добиться выбором достаточно большого
значения для a11. Теорема доказана.

Пример 1. Рассмотрим тензор a с сечениями

A1 =

[
0 −1
1 0

]
, A2 = I.

Матрица A1 имеет пару различных комплексных собственных значений ±i и поэто-
му диагоназуема над C. Значит, тензорный ранг для a над C не выше 2. Согласно
лемме 2.4.1, ранг не может равняться 0 или 1. Следовательно,

trankC(a) = 2.

В то же время, a ∈ R2×2×2, а матрица A1 недиагонализуема над R, так как не имеет
вещественных собственных значений. Поэтому

trankR(a) = 3.

Пример 2. Рассмотрим тензор a с сечениями

A1 =

[
1 1
0 1

]
, A2 = I.

Матрица A1 является жордановой клеткой и поэтому недиагонализуема над C, а
значит и над R. Таким образом,

trankC(a) = trankR(a) = 3.
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2.6 Типичные и главные ранги

ЧислоR называетсятипичным рангом на множестве вещественных тензоров Rm×n×q,
если

trank(a) = R

на множестве ненулевой меры Лебега в Rm×n×q. Аналогичное определение можно
принять и для комплексных тензоров.

Если ранг равен R почти всюду, то R называется главным рангом и обознача-
ется grank(m,n, q). Оказывается, для комплексных тензоров любые фиксированные
размеры m,n, q однозначно определяют некоторое значение главного ранга, т.е. для
комплексных тензоров типичный ранг только один и совпадает с главным рангом.
Это утверждение не является тривиальным и опирается на некоторые факты из ал-
гебраической геометрии. Общую теорему мы сформулируем и докажем позже. А
прямо сейчас мы можем легко получить ее частный случай.

Теорема 2.6.1 При n ≥ 2 имеет место равенство grankC(n, n, 2) = 2.

Доказательство. Ясно, что почти всюду сечение A2 будет невырожденной мат-
рицей и при этом матрица A1A

−1
2 будет иметь пару различных ненулевых собствен-

ных значений и поэтому будет диагонализуемой над C. Теорема доказана.

Теорема 2.6.2 Вещественные тензоры размера 2 × 2 × 2 имеют в точности два
значения типичных рангов, равные 2 и 3.

Доказательство. Матрица A2 будет невырожденной почти вcюду на Rm×n×q.
Остается изучить случаи диагонализуемости и недиагонализуемости над R матрицы
A1A

−1
2 . А они, как нетрудно видеть, определяются положительностью и отрицатель-

ностью дискриминанта характеристического многочлена этой матрицы. Множество
тензоров, для которых дискриминант равен нулю, имеет нулевую меру. Теорема до-
казана.

2.7 Скелетоны и полиномиальные отображения

Обозначим через Xr множество тензоров из Cm×n×q, допускающих канонические раз-
ложения ранга r. Другими словами,Xr состоит из тех и только тех тензоров, которые
представимы суммой скелетонов с числом слагаемых не более r.

Используя векторизацию тензоров, мы отождествляем пространство комплекс-
ных тензоров Cm×n×q с векторным пространством Cmnq. Тогда отдельный скелетон
является вектором специального вида

uα ⊗ vα ⊗ wα, где uα ∈ Cm, vα ∈ Cn, wα ∈ Cq,

а их сумма определяет вектор (векторизованный тензор)

a ∈ Xr ⇔ a =
r∑

α=1

uα ⊗ vα ⊗ wα.
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Каждая координата вектора a, очевидно, является полиномом от координат век-
торов uα, vα, wα. Эти полиномы определяют полиномиальное отображение

φr : C(m+n+q)r → Cmnq,

a = φr(u1, v1, w1, . . . , ur, vr, wr) :=
r∑

α=1

uα ⊗ vα ⊗ wα.

Множество значений (образ) отображения φr отождествляется с множеством тензо-
ров канонического тензорного ранга не выше r, т.е.

Xr = φr
(
C(m+n+q)r

)
. (23)

Для того чтобы прояснить строение множеств Xr, естественно использовать неко-
торые знания о строении образов общих полиномиальных отображений. Эти знания
относятся к основам алгебраической геометрии. В целях замкнутости изложения мы
приведем определения и факты, нужные нам для изучения тензоров.

2.8 Алгебраические многообразия и идеалы

Множество V ⊆ CN называется алгебраическим многообразием, если существуют
полиномы

f1(X1, . . . , XN), . . . , fs(X1, . . . , XN) ∈ C[X1, . . . , XN ],

для которых множество V является множеством всех общих для них нулей:

V = {(ξ1, . . . , ξN) ∈ CN : fl(ξ1, . . . , ξN) = 0, 1 ≤ l ≤ s}.

Удобно считать что любая система полиномов определяет некоторое алгебраиче-
ское многообразие. В частности, это может быть пустое множество, определяемое
системой полиномов без общих нулей, или же все пространство CN , определяемое
нулевым полиномом.

ПустьM – произвольное подмножество из CN . Обозначим через I = I(M) мно-
жество всех полиномов из кольца K = C[X1, . . . , XN ], обращающихся в нуль на всем
множествеM. Очевидно проверяется, что I ⊆ K обладает следующими свойствами:

• если f, g ∈ I, то f + g ∈ I;

• если f ∈ I и g ∈ K, то fg ∈ I.

Любое множество I элементов кольца полиномов K, удовлетворяющее этим двум
требованиям, называется идеалом в K. Легко видеть, что I(M) является идеалом
для любого множестваM. ЕслиM – пустое множество, то I(M) = K.

Пусть J – произвольный идеал кольца K. Обозначим через V (J) множество всех
общих нулей полиномов из идеала J . Легко проверяется, что

M⊆ V (I(M)), J ⊆ I(V (J)).
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При этом каждое из включений может быть строгим. Другими словами, не каждое
множествоM является алгебраическим многообразием и не каждый идеал J имеет
вид I(V ) для какого-либо алгебраического многообразия V .

Отметим две теоремы Гильберта, составляющие фундамент теории идеалов в
кольце полиномов.

Теорема 2.8.1 Любой идеал J ⊆ K является конечно порожденным, т.е. для неко-
торой конечной системы полиномов f1, . . . , fs ∈ J имеет место равенство

J = {f1g1 + . . .+ fsgs : g1, . . . , gs ∈ K}.

Теорема 2.8.2 Пусть имеются идеал J ⊆ K и полином f , обращающийся в нуль
на множестве V (J). Тогда fk ∈ J для некоторого натурального числа k.

Идеал J называется радикальным, если он содержит все полиномы, которые при
возведении в некоторую степень попадают в J .

Следствие 2.8.1 Любой идеал J вида J = I(M) является радикальным.

Доказательства этих теорем можно найти в разделах учебников по алгебре, по-
священных коммутативной алгебре и теории полиномов, а также в подготовитель-
ных разделах книг по алгебраической геометрии (см., например, [11]). Теорему 2.8.1
обычно называют теоремой Гильберта о базисе. Теорема 2.8.2 называется теоре-
мой Гильберта о нулях и есть мода употребления для нее немецкого наименования
Nullstellensatz.

Согласно следствию 2.8.1, имеет место взаимно однозначное соответствие меж-
ду алгебраическими многообразиями V и радикальными идеалами I:

V = V (I(V)), I = I(V (I)).

Самому большому идеалу I = K соответствует пустое множество. Следовательно,
для любого идеала I ( K соответствующее ему алгебраическое многообразие не
является пустым множеством, т.е. существует точка ξ ∈ CN , в которой обращается в
нуль каждый полином из I. В определенном смысле это утверждение можно считать
обобщением основной теоремы алгебры.

2.9 Неприводимость

В качестве упражнения можно предложить проверку следующего полезного утвер-
ждения: пересечение и объединение алгебраических многообразий V1 и V2 остаются
алгебраическими многообразиями, при этом

I(V1 ∩ V2) = I(V1) + I(V2), I(V1 ∪ V2) = I(V1) ∩ I(V2).

При изучении алгебраических многообразий (особенно в связи с важным поняти-
ем размерности) особая роль отводится свойству неприводимости. Алгебраическое
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многообразие называется неприводимым, если его нельзя представить в виде объеди-
нения двух нетривиальных подмножеств, являющихся алгебраическими многообра-
зиями.

Заметим, что пространство CN является неприводимым алгебраическим много-
образием. От противного, пусть CN = V1 ∪ V2, где V1 и V2 – алгебраические многооб-
разия, отличные от CN . Тогда существуют ненулевые полиномы

f ∈ V1, g ∈ V2,

произведение которых fg обращается в нуль во всех точках CN . Такой полином дол-
жен быть нулевым и поэтому не может быть произведением ненулевых полиномов.

Теорема 2.9.1 Любое алгебраическое многообразие является конечным объединени-
ем попарно различных неприводимых алгебраических многообразий, которые опре-
деляются однозначно по данному многообразию.

Это утверждение того же типа, что и знаменитая основная теорема арифметики
(об однозначном разложении целых чисел на простые множители). Оно существенно
опирается на теорему Гильберта о базисе (теорема 2.8.1), и в силу этого доказатель-
ство получается не очень сложное, его можно найти в учебниках по коммутативной
алгебре и теории полиномов [11].

Понятие неприводимости алгебраического многообразия связано с понятием про-
стого идеала. Идеал J ⊆ K называется простым, если из соотношений fg ∈ J и g /∈ J
вытекает f ∈ J . Справедливо следующее утверждение: если V – алгебраическое мно-
гообразие, то идеал I = I(V ) является простым тогда и только тогда, когда V
неприводимо. Заметим также, что любой простой радикал является радикальным и
поэтому имеет вид I(V ) для некоторого алгебраического многообразия V .

Для нас существенным является следующее утверждение, интуитивно вроде бы
понятное, но совсем не тривиальное и не очень легкое для доказательства (хорошее
изложение имеется, например, в [12]).

Теорема 2.9.2 Пусть A и B – алгебраические многообразия, связанные соотноше-
нием A ( B. Если B неприводимо, то разность B \A всюда плотна в B (в обычной
топологии).

Заметим, что теорема 2.9.2 неверна без предположения о неприводимости B: для
контрпримера можно взять B ⊂ C2, заданное уравнением xy = 0, и A, заданное
уравнением x = 0.

В случае неприводимого алгебраического многообразия V принято говорить, что
некоторое свойство выполняется на V почти всюду, если все точки, в которых оно
не выполняется, принадлежат некоторому алгебраическому многообразию W ( V .

2.10 Размерность

Рассмотрим алгебраическое мноогообразие V , заданное одним полиномиальным урав-
нением

f(X1, . . . , XN) = 0.
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Касательная плоскость для полинома f в точке

ξ = (ξ1, . . . , ξN) ∈ CN

определяется вполне естественным образом – как множество точек

x = (x1, . . . , xN) ∈ CN ,

удовлетворяющих линейному уравнению

N∑
i=1

∂f

∂Xi

(xi − ξi) = 0.

Заметим, что частные производные для полиномов можно определить формальными
алгебраическими правилами, не прибегая к теории дифференциального исчисления.

Если все частные производные равны нулю, то в этой точке касательная плоскость
для f , очевидно, совпадает с CN . Скоро выяснится, что касательная плоскость для
многообразия V в той же точке может оказаться лишь частью касательной плоскости
для полинома f .

Если V – произвольное алгебраическое многообразие, то его касательная плос-
кость Tξ(V ) в точке ξ определяется как пересечение касательных плоскостей в точке
ξ для всех полиномов f ∈ I(V ). Подчеркнем, что требуется рассмотреть все поли-
номы из идеала I(V ) и, вообще говоря, нельзя ограничиться произвольной частной
системой полиномов, определяющей V . Например, пусть V ⊂ C2 представляет со-
бой прямую x = 0. Очевидно, V можно определить как множество нулей полинома
f(x, y) = x2. Однако, Tξ(V ) не совпадает с касательной плоскостью для f(x, y) ни в
одной точке! Таким образом, касательная плоскость для полинома может не совпа-
дать с касательной плоскостью для определяемого этим полиномом алгебраического
многообразия. Тем не менее, мы не утверждаем, что касательную плоскость нельзя
определить по некоторой конечной системе полиномов – нужно лишь понимать, что
такая система не может быть произвольной системой с множеством общих нулей V .

Задача. Докажите, что в случае неприводимого полинома f касательная плос-
кость для f в любой точке совпадает с касательной плоскостью для алгебраического
многообразия f = 0.

Размерность неприводимого алгебраического многообразия V определяется как
минимальная размерность его касательных плоскостей:

dimV = min
ξ∈V

dimTξ(V ).

Пусть V неприводимо и определяется конечной системой полиномиальных урав-
нений

f1(X1, . . . , XN) = 0,
. . .

fr(X1, . . . , XN) = 0.
.
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Предположим, что данная система определяющих уравнений для V такова, что ранг
матрицы Якоби

Jξ =

 ∂f1
∂X1

(ξ) . . . ∂f1
∂XN

(ξ)

. . . . . . . . .
∂fr
∂X1

(ξ) . . . ∂fr
∂XN

(ξ)


в точке ξ равен числу ее строк r. Тогда можно утверждать [11], что

dimV = dimTξ(V ) = N − r.

Следовательно, размерность V – это размерность касательной плоскости Tξ(V ) в
любой точке ξ, в которой матрица Якоби Jξ имеет максимально возможный ранг
(при условии что этот ранг равен числу строк матрицы Якоби).

Пусть I(V ) = {fα} и Jξ – множество строк, составленных из частных производных
fα по переменным X1, . . ., XN . Можно считать, что Jξ есть матрица с числом столб-
цов N и с бесконечным числом строк, которые соответствуют полиномам fα ∈ I(V ).
Рассмотрим алгебраическое многообразие W точек ξ ∈ V , в которых все миноры по-
рядка r для Jξ обращаются в нуль. Согласно теореме 2.9.2, если W ( V , то множе-
ство V \W всюду плотно в V . Таким образом, для почти всех точек ξ неприводимого
алгебраического многообразия V имеет место равенство dimV = dimTξ(V ).

Если V – произвольное алгебраическое многообразие, то оно, согласно теоре-
ме 2.9.1, является конечным объединением

V =
⋃
α

Vα

однозначно определенных попарно различных неприводимых алгебраических мно-
гообразий Vα. По определению, размерность V есть максимум из размерностей его
неприводимых компонент Vα. Размерность пустого множества полагается равной −1.

Под размерностью алгебраического многообразия V в точке ξ ∈ V понимается
максимальная размерность содержащих эту точку неприводимых компонент:

dimξ V = max
α : ξ∈Vα

dimVα.

Точка ξ называется особой, если dimTξ(V ) 6= dimξ V . В действительности для лю-
бой особой точки выполняется строгое неравенство dimTξ(V ) > dimξ(V ). Известно
также, что все точки пересечения любой пары различных неприводимых компонент
являются особыми и почти все точки любой неприводимой компоненты не являются
особыми [11].

Пример. Пусть V ⊂ C3 определяется уравнениями xz = 0, yz = 0. Тогда V есть
объединение двух неприводимых множеств: плоскости V1, определяемой уравнением
z = 0, и прямой V2, определяемой уравнениями x = y = 0. Если ξ = (0, 0, 0), то
dimTξ(V ) = 3; в остальных случаях dimTξ(V ) = 2 при ξ ∈ V1 и dimTξ(V ) = 1
при ξ ∈ V2. Таким образом, равенство dimTξ(V ) = dimξ(V ) нарушается только при
ξ = (0, 0, 0), в данном случае это и есть единственная особая точка, лежащая на
пересечении неприводимых компонент V1 и V2.

Для неприводимого алгебраического многообразия V есть и другие (эквивалент-
ные) подходы к определению размерности, очень интересные с алгебраической точки
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зрения. Во-первых, размерность совпадает с максимальным числом алгебраически
независимых элементов в поле рациональных функций, определенных на V . Во-
вторых, она равна максимально возможному числу r в цепочках непустых непри-
водимых алгебраических многообразий вида

V0 ( V1 ( V2 ( . . . ( Vr = V.

Отсюда очевидно вытекает следующее свойство размерности, которое нам понадо-
бится при доказательстве существования главного ранга для комплексных тензоров
фиксированного размера.

Теорема 2.10.1 Пусть множества A и B являются алгебраическими многообра-
зиями и при этом B неприводимо и A ( B. Тогда dimA < dimB.

Утверждения, на которых эта теорема базируется, не являются очевидными или
простыми (см., например, [11, 12]). Отметим еще одну полезную теорему о размер-
ности, напоминающую по смыслу теорему о размерности суммы подпространств из
линейной алгебры (доказательство есть, например, в [12]).

Теорема 2.10.2 Пусть алгебраические многообразия V1, V2 ∈ CN имеют непустое
пересечение. Тогда

dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2) ≤ N.

2.11 Образы полиномиальных отображений

Наименьшее алгебраическое многообразие, содержащее заданное множество, назы-
вается его алгебраическим замыканием.

Рассмотрим произвольное полиномиальное отображение g : CM → CN .

Лемма 2.11.1 Пусть Z – неприводимое алгебраическое многообразие в CM . Алгеб-
раическое замыкание образа g(Z) является неприводимым алгебраическим многооб-
разией.

Доказательство. Пусть g(Z) содержится в алгебраическом многообразии V и
не содержится ни в каком меньшем алгебраическом многообразии. От противного,
пусть V = V1 ∪ V2, где V1 и V2 – алгебраические многообразия, отличные от V . Тогда
Z есть объединение их полных прообразов:

Z = g−1(V1) ∪ g−1(V2).

Легко видеть, что полные прообразы алгебраических многообразий при полиноми-
альном отображении будут алгебраическими многообразиями. В нашем случае они
не являются пустыми множествами и не совпадают с Z, что противоречит неприво-
димости Z. Лемма доказана.

Следствие 2.11.1 Алгебраическое замыкание образа g(CM) является неприводи-
мым алгебраическим многообразием.
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Теорема 2.11.1 Алгебраическое замыкание множества A = g(CM) совпадает с его
замыканием A в обычной топологии. При этом существует алгебраическое много-
образие B ( X такое, что

A \B ⊆ A ⊆ A.

Следствие 2.11.2 Множество A всюду плотно в A.

Теорема 2.11.1 для наших целей весьма существенна. Ее доказательство требу-
ет изрядных усилий, доступное изложение можно найти в [11]. Для доказательства
следствия достаточно принять во внимание лемму 2.11.1 и теорему 2.9.2.

Более детальное строение множества A дает следующий результат: множество
A является конечным объединением разностей алгебраических многообразий [11].
Множества такого типа называются конструктивными.

При изучении тензоров нас интересуют образы A = g(CM) при полиномиальных
отображениях g специального вида. Пусть отображение g задается полиномами

X1 = g1(Y1, . . . , YM),
. . .

XN = gN(Y1, . . . , YM).

Тогда для вычисления размерности неприводимого алгебраического многообразия A
следует поинтересоваться рангами матрицы Якоби

Jζ(g) =

 ∂g1
∂Y1

(ζ) . . . ∂g1
∂YN

(ζ)

. . .
∂gN
∂Y1

(ζ) . . . ∂gN
∂YN

(ζ)

 .
Теорема 2.11.2 Размерность замыкания A полиномиального образа A = g(CM)
равна максимальному рангу матриц Якоби Jζ(g) в точках ζ ∈ CM .

Доказательство. Пусть максимальный ранг матрицы Якоби равен r. Рассмот-
рим произвольную точку ζ ∈ CM , в которой матрица Jζ(g) имеет максимальный ранг
и при этом точка ξ = g(ζ) не является особой точкой неприводимого алгебраического
многообразия A. В окрестности точки ξ многообразие A является частью A и имеет
размерность, равную r. В силу того, что такими являются почти все точки из CM ,
получаем r = dimA. Теорема доказана.

Задача 1. Докажите, что множество комплексныхm×n матриц, ранг которых не
превышает k ≤ min(m,n), является неприводимым алгебраическим многообразием
размерности k(m+ n− k).

Задача 2. Пусть L – произвольное линейное подпространство в пространстве
комплексных матриц размера m× n, и пусть 1 ≤ k ≤ min(m,n). Докажите, что если
dimL ≥ d ≡ (m−k)(n−k) + 1, то L содержит ненулевую матрицу ранга не выше k.

Такой матрицы может не найтись в L, если dimL < d. Например, пусть m =
n = 3 и k = 1, тогда d = 5. Приведите пример четырех матриц порядка 3, линейная
оболочка которых не содержит ни одной матрицы ранга 1.
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2.12 Многообразие скелетонов

Пространство тензоров Cm×n×q отождествляется с векторным пространством Cmnq.
В этом пространстве скелетоны представляются векторами вида

u⊗ v ⊗ w, где u ∈ Cm, v ∈ Cn, w ∈ Cq.

Множество скелетонов называется также многообразием Сегре.

Легко видеть, что множество скелетонов является образом полиномиального отоб-
ражения

g(u, v, w) = u⊗ v ⊗ w. (24)

Координаты вектора g(u, v, w) ∈ Cmnq естественно нумеруются с помощью составных
индексов ijk, перебираемых в лексикографическом порядке, и, очевидно, определя-
ются полиномами

gijk(u, v, w) = ui vj wk.

Пусть J = J(u, v, w) обозначает матрицу Якоби отображения g в точке u, v, w.
Она имеет mnq строк и m + n + q столбцов. Строки соответствуют функциям gijk
и нумеруются составными индексами ijk. Столбцы естественно разбиваются на три
группы, соответствующие координатам ui, vj, wk векторов u, v, w.

Таким образом, J состоит из трех прямоугольных блоков J = [J1, J2, J3]. Обо-
значим через e1i , e2j , e3k столбцы единичной матрицы соответственно порядка m, n, q.
Нетрудно вычислить, что

J1
i′jk,i =

∂gijk
∂ui

= (e1i )i′ vj wk,

J2
ij′k,j =

∂gijk
∂vj

= ui (e2j)j′ wk,

J3
ijk′,k =

∂gijk
∂wk

= ui vj (e3k)k′ .

Следовательно, столбцы блоков J1, J2, J3 имеют соответственно вид

e1i ⊗ v ⊗ w, u⊗ e2j ⊗ w, u⊗ v ⊗ e3k.

Полученный результат запишем в виде следующей леммы.

Лемма 2.12.1 Матрица Якоби J отображения (24) имеет блочно-столбцовый вид

J = [J1, J2, J3],

J1 = [e1i ⊗ v ⊗ w], J2 = [u⊗ e2j ⊗ w], J3 = [u⊗ v ⊗ e3k],

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ q.

Следствие 2.12.1 Для любых ненулевых векторов u, v, w имеет место равенство

rank J(u, v, w) = m+ n+ q − 2.
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Доказательство. Достаточно заметить, что вектор u ⊗ v ⊗ w представляется
линейной комбинацией столбцов матрицы J1 и одновременно линейными комбина-
циями столбцов J2 и столбцов J2. При выборе u = e11, v = e21, w = e31 в матрице
J получается ровно m + n + q − 2 линейно независимых столбцов. В случае произ-
вольных ненулевых векторов u, v, w существуют невырожденные матрицы Q1, Q2, Q3

такие, что
Q1 u = e11, Q2 v = e21, Q3w = e31,

и нетрудно проверить, что

J(e11, e
2
1, e

3
1) = (Q1 ⊗Q2 ⊗Q3) J(u, v, w).

Ранг матрицы сохраняется при умножении на невырожденную матрицу. Лемма до-
казана.

Теорема 2.12.1 Множество комплексных скелетонов размера m× n× q является
неприводимым алгебраическим многообразием размерности m+ n+ q − 2.

Доказательство. Если канонический ранг тензора a(i, j, k) не выше 1, то его
матрицы развертки по каждому из трех измерений имеют ранг не выше 1 (в точ-
ности 1, если тензор ненулевой). Поэтому в этих матрицах все миноры второго по-
рядка равны нулю. Миноры второго порядка, очевидно, являются полиномами от
элементов тензора a. Они и образуют систему полиномов, для которых скелетон a
является общим нулем. Легко проверяется и то, что каждый общий нуль этих поли-
номов является скелетоном. Значит, множество скелетонов является алгебраическим
многообразием. Неприводимость вытекает из леммы 2.11.1. Для вычисления размер-
ности опираемся на теорему 2.11.2. Согласно следствию 2.12.1, максимальный ранг
матрицы Якоби отображения, образом которого является множество скелетонов, в
точности равен m+ n+ q − 2. Теорема доказана.

2.13 Незамкнутость множества сумм двух скелетонов

Согласно ранее введенным обозначениям, множество тензоров ранга не выше 2 есть

X2 = φ2(C2(m+n+q)).

Докажем, что X2 не является алгебраическим многообразием.

Для этого достаточно убедиться в том, что множество X2 незамкнуто в обычной
топологии, и заметить, что любое алгебраическое многообразие является замкнутым
множеством.

Пусть a1, b1 ∈ Cm, a2, b2 ∈ Cn, a3, b3 ∈ Cq. Рассмотрим скелетон

S(ε) = (a1 + εb1)⊗ (a2 + εb2)⊗ (a3 + εb3).

Раскрывая скобки, находим

S(ε) = S(0) + εT +O(ε2),
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T = b1 ⊗ a2 ⊗ a3 + a1 ⊗ b2 ⊗ a3 + a1 ⊗ a2 ⊗ b3.
Отсюда

T =
1

ε
S(ε)− 1

ε
S(0) +O(ε).

Мы видим, что в любой сколь угодно малой окрестности тензора T присутствует
тензор ранга не выше 2.

Покажем, что в случае m = n = q = 2 векторы ai, bi можно выбрать таким
образом, чтобы тензорный ранг T был равен 3. Возьмем

a1 = a2 = a3 =

[
1
0

]
, b1 = b2 = b3 =

[
0
1

]
.

Тогда тензор T имеет сечения

T1 =

[
1 1
1 0

]
, T2 =

[
1 0
0 0

]
.

Находим

T−1
1 =

[
0 1
1 −1

]
и T2T

−1
1 =

[
0 1
0 0

]
.

Матрица T2T
−1
1 является жордановой клеткой и, следовательно, недиагонализуема.

Учитывая теорему 2.5.1, приходим к выводу о том, что ранг тензора T равен 3 од-
новременно над C и над R.

Задача. Докажите незамкнутость X2 при произвольных значениях m,n, q ≥ 2.

2.14 Главные ранги комплексных тензоров

Нам интересуют комплексные тензоры размера m × n × q. Среди них множество
тензоров ранга не выше r получило ранее обозначение Xr. Согласно теореме 2.11.1,
алгебраическое замыкание множества Xr совпадает с замыканием Xr в обычной то-
пологии.

Лемма 2.14.1 Если Xr−1 ( Cmnq, то Xr−1 ( Xr.

Доказательство. Очевидно, что Xr−1 +X1 ⊆ Xr. Согласно теореме 2.12.1,

X1 = X1.

Следовательно, Xr−1 +X1 ⊆ Xr. Если предположить, что Xr−1 = Xr, то

Xr−1 +X1 ⊆ Xr−1

и, как следствие, для любого натурального числа s получаем

Xr−1 + sX1 ⊆ Xr−1.

В силу теоремы 2.2.1, пространство Cmnq есть сумма конечного числа множеств X1.
Пусть sX1 = Cmnq. Тогда

Cmnq ⊆ Xr−1,

что противоречит условию леммы.
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Теорема 2.14.1 Существует натуральное число r такое, что

X1 ( . . . ( Xr−1 ( Xr = Cmnq.

Доказательство. Согласно теореме 2.10.1, если Xr−1 ( Xr, то dimXr−1 <
dimXr. Поэтому рано или поздно размерность будет равна mnq, т.е. при некотором
r получается равенство Xr = Cmnq. Теорема доказана.

Таким образом, почти все тензоры из Cmnq имеют одно и то же значение кано-
нического ранга. Тем самым доказано существование главного ранга (по английски
generic rank) для комплексных тензоров фиксированного размера, r = grank(m,n, q).

Канонический тензорный ранг любого тензора из множества Xk \Xk−1 в точно-
сти равен k. На основе приведенных выше сведений о полиномиальных отображени-
ях нетрудно придти к выводу о том, что тензоры фиксированного ранга образуют
конструктивное множество в пространстве в Cmnq.

Любой тензор a ∈ Xk \Xk−1 является пределом последовательности тензоров
ранга k и не может быть пределом последовательности тензоров меньшего ранга.
Говорят, что k является граничным рангом тензора a. Обозначение: k = brank (a)
(от английского border rank). Ясно, что brank (a) ≤ grank (m,n, q) для любого тензо-
ра a ∈ Cmnq, при этом главный ранг является максимально возможным значением
граничных рангов среди всех тензоров размера m× n× q.

Конечно же, выполняется неравенство grank (m,n, q) ≤ mrank (m,n, q), причем
обычно оно является строгим. Число k = mrank (m,n, q) можно охарактеризовать
как минимальное натуральное число, для которого Xk−1 = Xk.

2.15 Вычисление главного ранга

По заданным значениямm,n, q довольно легко можно получить число, которое долж-
но быть значением главного ранга grank(m,n, q). После этого, зная результат, мы
понимаем, что именно следует доказывать.

Все операции сводятся к вычислению обычного ранга некоторой матрицы. Речь
идет о матрице Якоби полиномиального отображения

φr : C(m+n+q)r → Cmnq,

которое определяется формулой

φr(u1, v1, w1, . . . , ur, vr, wr) =
r∑

α=1

uα ⊗ vα ⊗ wα.

Эта матрица содержит mnq строк и (m+n+q)r столбцов. Мы уже подробно описали
строение матрицы Якоби J = J1 для отображения

g(u, v, w) = φ1(u, v, w).

Теперь заметим, что

φr(u1, v1, w1, . . . , ur, vr, wr) =
r∑

α=1

g(uα, vα, wα).
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Поэтому матрица Якоби Jr для φr состоит из последовательности блоков, представ-
ляющих собой матрицы Якоби J(uα, vα, wα) для отображения g:

Jr = [J(u1, v1, w1), . . . , J(ur, vr, wr)]. (25)

Блочно-столбцовая структура матриц J(uα, vα, wα) описана в лемме 2.12.1.

Следующий результат есть некоторая модификация утверждения, известного в
литературе как лемма Террачини.

Теорема 2.15.1 Главный ранг grank(m,n, q) равен минимальному натуральному
числу r = r(m,n, q), для которого найдутся векторы

uα ∈ Cm, vα ∈ Cn, wα ∈ Cq, 1 ≤ α ≤ r,

на которых ранг матрицы Якоби Jr вида (25) равен mnq.

Доказательство. Для любого r ранг матрицы Jr принимает свое максималь-
ное значение почти всюду на C(m+n+q)r и, согласно теореме 2.11.2, определяет раз-
мерность неприводимого алгебраического многообразия Xr, где Xr = φr(C(m+n+q)r).
Если r < grank(m,n, q), то dimXr < mnq, и лишь при r = grank(m,n, q) получаем

dimXr = dim Cmnq = mnq.

Теорема доказана.

Следствие 2.15.1 Для главного ранга справедлива оценка

grank(m,n, q) ≥
⌈

mnq

m+ n+ q − 2

⌉
.

Доказательство. Согласно следствию 2.12.1, ранг каждой матрицы J(uα, vα, wα)
не превышает m+ n+ q − 2. Отсюда

rankJr ≤ (m+ n+ q − 2)r,

и при r = grank(m,n, q) получаем mnq ≤ (m+ n+ q − 2)r.

Процедура вычисления главного ранга основывается на том, что почти всюду
ранг Jr принимает свое максимальное значение. Поэтому при каждом r максималь-
ное значение ранга матрицы Якоби для φr можно найти по случайно выбираемым
векторам uα, vα, wα. Учитывая оценку следствия 2.15.1, мы можем начинать вычис-
ление со значения r =

⌈
mnq

m+n+q−2

⌉
. Проверяем, будет ли максимальный ранг равен

mnq. Если нет, полагаем r := r + 1 и повторяем вычисление максимального ран-
га. Полученное значение главного ранга будет с большой вероятностью правильным.
Однако, строгое доказательство того, что данное значение является главным рангом,
может потребовать немалых усилий.

Пример. Пусть m = n = q = 2. Тогда вычисление главного ранга следует начать
со значения r =

⌈
8
4

⌉
= 2. На векторах

u1 = v1 = w1 := e1 =

[
1
0

]
, u2 = v2 = w2 := e2 =

[
0
1

]
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матрица Якоби состоит из столбцов

e1 ⊗ e1 ⊗ e1, e2 ⊗ e1 ⊗ e1, e1 ⊗ e1 ⊗ e1, e1 ⊗ e2 ⊗ e1, e1 ⊗ e1 ⊗ e1, e1 ⊗ e1 ⊗ e2,

e1 ⊗ e2 ⊗ e2, e2 ⊗ e2 ⊗ e2, e2 ⊗ e1 ⊗ e2, e2 ⊗ e2 ⊗ e2, e2 ⊗ e2 ⊗ e1, e2 ⊗ e2 ⊗ e2.

Исключив совпадающие столбцы, находим ровно 8 линейно независимых столбцов,
представляющих собой столбцы единичной матрицы порядка 8. Поэтому

grank(2, 2, 2) = 2.

Этот же результат ранее был получен из других соображений (см. теорему 2.6.1).

Задача. Докажите, что grank(3, 3, 3) = 5.

Случай 3 × 3 × 3 оказывается интересным исключением из правила. Известен
следующий общий результат Ликтига для кубических тензоров [18]:

grank(n, n, n) =

⌈
n3

3n− 2

⌉
при всех n 6= 3. (26)

Рассуждения Ликтига используют некоторые понятия и построения Штрассена [22],
связанные по существу с изучением рангов матрицы Якоби Jr. Разбор этих работ
вряд ли покажется легким чтением, причем интересно заметить, что поиск макси-
мальной линейно независимой системы столбцов в Jr осуществляется в них с помо-
щью техники, мало похожей на привычные нам методы вычисления ранга матрицы.
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