Foliazioni

Definition 0.1 Siano date una varieta’ M, C, una distribuzione involutiva A di
dimensione k ed una immersione iniettiva ¥ : N — M con N wvarieta’ connessa di
dimensione k. Diremo che N e’ una sottovarieta’ integrale di A se per ogni punto
q € N sihadVy(T,(N)) = Ay(y). La sottovarieta’ integrale (N, V) si dice massimale
se per ogni altra sottovarieta’ integrale (N1, V1) di A tale che W1(N7) N (N) #£ 0 si
ha che Wy(N;) C ¥(N).

Definition 0.2 Data una distribuzione involutiva A di dimensione k su M e dato
p € M, un intorno aperto U di p, si dice foliato rispetto a A, se esiste una carta
coordinata ¢ : U, — (—09,0)" di M tale che p(p) = 0, e tale che le sottovarieta’
Ae = w‘l(xkﬂ = Cpi1, Thio = Cka2, - - -, Tn = Cp) SO0 sottovarieta’ integrali di A per
ogni ¢ = (Cxi1,---,Cn) € (—6,0)" 7%, Le sottovarieta’ 3. si dicono fette dell’intorno
foliato U e la carta locale ¢ si dice carta foliata centrata in p.

Il teorema di Frobenius ci dice che una distribuzione C*° A e’ involutiva se e solo
se ogni punto di M ammette un intorno foliato con la relativa carta foliata rispetto
a A.

Proposition 0.3 Sia (¥, N) una sottovarieta’ integrale di A tale che W(N) e’ con-
tenuta nell’intorno foliato U, allora esiste ¢ tale che V(N) C .. Inoltre U(N) e’ un
aperto di X e W : N — U(N) e’ un diffeomorfismo.

Proof.
Sia ¢ la corrispondente carta foliata, siano m; : R* — R*¥ e 1, : R® — R"7F
le proiezioni 7 (z1,...2,) = (T1,...,2) € To(T1, ..., &n) = (Tps1, ..., Tpn). Sia g =

moo . Essendo N e X, sottovartieta’ integrali di A, si ha che il differenziale d(¢;0 W)

e’ identicamente nullo su N. Essendo N connesso ¢, 0W e’ costante, cioe’ U(N) C X,

per qualche ¢ € (—4,6)" . Essendo N e ¥, varieta’ connesse di dimensione k, con

Y. embedded in M, ed essendo ¥ una immersione iniettiva, segue dal teorema di

inversione locale che W(N) ¢’ un aperto in 3¢ e ¥ : N — W(N) ¢’ un diffeomorfismo.
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Lemma 0.4 Sia S un insieme non vuoto connesso al piu’ numerabile di R™, allora
S e’ un punto.

Proof. Procediamo per induzione su n, se n = 1 ogni connesso non vuoto in R €’
un intervallo, I'unico intervallo al piu’ numerabile e’ un punto. Supponiamo 1’asserto
vero per n — 1 e sia 7 : R® — R""! la proiezione sulle prime n — 1 coordinate, allora
7(S) e connesso non vuoto al piu’ numerabile in R"™!, ed e’ per ipotesi induttiva un
punto. Quindi S e’ omeomorfo ad un sottoinsieme al piu’ numerabile connesso di R.
|



Proposition 0.5 Sia (U, N) una sottovarieta’ integrale di A, e sia U un intorno
foliato, siano {U,}icr le componenti connesse di W=1(U). Gli insiemi {¥(U;) }ser sono
allora le componenti connesse di U(\W(N). In particolare tali componenti connesse
sono una famiglia al piu’ numerabile.

Proof. Gli insieme W (U;) sono connessi disgiunti, non vuoti e ricoprono tutto W(N) N U.
Sia {Lp}ren la famiglia delle componenti connesse di W(N)NU. Sia R, l'insieme
degli indici @ € I tali che ¥(U;) C Ly. Ogni R;, €’ non vuoto e al piu’ numerabile.
Inoltre L, = Ujeg, ¥(U;). Dalla proposizione 0.3 segue che per ogni i € R), esiste
ci € (—0,0)" 7 tale che ¢y 0 ¥(U;) = ¢, quindi ¢a(Ly) = Uiegr, ¢i- D’altra parte
@2(Lp) € connesso, e dal lemma 0.4 segue che py(Ly) € un punto per ogni h € H.
Quindi esiste ¢ € (—d,8)" ¥ tale che se i € Ry, abbiamo ¥(U;) C L;, C ¥.. D’altra
parte dalla proposizione 0.3 sappiamo che W (U;) e’ aperto in Y, ed ¢’ quindi aperto
in Ly,. Dato che gli insiemi W(U;), i € Ry, sono disgiunti e ricoprono Ly, segue dalla
connessione di Ly, che R, = {ig} €’ un solo punto e ¥(U;,) = L.
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Proposition 0.6 Sia (¥, N) una sottovarieta’ integrale di A, sia T una varieta
differenziabile, e sia o : T — N una mappa, allora o e’ continua se e solo se lo e
Voa, eda e C® se e solo seloe” Voa.

)

Proof. Dato che W e C' se a ¢’ continua o C*° lo €’ anche W o a.. Viceversa, supponi-
amo V¥ o « continua, dato ¢ € T prendiamo un intorno foliato U di ¥(g). Sia V' un
intorno aperto connesso di ¢ tale che W o (V) C U. Si ha che Voa(V) C U (N)NOU,
e percio’ dalla proposizione 0.5 ¥ o a(V') C W(U;) per qualche i € I. Dato che ¥ ¢’
iniettiva se ne deduce che a(V') C U;. D’altra parte dalla proposizione 0.3 la mappa
U U; — U(U;) ¢ un diffeomorfismo. Ne segue che « ristretta a V' e’ continua,
rispettivamente C'™ se lo e’ ¥ o a. Dato che V' e’ un intorno di un punto arbitrario,
segue l'asserto. B

Proposition 0.7 Se (U1, Ny), (¥2, No) sono sottovarieta’ integrali massimali della
distribuzione A tali che Wi(Ny) N\ Wa(Ny) # 0, allora Wi (Ny) = Wa(Ny) ed esiste un
diffeomorfismo 0 : Ny — Ny tale che V1 = Wy 06,

Proof.

Per la massimalita’ di (Uy, Na), se Uy (N7) N Wa(N2) # 0, allora WUy (Ny) C Wa(Ny),
e dalla massimalita’ di (¥q, N7) si deduce che Wy(Ny) = Wi(Ny). Dato che ¥y e Wy
sono iniettive, esiste una mappa biunivoca 6 : N; — N, tale che ¥, = Wy06 e
U, = W, 0 7. Segue allora dalla proposizione 0.6 che 6 ¢’ un diffeomorfismo. W

Vorremmo ora dimostrare che per ogni punto p € M esiste una sottovarieta’ in-
tegrale massimale (connessa) (U,,N,) di A tale che p € U,(N,). Ne seguira’ che
le (immagini delle) sottovarieta’ integrali massimali connesse di A formano una par-
tizione di M. Dato un punto p in M costruiamo da prima la varieta’ IV, come insieme.
L’insieme N, e’ per definizione I'insieme dei punti ¢ € M tali che esiste una curva 7,
C' a tratti che collega p con g e tale che il vettore derivata v'(t) appartiene all sot-
tospazio A,y € Ty (M) per ogni t nell’intervallo di definizione di v, per il quale il
vettore 7' €’ definito. Quindi IV, contiene p. D’altra parte se ¢ € N,, e y €’ una curva



C'! a tratti tangente alla distribuzione che collega ¢ con r, allora possiamo collegare
p con r con una curva C! a tratti tangente alla distribuzione. Similmente se si puo’
collegare p con s mediante una curva C! a tratti tangente alla distribuzione, si puo’
anche collegare ¢ con s mediante una tale curva. In altri termini se ¢ € N, allora
N, = N,, percio’ se r € N, N, allora N, = N, = N,,.

Proposition 0.8 Se (U, N) e’ una sottovarieta’ integrale (connessa) di A e se W(N) NN, #
0 allora W(N) C N,. In particolare se U e’ un intorno foliato e ¥ e’ una fetta in U
tale che X NN, # 0, allora . C N,,.

Proof. Se ¢ = ¥(n) € W(N)NN,, allora N, = N,. Se v ¢ una curva C' in N che
collega n con n; allora ¥ o~ e una curva C! in M tangente alla distribuzione che
collega ¢ con ¥(n,), quindi ¥(ny) € N,. B

Vediamo come definire la topologia di V,. Scegliamo un ricoprimento aperto
{U, }ier al piu’ numerabile di intorni foliati in M con le relativa carte locali ¢;. Tale
ricoprimento esiste grazie al teorema di Frobenius. Consideriamo la seguente famiglia
di insieme B. Un insieme € ¢’ in B se esiste un indice i € I ed un ¢ € (—d;,6;)* ¥
tale che la fetta X nell’aperto foliato U; e’ contenuta in N, e €2 ¢’ un aperto di ¥
nella topologia indotta su . da M.

Proposition 0.9 La famiglia delle fette di qualche intorno U; contenute in N, rico-
pre Ny, wnoltre la famiglia di insiemi B e’ una base di aperti per una topologia su Np.
Tale topologia risulta piu’ fine della topologia indotta su N, da M. In particolare se
dotiamo N, della topologia individuata da B [l'inclusione @ : N, — M e’ continua e
lo spazio topologico N, e’ di Hausdorff.

Proof. Se q € Ny, sia g € U;, e sia X una fetta in U; che contiene ¢, dalla proposizione
0.8 sappiamo che X, C N,, quindi le fette dei vari U; che sono contenute in N,
ricoprono N,,. Se ¢ € By N By con By, By € B, sia By C X, fetta dell’aperto foliato
Uy e By C %, fetta dell’aperto foliato Us. Sia V' un intorno aperto connesso in
Y., contenente ¢ e contenuto in By N Us,. Allora (i, V) dove i e’ 'inclusione, e’ una
sottovarieta’ integrale di A contenuta in U, e contenente ¢. Per la proposizione 0.8
V' e’ un aperto in ¥,, percio’ V N By ¢’ un aperto in X, contenente g e contenuto
in By N By. Cioe’ la famiglia B e’ una base di aperti di una topologia. Se W e’ un
aperto di NV, con la topologia indotta da M, allora W e’ unione degli insiemi W N U;.
D’altra partie W NU; = U(W NXL) dove XL sono le varie fette dell’intorno foliato U;
contenute in V. Se ne ricava che W e’ aperto nella topologia su N, che ha per base
B. Quindi l'inclusione ¢ : N, — M ¢’ continua. Se allora g; e ¢, sono punti distinti di
N, e U, U, sono intorni aperti disgiunti di ¢; e g2 in M rispettivamente, otteniamo
che i71(U;) e i1 (Uy) sono intorni disgiunti di ¢; e g2 in N,. B

D’ora in poi chiameremo topologia intrinseca di N, la topologia data dalla base
B e topologia indotta quella indotta da M.

Proposition 0.10 Lo spazio topologico N, con la topologia intrinseca e’ connesso
per archa.



Proof. La dimostrazionie e’ simile a quella della proposizione 0.8. Sia ¢ € N, e sia
v :[0,1] — M una curva C! a tratti in M tangente alla foliazione che collega p con
¢, quindi ([0, 1]) € N,. Sara’ sufficiente provare che v €’ continua per la topologia
intrinseca di N,. Sia tg € [0,1] e y(tg) = qo € U. Dove U con carta foliata ¢ ¢’ un
aperto foliato del ricoprimento attraverso il quale si e’ definita la topologia intrinseca
di N,. Sia gy € c,. Sia V' un intorno connesso di ¢ in [0, 1] tale che v(V) C U. Con
le notazioni della proposizione 0.3 abbiamo che il differenziale di 75 0 ¢ oy €’ nullo,
quindi y(V') €’ contenuto in X.,. Ma X, ¢’ un aperto nella topologia intrinseca di
N,. D’altra parte la topologia indotta da M e la topologia intrinseca coincidono su
Yeo € Np. Quindi vy €’ continua per la topologia intrinseca di N,. B

Lemma 0.11 Siano Uj, e U;, due aperti del ricoprimento numerabile usato per
definire la topologia intrinseca di N,. Sia X1 una fetta di U;,, Sia {Vs}ses la famiglia
delle componenti connesse di ¥y NUj,. L'insieme S e’ al piu’ numerabile, inoltre la
famiglia {V;}ses coincide con la famiglia delle componenti connesse degli insiemi non
vuoti della forma 31 N Xy dove Xg € una fetta di Uj,. In particolare la famiglia delle
fette di Uj, che intersecano X1 e’ al piv’ numerabile.

Proof.

L’insieme S e’ al piu’ numerabile perche’ indicizza l'insieme delle componenti con-
nesse di un aperto omeomorfo ad un sottoinsieme di R"™. Ogni V; e’ una sottovarieta’
integrale di A in Uj, quindi per il lemma 0.3 e’ contenuta in qualche X, fetta in Uj,.
Anzi tale fetta interseca »; e V, e’ contenuta in una componente connessa di tale
intersezione. Viceversa ogni componente connessa di un insieme non vuoto del tipo
X1 N3y con ¥y fetta di Uj, deve essere contenuto in qualche V. B

Lemma 0.12 Sia U;, un aperto del ricoprimento numerabile usato per definire la
topologia intrinseca di Ny, allora la famiglia di fette di U;, contenute in N, e’ al piu’
numerabile.

Proof. Fissiamo ora una famiglia finita Uy, Uy, ... Uy di intorni (non necessariamente
distinti) del ricoprimento {U;};cr tale che p € Uy, ed Uy = U, Sia ¥y la fetta di
Uy che contiene p. Sia F} la famiglia di tutte le fette di U; che intersecano >, per il
lemma 0.11, la famiglia F; e’ al piu’ numerabile. Sia F; la famiglia di tutte le fette di
U, che intersecano Yy oppure intersecano qualche fetta della famiglia Fi. La famiglia
F5 e’ sempre per il lemma 0.11 unione al piu’ numerabile di insiemi al piu’ numerabili,
ed e’ quindi al piu’ numerabile. Consideriamo la famiglia F3 che contiene tutte le
fette di Uz che intersecano Yy o qualche fetta della famiglia F; o qualche fetta della
famiglia Fy, la famiglia F3 e’ al piu’ numerabile, cosi’ procedendo proviamo che la
famiglia Fiy e’ al piu’ numerabile. Consideriamo in fine la famiglia F' unione di tutte
le famiglie Fly al variare delle famiglie finite di intorni del ricoprimento {U;};c; come
sopra. Dato che le famiglie finite di un insieme al piu’ numerabile formano ancora un
insieme al piu’ numerabile, risulta che F' ¢’ una famiglia al piu’ numerabile. Affermo
che la famiglia F' contiene la famiglia di tutte le fette in U;, contenute in N,. Sia ¥
una fetta di U;, contenuta in N, e sia ¢ € ¥'. Sia vy : [0, 1] = N, una curva C" a tratti
tangente alla distribuzione che collega p con q. Sia Uy, Uy, . .. Uy una famiglia finita di
intorni del ricoprimento {U;};c; come sopra che ricopre ([0, 1]). Tale famiglia esiste



perche’ v([0,1]) e compatto. Sia t; I'estremo superiore dell’insieme dei t € [0, 1]
tali che v([0,t]) C Uy. Se ¥([0,1]) non ¢’ contenuto in Uy, t; > 0, e riordinando gli
intorni posso supporre (t1) € Uy, quindi v(¢t;) € Xy, dove 3y € una fetta di U
con U; diverso da Uy. Quindi per € piccolo abbiamo v((t; — €,t1)) €’ contenuto in
Yo NXy # 0. Se 4([0,1]) non €’ contenuto in Uy U Uy, sia ts lestremo superiore
dell'insieme dei t € [0,1] tali che v([0,t]) C Uy U U;. Allora t; > t;, e possiamo
supporre (tg) € Us, con Uy diverso da Uy e da Uy. Quindi y(t) € 3 fetta di U, tale
che 3yN(ZpUX;) # 0. Cosi’ procedendo otteniamo che v([0,1]) C UyUU; ...UUy con
k < N. Dove la famiglia g, >, ... Y, ha la proprieta’ seguente: p € ¥, q € X,
e’ una fetta di U;, e per ogni h tra 0 e k, 3, N (Up<i<p—1%;) # 0. Se k = N si ha
che Xy =¥, se k < N abbiamo ¢ = y(1) € 3, N Xx # 0. In tal caso consideriamo
la famiglia di intorni Uy,...Uy,Uy. Comunque per quanto visto sopra la fetta >’
appartiene alla famiglia F.
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Proposition 0.13 La topologia intrinseca di N, ha una base numerabile di aperti.

Proof. Per ogni ¢ € I, la famiglia delle fette di U; contenute in N, €’, per il Lemma
0.12 al piu’ numerabile. Dato che il ricoprimento {U;};c; €' al piu’ numerabile, la
famiglia di tutte le fatte di qualche U; contenute in N, e anch’essa al piu’ numer-
abile. Scegliendo allora una base numerabile di aperti per ogni tale fetta, la famiglia
costituita da tutti questi insiemi e’ una base numerabile di aperti di N,. &

Ora vorremmo definire delle carte per N,, dal Lemma 0.9 sappiamo che le fette
di qualche U; contenute in N, sono un ricoprimento aperto di N, con la topologia
intrinseca. Sia U; un aperto del ricoprimento di M con la relativa carta ¢; : U; —
(—0;,0;)™. Sia ¥y una fetta di U; contenuta in N,. Con le notazioni di 0.3 definiamo
la carta 0 : X1 — (=9, (52-)’€ come 0 = 7y 0p;. Quindi f €’ un omomorfismo topologico.

Proposition 0.14 Per l'atlante su N, definito sopra @ cambiament: di carte sono
C*. Per la struttura di varieta’ C* cosi’ definita su N, linclusione i e’ una im-
mersione iniettava. Inoltre p € N, e la coppia (i, N,) e’ una sottovarieta’ integrale
massimale di A. Chiameremo questa struttura di varieta’ C* su N, la struttura in-
trinseca.

Proof.

Siano Uy, Uy aperti del ricoprimento {U, }ies, siano Xq, 3 fette in Uy, Uy rispet-
tivamente contenute in NN, e tali che ¥; N Xy # (. Siano 1 e @y le carte per M
associate ad U;, U,. Siano 6;, 6, le corrispondenti carte per N, associate a X, Y.
Sia Wi o = @a(UiNUs), e Wy = ¢1(U;NU,). Similmente posiamo Hy o = 02(X1NXs),
e Hyy = 01(X1 N Yy). Abbiamo quindi ¢9(X; NXe) = Hyo X {ca} e p1(E1 N Yy) =
Hyy x {c1}. Inoltre Hy 5 ed Hy; sono aperti in R¥. Sia Fy o : W) o — Wa; la mappa
Fig=¢0 o1, e sia g12: Hi9 — Hyy la mappa g0 =06, 0 6,71, La mappa F o €’
C™ per ipotesi. Quindi per x € X1 N X, si ha che

(912(02(2)), €1) = (01(x), 1) = p1(x) = F12(p2(x)) = F12(02(x), c2).

Da cui g12(y) = m o Fi2(y, c2) per y € Hy o, in particolare g; 2 €’ C™ e, scambiando
1 e 2 si trova che g; 2 €’ un diffeomorfismo.



Sie ¥ una fetta in U; contenuta in N, I'inclusione ¢ : N, = M e’ una immersione
iniettiva, infatti p o i o 6~(x) = (z,¢) per x € (—4,6). Inoltre p € N, e per la
proposizione 0.8 (i, N,) €’ una varieta’ integrale massimale per A. R

Proposition 0.15 Sia U un intorno foliato di M con UN N, # 0. (Non necessaria-
mente facente parte del ricoprimento {U; }ic;r usato per definire la topologia intrinseca
di N,). Allora ogni fetta di U che interseca N, e’ contenuta in U N N,, e l'inclusione
della fetta in N, con la struttura intrinseca e’ un embedding con immagine aperta. In
particolare ogni fetta e’ chiusa aperta e connessa nella topologia intrinseca di U N N,,.
Quindi la famiglia di tali fette e’ la famiglia (al piv’ numerabile) delle componenti
connesse di U NN, con la topologia intrinseca. D’altra parte tale famiglia e’ anche la
famiglia delle componenti connesse (chiuse ma non necessariamente aperte) di UNN,,
nella topologia indotta su U NN, da M.

Proof.

Dalla proposizione 0.8 sappiamo che se una fetta di U interseca N, essa e’ con-
tenuta in N,. Sia ¥ una fetta di U contenuta in NV, per la proposizione 0.6 e per il
teorema di inversione locale, I'inclusione della fetta in IV, con la struttura intrinseca
e’ un embedding con immagine aperta e connessa. D’altra parte 1’ unione di tutte
le altre fette ¢’ un aperto nella stessa topologia, quindi X e’ anche chiusa in U N N,
percio’ le fette di U che intersecano N, sono le componenti connesse di U N NN, nella
topologia intrinseca. Dalla proposizione 0.5 esse sono anche le componenti connesse
nella topologia indotta su NV, da M.

|

Definition 0.16 Data M warieta’ differenziabile di dimensione n e dato h intero
compreso tra 1 ed n—1, una partizione {K;}jc; di M si dice foliazione di dimensione
h in M se valgono le condizioni sequenti:

i) Per ogni j € J esiste su K; una struttura di varieta’ differenziabile connessa
di dimensione h tale che Uinclusione i : Kj — M e’ una immersione (iniettiva).
Chiameremo questa struttura di varieta’” differenziabile su K; la struttura intrinseca di K;
i1) Dato p € M, esiste una carta locale C* ¢ : U, — (—=9,6)" di M tale che
per ogni ¢ € (—8,0)" % la fetta Le = o (X1 = Chy1, ... Tp = Cp)
e’ contenuta in uno (ed uno solo ) dei sottoinsiemi K.
iii) L’inclusione di X in K; con la struttura intrinseca
e’ un embedding (con immagine aperta).

Un intorno U come nella definizione sopra lo chiameremo intorno foliato rela-
tivo alla foliazione {K};c;. Un elemento della partizione si chiamera’ foglia della
foliazione.

Data una foliazione { K} ;s di dimensione h, per ogni p € M, se p € K, definiamo
A, = di,(T,(K;)) C T,(M). Allora A €’ una distribuzione in M di dimensione h. e
la chiameremo distribuzione tangente alla foliazione.

Proposition 0.17 La distribuzione tangente ad una foliazione e’ una distribuzione
C> nvolutiva.



Proof. Scegliamo U un intorno foliato della foliazione con relativa carta ¢. Poniamo
X; = d(go_l)(%) per 1 < j < h, i campi vettoriali X; sono campi C*° linearmente
indipendenti in tutti i punti di U che generano la distribuzione A su U. Quindi la
distribuzione A e’ C'*°. Inoltre
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Quindi la distribuzione e’ involutiva. B

Potremmo sintetizzare quanto detto fino ad ora nel seguente

Theorem 0.18 L’applicazione che assegna ad ogni foliazione di dimensione h la
sua distribuzione tangente e’ una applicazione biunivoca dall’insieme delle foliazions
di dimensione h all’insieme delle distribuzioni C'*° involutive di dimensione h.

Proof.

La proposizione 0.17 dice che tale applicazione e’ ben definita, la costruzione delle
sottovarieta’ integrali massimali di una distribuzione C'*° involutiva fatta sopra dice
che tale applicazione e’ suriettiva. Sia allora {Kj},c; una foliazione di dimensione
h, e sia A la sua distribuzione tangente. Sia {H;}ses la foliazione delle sottovarieta’
integrali massimali della distribuzione A costruita sopra, dobbiamo far vedere che
queste due foliazioni coincidono. Dato un Hy, esiste j tale che K; N Hy, # 0. Essendo
K sottovarieta’ integrale di A, ed essendo Hy, massimale, K; C H,,. Per la propo-
sizione 0.6 e per il teorema di inversione locale K; e’ un aperto di H,, tutti i K;
contenuti in Hy, sono allora aperti disgiunti la cui unione e’ Hy,. Per la connessione
di Hj, esiste un unico tale j che chiamo j,. Ogni punto di H,, deve appartenere a
qualche K; quindi K, = Hy,. Dato jo, per quanto visto sopra, esiste un unico s, tale
che Hy, N K, # 0 e si ha K, = H,,. Dato che (i, Hy,) e (i, Kj,) sono foglie integrali
di A con la stessa immagine, dove le due inclusioni sono immersioni iniettive, per la
proposizione 0.6 Id : K;, — H,, ¢’ un diffeomorfismo. W

Vorremo ora capire sotto quali condizioni una data foglia di una foliazione e’
embedded in M, cioe’ sotto quali condizioni la topologia intrinseca e la topologia
indotta da M su tale foglia coincidono. Dai risultati precedenti sappiamo che la
foglia Ky e’ embedded se e solo se esiste un ricoprimento {U;};c; di Ky con intorni
foliati tale che, per ogni ¢ € I, ogni fetta di U; contenuta in K, e aperta nella
topologia indotta su Ky da M.

Dobbiamo ricordare alcuni concetti di topologia.

Definition 0.19 Uno spazio topologico X si dice spazio di Baire se data una famiglia
{F,} al piv’ numerabile di chiusi tale che l'unione delle F,, ha una parte interna non
vuota, st ha che almeno un elemento della famiglia ha parte interna non vuota. .

Ad esempio ogni spazio metrico completo e’ uno spazio di Baire, ed ogni aperto
di uno spazio di Baire e’ uno spazio di Baire. Ricordiamo che uno spazio topologico
e’ localmente compatto se ogni suo punto ha un sistema fondamentale di intorno
compatti, ed e’ localmente connesso se ogni suo punto ha un sistema fondamentale di



intorno connessi. Ad esempio ogni varieta’ C'* e’ uno spazio di Hausdorff localmente
compatto e localmente connesso. In uno spazio localmente connesso le componenti
connesse di ogni suo aperto §2 sono sia chiuse che aperte in 2. Un sottoinsieme S
di uno spazio topologico X si dice localmente chiuso in X se per ogni punto p di S
esiste un intorno aperto U di p in X tale che U NS e’ chiuso in U. Un insieme S €’
localmente chiuso in X se e solo se esiste un aperto 2 in X contenente S tale che S €’
chiuso in 2. Ogni insieme S localmente chiuso in uno spazio di Hausdorff localmente
compatto e anche esso di Hausdorff e localmente compatto (con la topologia indotta
da X). Ricordiamo ad esempio che se X e’ una varieta’ C* e S e’ una sottovarieta’
embedded in X, allora S €’ localmente chiuso in X. Infatti S e’ localmente intersezione
di luoghi di zeri di funzioni C'*°. Ricordiamo inoltre che in uno spazio di Hausdorff
ogni sottoinsieme compatto e’ chiuso.
A noi serve il seguente:

Theorem 0.20 Ogni spazio topologico X di Hausdorff localmente compatto e’ uno
spazio di Baire

Proof. Passando ai complementari si vede che uno spazio X e’ di Baire se e solo
se, data in X una famiglia A, al piu’ numerabile di aperti densi, la loro inter-
sezione e’ densa. Supponiamo da prima la famiglia finita, formata dagli aperti
{A1, Ay, ..., An}. Se Q € aperto non vuoto in X, allora 2N A; e un aperto non
vuoto, dato che A e’ denso, quindi (2N A;) N Ay e’ un aperto non vuoto dato che A,
e’ denso, e cos’ procedendo si conclude nel caso di una famiglia finita. Supponiamo
allora la famiglia infinita.

Dato che A; € denso A; N ) e’ un aperto non vuoto, esiste quindi, per locale
compattezza, un aperto non vuoto V; tale che V; e’ compatto e V; C A; N Q.

Dato che A, e’ denso esiste un aperto non vuoto V; tale che V5 e’ compatto e
VoaCVinA, CANANQ.

Dato che Az e’ denso esiste un aperto non vuoto Vs tale che V3 e’ compatto e
VzCVanA3s CANANANQ.

Cosi’ procedendo troviamo una successione di aperti {V,, }nen tali che V; e’ com-
patto,

v

+1 €V}, quindi

7S Nicssy V. In particolare
seN Vs € QN Ngen As.

Basta percio’ dimostrare che
NewVe# 0
Ora, per ogni s e N, V, C V) e
Vi e’ compatto, inoltre

Vi1 C V. Sia

Ogni U, e un aperto di Vi, e

(1) Us C Usiy.

> s

Se avessimo yen Vs = 0, avremmo Uyen Us = V. Per compattezza di Vi, e per la
(1), avremmo che esiste sy per cui Uy, = Vi, cioe’ V,, = 0.

Otteniamo cosi’ una contraddizione.

|



Sia ora K la foglia di una foliazione in M, abbiamo la seguente

Proposition 0.21 Per la foglia Ky i fatti sequenti sono equivalenti:

1) La foglia Ky e’ embedded in M
2) La foglia Ko e’ localmente chiusa in M
3) Con la topologia indotta da M la foglia Ky e’ uno spazio topologico localmente compatto
4) Con la topologia indotta da M la foglia Ky €’ uno spazio topologico di Baire
)

5) Con la topologia indotta da M la foglia Ky e’ uno spazio topologico localmente connesso

Proof. Sappiamo che 1) implica 5), e dalla Proposizione 0.15 sappiamo anche che
5) implica 1) dato che se vale 5) tutte le foglie degli intorno foliati che intersecano
K, sono allora aperte in K nella topologia indotta da M. D’altra parte abbiamo
visto che 1) implica 2), 2) implica 3), 3) implica 4) resta da vedere che 4) implica 1).
Nel seguito della dimostrazione considereremo sempre la topologia di K indotta da
M. Sia ¥ una fetta in un intorno foliato U con carta locale associata ¢ contenuta
in Kj. Dico che se ¥ ho un punto p interno in K;, allora ¥ e un aperto di Kj.
Sia m (p(p)) = xo,ma(phi(p) = ¢o. Se un punto ¢ di ¥ non fosse interno a Ky si
avrebbe una successione ¢, € K, convergente a ¢ con my(@(qn)) = ¢, con ¢, # co,
e ¢, tendente a ¢y. Ma allora il punto ¢~ !(x¢,c,) sarebbe un punto appartenente
alla fetta che contiene ¢,, quindi appartenente a K, non appartenente a >,. Ma
la successione ¢~ !(xg, c,) converge a p, si ottiene cosi’ una contraddizione. Ora sia
po un punto interno a >y fetta dell’intorno foliato Uy contenuto in Ky e sia r un
punto di K appartenente alla foglia >’ nell’intorno foliato V. Abbiamo visto nella
dimostrazione della proposizione 0.12 che esiste una catena di fette 3, X1, ... Xy,
degli intorno foliati Uy, Uy, ..., Uy = V rispettivamente, tale che Xy = ¥’ e tale
che ogni fetta interseca 1'unione delle precedenti. Dato che py e’ interno a X, la
fetta Xy e’ aperta in K. Se p; € ¥ N Xy esiste un intorno connesso W aperto in
Y, contenente pi, e contenuto in ¥y N U;. Quindi W sara’ contenuto in ¥y per la
proposizione 0.3. Essendo ¥, aperto in Ky anche W lo €’. Quindi p; € un punto
interno di Y; nella foglia Ky, percio’ ¥, e aperto in K. Cosi’ procedendo si ottiene
che Xy = Y/ ¢ aperto in Kj. Ne segue che ogni fetta contenuta in Ky di ogni intorno
foliato e’ aperta in Ky, quindi K ¢’ embedded. Resta percio’ da vedere che dato un
intorno foliato U che interseca K| esiste almeno una fetta contenuta in K, che abbia
un punto interno im1 Ky. Dall’ipotesi 4), essendo U aperto in M, segue che U N K
e’ uno spazio di Baire. Ma sappiamo dalla Proposizione 0.15 che le fette di U che
intersecano Ky sono le componenti connesse di U N K e sono una famiglia al piu’
numerabile, inoltre ogni tale componente connessa e’ chiusa in UN Ky, percio’ almeno
una di queste componenti connesse ammette punti interni in /. B

ESEMPI

Esempio 1

Siano M ed N varieta’ C*° di dimensione n+h ed n rispettivamente, sia F' : M —
N una mappa C* tale che il differenziale di F' ha rango n in tutti i punti. Allora
la partizione { K, },en con K, = F~!(q) € per il teorema del rango una foliazione di
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dimensione h in M la cui distribuzione tangente e’ data da A, = KerdF,. Tutte le
foglie di questa foliazione sono chiuse quindi embedded.

Esempio 2

Sia « un numero reale non razionale. Consideriamo su R? il campo vettori-
ale costante di componenti 1 a. Sia T lo spazio quoziente R?/Z? con la topologia
quoziente, identificato con il toro St x St attraverso la mappa

(z,y) — (exp(2miz), exp(2miy)).

Sia m : R? — R?/Z? la proiezione canonica. Dato che I'azione di Z? su R? e’ per
traslazioni, e’ definito il campo vettoriale C*>° mai nullo su 7" dato da v, = dm,(1, @)
se m(xz) = p. Se consideriamo la distribuzione unidimensionale A, sul toro data da
A, = Ru,, questa distribuzione e’ C* involutiva e ogni foglia della foliazione associata
e’ densa nel toro e non contiene aperti del toro, quindi nessuna foglia e’ localmente
chiusa, in particolare nessuna foglia e’ embedded.



