1 Rappresentazione decimale dei numeri razionali.

Dopo aver introdotto il campo dei numeri razionali come ampliamento dell’anello Z dei numeri interi,
e aver visto che ogni numero razionale ¢ una classe di equivalenza, possiamo porre:

(@.0)) = [(ka, k)] =acy § = 10 KEZ,k 0.

. . a . ka | L
ricordando che la frazione 7 come pure la frazione 0 ¢ un elemento della classe di equivalenza e

come tale deve essere considerato.

Inoltre sappiamo che si puo scegliere come rappresentante della classe una qualsiasi coppia (frazione)
appartenente alla classe stessa e quindi possiamo scegliere una coppia (frazione) privilegiata, cioe
un “rappresentante canonico” della classe.

a
Usualmente viene scelta come rappresentante la frazione — in cui MCD(a,b) = 1 e questa & cono-

b

sciuta come la frazione “ridotta ai minimi termini”.

4 k4 —4 12
Ad esempio: [(4,9)] = [(4k,9k)] pud essere rappresentata dalle frazioni 9= - 9-3 =

1.0.1 Quando una rappresentazione decimale & limitata?

Consideriamo le seguenti frazioni e il loro sviluppo decimale:
2
1) - =0,4;
) 5

3
2) = —=0,1875;
) 1g = 0.1875:

1 _
3) - =0, T42857.

Vediamo che nei primi due casi si tratta di numeri decimali limitati e nel terzo caso no.
Il motivo, come si sa, &€ dovuto alle caratteristiche del denominatore. Si ha infatti il seguente:

a
Teorema 1 Dato il numero razionale 3 con 0 < a <beMCD(a,b) =1, esso ammelte una

rappresentazione decimale limitata se e solo se 7 e equivalente ad una frazione decimale , cioé se

e solo se b & un divisore di 10%, per un opportuno k € N, k#0 1.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che 7 ammetta una rappresentazione decimale limitata,
cioe sia: a . . . .
1 2 3 A
E_0’0102“'0"__+_+—+"'+10—n’

eseguendo la somma si ottiene la tesi:

c1-10" ey - 10" 24+,
10m '

a d a
Viceversa supponiamo che 7= 10F con 0 < a<bequindi 0< 3 < 1.

Scriviamo d in forma polinomiale, cioe d = d,, - 10" + d,,—1 - 10" ™1 + - .- + dy. Poiché 0 < % < 1lsi
ha n < k e, sostituendo, otteniamo:
d  dp-10"+dy_1- 10" '+ +dy dyp-10"  dp_q-10771 do

108 10 S TV T

Abbiamo cosi ottenuto la scrittura decimale limitata, come si voleva.
]

lcioe se e solo se b=2% .56 o >0, 3> 0.



3
Esempio 2 Utilizzando il procedimento dimostrativo del precedente teorema, mostrare che 6 am-

mette una scrittura decimale limitata.

Soluzione
_i_IWS_1&@+8&W+7&N+5_14W+84W+7&m+j1_
16~ 10.000 104 104 104 104 104
1 8 7
= 4 — 4 — =0, 1875.
1O+102+10+1 0,1875

Osservazione 1.

d
Poich’e % ~ 1ok & a-10F = b-d. si conclude che b | 107, essendo per ipotesi MCD(a,b) = 1.

Osservazione 2. a
Se b # 2257 ciod se esiste un primo p € {2, 5} tale che p | b, il numero 3 (con MCD(a,b) =1 non
ha una rappresentazione decimale limitata.

2 _
Esempio 3 3= 0,666666 - -- = 0, 6;

= 0,571428;

0O | QLo W~

=0, 375.

1.1 Alcune informazioni sulle cifre del periodo e dell’antiperiodo

4 1 2
Abbiamo visto che il periodo di = & 6 ed & ancora 6 il periodo di 7= 0,142857, di 7= 0,285714,
di % =0,428571, di % =0,571428, di % =0,714285, di g = 0,857142.

.a . . . .
Teorema 4 Sia 3 con 0 < a < b, un numero razionale non equivalente ad una frazione decimale.

a
Allora 5 ha una rappresentazione decimale illimitata e periodica, con periodo al piti b —1 .

. . . a . . .
Dimostrazione. Sia — con 0 < a < b, un numero razionale non equivalente ad una frazione

decimale. Mostriamo che esso ammette un periodo limitato, di lunghezza < b — 1. Consideriamo le
seguenti divisioni (a e b sono numeri interi):

a=qo-b+ro
ro-10 =19 b+ 71
r1-10=¢q2-b+r2
ro-10=¢q3-b+r3
rh_l-lozq_h~b+rh
rn 10 = gp41 - b+ Thaa

Per le proprieta di quoziente e resto in Z, si ha che 0 < r; < b, Vi, anzi r; # 0 perche b non & un
divisore di 10* per ipotesi.
I resti r; possono soltanto assumere i valori compresi tra 1 e b— 1. Quindi dopo al piu b— 1 passi tali

valori si ripeteranno e si ripeteranno anche i valori r; - 10. Quindi dopo la prima ripetizione dei resti
si presenteranno anche i quozienti ripetuti nello stesso ordine, dando origine al “periodo”. Avremo:

a
5 =0,9142q1G3 - - - 9t 91924143 - - - Gt G1G29193 - - -Gt ... W

4
Esempio 5 Calcoliamo — usando la procedura utilizzata nella dimostrazione del teorema precedente

( che ¢ il solito algoritmo della divisione).

4=7-0+4
4-10=7-5+5
5.100=7-7T+1
1-10=7-1+3
3.10=7-4+2



2-10=7-2+6
6-10=7-8+14
Otteniamo 0,571428.

Definizione 6 Dato un numero razionale %, si dice gaussiano di b e lo si indica con g(b) il numero
di cifre del periodo, se MCD(a,b) = 1.

Proprieta: Il valore del gaussiano ¢g(b) dipende esclusivamente da denominatore b quando la frazione
a ¢

¢ ridotta ai minimi termini, cioe se MCD(a,b) =1 e MCD(c,b) =1, le due frazioni 7¢3 hanno

lo stesso numero di cifre del periodo.

Non ¢ tuttora noto un algoritmo che consenta di calcolare il gaussiano per ogni numero razionale

(naturalmente se un numero ¢ intero o decimale la risposta esiste).

Vedremo in seguito qualche condizione sufficiente?.

Esercizio 7 Verificare che le frazioni proprie con denominatore 11 hanno il periodo di due cifre.

Si pué dimostrare che, dato il numero razionale %, con0<a<beMCD(a,b)=1":

1) se MCD(b,10) = 1 il primo resto che si ripete & proprio 7y e quindi non ¢’¢ antiperiodo;

3
2) se 2| b oppure 5 | b allora ce antiperiodo; (ad esempio = 0,2142857)

3) le cifre dell’antiperiodo sono k, ove k = maxz(exp(2),exp(5)) nella fattorizzazione di b. Pre-

cisamente, se b = 2915 . pg®...ptn L & il valore massimo tra gli esponenti di 2 e di 5

(k = max(ay, as)).
1
Ad esempio = avra 3 cifre nell’antiperiodo in quanto 72 = 23.5%.3% e 3 = max(3,0).

Teorema 8 Si pud dimostrare che se il denominatore é un numero primo p, il gaussiano g(p) é
un divisore di p — 1.

Definizione 9 Dato un intero positivo n si definisce p(n) (¢ funzione di Eulero) il numero dei
numeri compresi tra 1 ed n e primi con n.

In generale si puo dimostrare:

Teorema 10 Data %, con MCD(a,b) =1 si ha che g(b) é un divisore di p(b).

Esercizio 11 Calcolare la funzione di Eulero dei sequenti numeri:
4, 5, 7, 8, 10, 11, 13.

Svolgimento Poiché i numeri positivi primi con 4 e minori di 4 sono 1, 3, si conclude che ¢(4) = 2.
I numeri positivi primi con 8 e minori di 8 sono 1, 3, 5, 7, e quindi si conclude che ¢(8) = 4.

Analogamente i numeri positivi primi con 10 e minori di 10 sono 1, 3, 7, 9, e quindi si conclude
ancora che ¢(10) = 4.

Analogamente i numeri positivi primi con 5 e minori di 5 sono 1, 2, 3, 4, e quindi si conclude che
p(5) = 4.

Analogamente i numeri positivi primi con 7 e minori di 7 sono 1, 2, 3, 4, 5, 6,, e quindi si conclude
che ¢(7) = 6.

In generale se p ¢ un numero primo, segue che p(p) =p — 1.

2In particolare, nel caso in cui b = p numero primo, g(p) € un divisore di p — 1.



1.2 Frazione generatrice di un numero decimale periodico

Vediamo ora di risalire al numero razionale rappresentato dalla frazione 3 (non necessariamente con

MCD(a,b) = 1), quando si abbia un numero decimale finito o periodico.
Sia

a=4q,CiC2...CpP1P2 ... Pm (*)

un numero razionale ove ¢ € la parte intera e quindi ¢ = 4145 ...14;, mentre cics...c, sono le cifre
dell’antiperiodo e p1ps...pm, sono le cifre del periodo.

Moltiplichiamo entrambi i membri della (x) per 10™ ove n & il numero delle cifre dell’antiperiodo.
Otteniamo:
10" - a = i1i9...9C1Co . . . Cpy P1P2 - - - Pim- (%)

Ora moltiplichiamo entrambi i membri della (x) per 10"*™ ove m ¢ il numero delle cifre del periodo.
Otteniamo:
10" n - q = i1dg .. .%C1Co . . . CaDIP2 - - - P, D1D2 -+ Prm- (% % %)

Ora sottraiamo membro a membro la (xx) dalla (x * x) e otteniamo:

10"t . q — 10" - a = (10" — 10™) - a = iyig ... 14C1C2 . . . CpP1P2 - - - Pm — 182+ .. 14C1C - . . Cp.
Ora ricaviamo a:

ilig e itclcg e CppP1P2 - - Pm — ilig e itclcg ... Cp
(107+m —107)

che ¢ la nota formula in quanto basta osservare che il denominatore diventa:

(10"™ — 10™) = 10™(10™ — 1) = 99...9 00...0.
S————

m volte n volte

Esercizio Utilizzando il procedimento descritto sopra, trovare la frazione generatrice di 4, 12345.
Soluzione

Poniamo

a = 4,12345 (¢)
e moltiplichiamo la (¢) prima per 10% e poi per 10°. Otteniamo:
103 -a =4123,45 e 10°-a = 412345, 45.
Eseguiamo la sottrazione 10°-a — 103 -a = (10° — 103) - a = 412345 — 4123 = 408222.

Ricaviamo quindi a ottenendo la frazione:

408222 22679
© 99000 5500 °



