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Esercizio 1.1. (1] eso 16)
Sia X una variabile aleatoria con densita

0

20 o
{1.0) = Be 1 o) 00

(1) Calcolare la legge della v.a. Y = )2(—02 e la probabilita dell” evento {Y €
[4,8]} sapendo che {Y > 2};

(ii) Sia Z una v.a. indipendente da 'Y e con stessa legge di Y. Calcolare
PY <Z<2Y +1);

(iii) Calcolare E[Y + Z%) e Cov(Y — 37, Z).

(i) Im(Y) = (0,+00) e dunque se t > 0

Fy(t)P(Y<t)P<)2(—92<t>P<X> 27‘9>

on (i

0 se t < 0;

t) = 1
fr(®) fx(\/?)% B Lol set>0

Pertanto Y ~ FExp (%)

Pertanto

P(Y €[48]) Fy8)—Fy4)
P(Y>2)  1-F((2)
_ —exp(—4) + exp(=2)
N exp(—1)
(ii) Y e Z sono indipendenti e dunque la densita congiunta si fattorizza nel
prodotto delle densita marginali. Pertanto

*1 AR U b AR U
PY <Z<2Y+1)= / —6_2ydy/ —e 2°dz = / —e_2ydy/ —e 2°dz =
) 2 .2 0 2 .2

o0 1 1 1 e 1 e 1 1
:/ —e 2Y [6_27‘/ — e_(y+2)} dy = / —e Ydy — / —e‘%‘gydy =
0o 2 0 2 0 2

e

P(Y € [4,8)]Y >2) =

= exp(—1) — exp(—3).

N[
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(iii)
EY+Z)=EY)+Var(Z)+ E(Z))=2+4+4=10
Cov(Y —32,2)=E(YZ-32*)+ E(Y —32)E(Z) =
=E(Y)E(Z) - 3E(Z*) + [E(Y) - 3E(Z)|E(Z) =
—4-3x8—4x2=-28

Esercizio 1.2. (I eso 16)
Si consideri il vettore aleatorio (X,Y) con densita congiunta:

1

szy  sel<y<ax<2;
flx,y) =472 T

0 altriments.

(1) Trovare le densita di X eY e calcolare Cov(X,Y).

(11) Trovare la densita condizionale di X datoY =1 e calcolare E[X|Y =
1].

(i1i) Trovare la densita della variabile aleatoria 7 =
media e varianza.

e determinarne

il

(i) Si ha:
0 se x & (0,2);
€T) = 3
h {fox boydy =% e € (0.2)
Analogamente:
)= 0 se y & (0,2);
Jy swyde =y =55 sey€(0.2).

Pertanto, X e Y non sono indipendenti, in quanto, ad esempio 0 = f(x,y) #
Ix(z)fy(y) per ogni 0 < x <y < 2.

2
B(X)= | Sdo=] _°
, 4 2000 5
2 4 3 5\ |2
y ¥y 544 34
E(Y) = 2_ YV ay=(L L ‘:_:_,
) /O(y 16>y (3 0)lo” 640 15
2 171 21
EXY)= | dov | zo*ldy= | Za’dw =
0 0 2 o 6
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Infine Cov(X,Y) = BE(XY) — E(X)E(Y) = 18 — 831 — 400810 — 710,

(i)

Ricordiamo che la densita condizionata di X dato Y ha la seguente espres-

sione fxy(xly) = fxﬂ‘i—g)y) Con i dati del problema ne deriva che
5 8
fxy (21) = —2FTq9)(x) = —al ) (2).
- 15
Inoltre
8 8 42 56
EX|Y =1]= | —2?de=—2°] ==.
. 15 45" 1T 35

(iii) Calcoliamo la funzione di ripartizione della v.a. Z. A tale proposito,

si noti che Im(Z2)

= (0,1) e quindi Fz(z) = 0se 2 < 0e Fz(z) =1 se
z>1. Per z € (0,1)

Y
Fy(z) =P (y < z) — P(Y <2X)=P((X,Y) € F)
dove F' = {(x,y) : 0 <x < 2,0 <y < zx}. Esplicitamente
2 2T q 2 22
Fy(z2) :/ d:z:/ —aydy = [ Za’dr = 22
0 0 2 o 4

Di conseguenza la densita ha 1’espressione

Fa(2) = {O se z ¢ (0,1);

2z seze(0,1).

~~

Infine

! 2 ! 1
E[Z] :/ 2:%dz = =, E[Z7% :/ 2%z = =
0 3 0
1
Var(Z) =E[Z* — E[Z)* = 5

Esercizio 1.3. (I eso 15)
Sia X una variabile aleatoria uniforme nell’intervallo (a,a + 1) e sia

1
Y = ——In(X —a),
07
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con a > 0,a > 0.

(i) Calcolare la legge della v.a. Y e la probabilita dell’ evento {Y < %}
sapendo che {Y > 1}

(ii) Calcolare E(X +Y) e P(Y? > 9).

(111) Calcolare la legge della v.a. Z = [2Y] + 1, avendo indicato con [z] la
funzione parte intera di x; si tratta di una densita nota?

(i) Im(Y) = (0, +00) e dunque se x > 0

1
PY<zxz)=P (——ln(X —a) < x) =P(In(X —a) > —az) =
Q
a+1
P (X > exp(—ar) +a) = / dr = a+1—(exp(—ax)+a) = 1—exp(—ax)
exp(—ax)+a
OVVEro
0 se x < 0;
Fy(z) =
1 —exp(—ax) sex >0

Pertanto Y ~ Exp(«).
Quindi, per la mancanza di memoria della legge esponenziale, oppure cal-
colando direttamente, si ha:

2 1 1
P(Yg—\Y>—> :P(YS—) =1—exp(—1).
a a o)

(ii)
E(X +Y) = E(X) + E(Y) :a—l—%—ké

P(Y?>9)=P(Y > 3) = exp(—3a).
(iii) Si noti che Im(Z) =N\ {0}. Per ogni &k € N\ {0} si ha

{Z:k}:{[QY]:k_l}:{%SY<§}

e di conseguenza Z ha densita

pz(k) =P (% <Y < g) =1—exp (—%k) — 1+ exp (-%(k — 1)) —

o ()" (1o (2))

ovvero Z ha una legge geometrica modificata di parametro 1 — exp (—%)
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Esercizio 1.4. (1] eso 15)
Si consideri il vettore aleatorio (X,Y) con densita congiunta:

152%y sel0<ax<y<l;
flx,y) = . .
0 altrimenti.

(1) Trovare le densita di X e Y e calcolare Cov(X,Y).
(ii) Calcolare P(Y —4X < 0).
(1ii) Trovare la densita condizionale di X datoY = % e calcolare E[X|Y =

3
(i) Si ha:
Frl) = 0 se x & (0,1);
f; 152%ydy = 2a?(1 — 2?)  sex € (0,1).
Analogamente:

Jo 152?yde = 5y*  sey € (0,1).

Pertanto, X e Y non sono indipendenti, in quanto, ad esempio 0 = f(x,y) #
fx(z)fy(y) per ogni 0 < y < = < 1.

L15 ) 15 (2t 2%\t 15 5
E(X)_/O R x>d$‘2<4 6>‘o_24_8'
! 5
E(Y) = / 5y°dy = —.
0 6
1 1 1
E(XY):/ dx/ 15x3y2dy:/ 520°(1 — 2°)dw =
0 T 0

5 i L ’1_15
N 4 7)1l 28°

Tnfine Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 1 — 155 — 5
(i) Si ha

1/4 4z 1 1
P(Y < 4X) :/0 dx/ 15x2ydy—|—/1/4da:/ 1522y dy

1/4 1 Az 1 1 1
:/ xde—5 [yz} +/ a:zdx—S [yﬂ =
0 2 x 1/4 2 T
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2 1 2 27 o 27 9" Sl 64
(iii) Si ha:
(z,y)
f I’y - 9
xiy (@ly) fr(y)
quindi:
15222 -1 (z)
Fxpy (z]1/2) = 2 OB = 242%  1g9)(x)
5-(3)
Allora:

i 12 3

1/2
— — 2 —
E(X\Y—1/2)—/O x - 24x dsc—24zo =3
Esercizio 1.5. (1] eso 18)

Si consideri il vettore aleatorio (X,Y) con densita congiunta:
flx,y) = Nee0H 250,y > 0.

(i) Trovare le densita marginali di X e Y. Calcolare inoltre la densita
condizionale di Y dato {X =1} e E[Y|X =1].

(ii) Calcolare la legge congiunta del vettore aleatorio (U,V'), dove U = X
eV =XY. U eV sono indipendenti?

(iii) Calcolare la densita della v.a. Z = % e P(Z < 4|Z > 1), essendo

U+v
(U, V) il vettore di cui al punto precedente.

(i) Calcoliamo le densita marginali

+o0 0 r < 0;
— s d = 7
fx(x) . f(z,y)dy { O+oo Nge MWtdy > 0.

Quindi per z > 0 si ha

+00
0
Analogamente

+00 0 0:
N _— y < 7
fr(y) = . flz,y)de = {)\2 0+oo ze MWtde oy > 0.

Quindi per y > 0 si ha

oo NT(2) 1
_ x(y+1) _ _
fY(Z/)—V/O e y+1dx_()\(y+1))2_(y+1)2'
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La densita condizionale di Y dato {X = 1} ha la seguente espressione

fw1) [0 y<0
fx(1) Ne Uy >0.

Ae—A

fY|X(y‘1) =

Quindi per y > 0
Frix(yll) = Ae™V

ovvero ¢ una densita esponenziale di parametro A. Di conseguenza E[Y|X =

1] = 1.

(ii) Cominciamo col calcolare la densita congiunta del vettore aleatorio
(X, XY) = o(X,Y), ove (u,v) = ¢(x,y) = (z,xy). Applicando il cambio
di variabili, si ha:

U=z, v=21y
v
r=u, y=—,

u

ovvero ¢ (u,v) = (u,v/u).
La matrice Jacobiana di ¢! &

Jy-1(u,v) = ( _vl/u2 1?“ )

e |det(Jy-1(u,v))| = 1/u. Pertanto, la densita del vettore (X, XY') e:

v 1
g(u,v) = Nue MG+ . =
u

_ )\26—)\(u+v)

Poiché si puo scrivere
glu,v) = e N

le due v.a. X e XY sono indipendenti esponenziali di parametro .
(iii) Notiamo intanto che Im{Z} = [0, 1] e quindi la funzione di ripartizione
di Z e nulla per 2 <0ed e 1 per z>1. Per z € [0,1] si ha

Fz(z) =P (UZV §z> :P(Vz (1;Z)U> -

o [ee] o0 (172) [ee] u
:/ Ae_”\“du/ e Mdv :/ e MeA 3 “du:/ e Mdu = 2.
0 a=2), 0 0

z

Di conseguenza Z ¢ uniformemente distribuita nell’intervallo [0, 1].

Infine . X L
1 1 P(:<Z<5 s—z 1
P\ Z<ZZ>- ] = (3 T2)22 L=
2 4 P(Z>1) 1—1




1 Esercizi d' esame sulle variabili aleatorie continue 8

Esercizio 1.6. (111 scritto 18)

Sia (X,Y) un vettore aleatorio tale che Y sia esponenziale di parametro A
mentre la densita condizionale di X dato {Y = y} ha la sequente espres-
sione

Fxy (@ly) = ye " 1o 4o0)(2).
(i) Calcolare la legge della variabile aleatoria Z = XY . Si tratta di una
legge nota?
(i1) Calcolare la densita di X.
(11i) Calcolare la densita condizionale di Y dato {X =z} e E(Y|X =1).

E necessario notare che a densita congiunta del vettore (X,Y) ha lespressione

Fxy(,y) = Mye e ™ Lo ooy (2) (0400 ().
(i) Sia Z = XY. Allora, per ogni ¢t > 0 :

FZ(Z)ZP(ZSZ):P<X§é>:

+00 .
= / dy / dr ye ¥ N =
0 0
400 i

B / Ae™Vdy / Cda ye =
0 0

400
=(1—- e_z)/ e Mdy = (1 —e 7).
0

Dunque, Z ~ Ezp(1)).
(ii) La densita di X e nulla per z < 0, mentre per z > 0 si ha

+00 A +00
_ e Ye N dy — A —(x+)\)yd _
Pele) = [ ey = o [ e ety

B A

(z N
essendo 'integrale al secondo membro I’espressione del valore medio di una
variabile aleatoria esponenziale di parametro (x + A).
(iii) La densita condizionale di Y dato {X =z}, x > 0 ¢ nulla per y <0,
mentre per y > 0 si ha

fxy(z,y)  Aye Me vt
fx(z) (xfw

ovvero & una densita I'(2, (A + z)). Di conseguenza E(Y|X =1) = £37.




