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1 Densita della somma, del prodotto e del quoziente di due
variabili aleatorie continue

Si consideri il vettore aleatorio (X,Y’) con densita congiunta f(zx,y).

e Determinare la densita fz(z) della variabile aleatoria Z = X + Y.

A tale scopo iniziamo con il calcolo della funzione di ripartizione
F7(z). Ricordiamo che

Fzp(2)=P(Z <z)=P(X+Y <z2)=P(X+Y € A),
A={(z,y) eR*: 2R, y<z—uz}

(Fare grafico)
Pertanto

Fy(2) :/_:Q da /_:xf(:c,y)dy _ /_:O da /_OO Flau— 2)du =

:/_;du/_:of(a:,u—x)dx

dove nella seconda uguaglianza abbiamo effettuato un cambio di vari-
abile u = x+y e nella terza uguaglianza abbiamo effettiato uno scabio
dell’ ordine di integrazione, possibile grazie al teorema di Fubini e
Tonelli. Ora risulta

Fz(z) = /Z G(u)du, dove G(u) = - f(z,u —x)dx

—0o0 —0o0

e quindi, per il teorema fondamentale del calcolo integrale

+00

f2(2) = F'(2) =G(z) = flz,z —x)dz.

—0Q

La formula appena ricavata e nota con il nome di Formula di con-
voluzione di due variabili aleatorie continue.

Osserviamo che, se X ed Y sono indipendenti, allora la Formula
di convoluzione si scrive come

+00

fz(z) = I[x(x)fy(z — z)dx.
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Esercizio 1.1. Siano X ed Y indipendenti, con X ~ I'(a,A) Y ~
L(B,A).

Determinare la densita della variabile aleatoria Z = X + Y.

A tale scopo utilizziamo la formula di convoluzione. Ricordiamo che

A? a—1_—Az
(@) =gaga e D @),

A\

A=le=Myq ~ .
F(ﬁ)y [0,+ )(y)

fr(y)

e quindi, per ogni z € R

“+00

fz(z) = [x(@)fy(z —o)dx =

oo\ 2\
= [ e M L @)~ )N (2 ) =

w T(@) ()
YN e —-1_-\z —-1_-Xz—=x

N m)%/_oo e M (z = a) eI Ly (a)de =
A AP

= — e M Zxo‘_lz—:vﬁ_l x.
- e, o

Con la sostituzione x = zt |’ integrale precedente diventa
XY\

I

1
e_)‘Z/ (2t) (2 — 2t)PLzdt =
0

ZO<+£3*16*)\Z .

Ora la quantita in verde e una costante, mentre la parte in rosso e
la parte funzionale della densita che e uguale alla parte funzionale di
una I'(a + 5, ). Ma poiché f; ¢ una densita deve necessariamente
essere

e Determinare la densitd f;(z) della variabile aleatoria Z = X

P

Calcoliamo dapprima la funzione di ripartizione Fyz(z). Ricordiamo
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che
Y Y Y
FZ(z):P(Zgz):P(Ygz): (Y X>O)—|—P(X§z,X<O):

—P(Y <2X,X >0) + P(Y > 2X, X < 0) =
=P((X,Y) € A1) + P((X,Y) € Ay)

v

dove

Ay ={(z,y) €eR? : 2 >0, y < 2z},
Ay ={(z,y) €ER*: 2 <0, y > 2z}

(Fare grafico)
Pertanto

400 zx 0 400
[ o [ sewins [ @[ ey
0 —00 —00 zx

Con la sostituzione y = xt I’ espressione precedente diventa

+00 +00
/ dm/ fa:txxdt+/ dx f(z, tx)xdt =

_ /_ OO( e tx)xd:v) dt + / m ( / o tx)xdx) dat

Ora risulta

Fy(z) = / Z Gyt + | " Dbyt dove

—00

+00
G(t) = flz, te)zdz, D(t / f(x, tx)xdx
0

e quindi, per il teorema fondamentale del calcolo integrale

+00

fz(2) =G(z) — D(z2) = f(z, zx)xdx — /_ f(z, zz)xdr =

0

+00
:/ x| f(z, tx)dz.

oo

Esercizio 1.2. (II-es0-2013)
Si consideri il vettore aleatorio (X,Y') con densita congiunta

2 +y) sel<z<y<l
flz,y) = . .
0 altriments
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i) Trovare le densita di X eY e calcolare la densita condizionata di
X dato {Y = 3}.

it) Calcolare P(Y + X > 1).

iii) Trovare la densita di Z = % ed 1l quantile di ordine % della legge
di Z.

(i) Si ha:
Fyl) = 0 se x & [0, 1];
f2 +ydy—(2:1:y+y)‘ =1+2x—32> sexel01]
Analogamente:
Fr(y) = 0 se x & |0, 1];
Ji2- (z+y)dy = (2% + 2zy) ’0 se x € [0, 1].

Pertanto, X e Y non sono indipendenti, in quanto f(z,y) # fx(z)fy(y).
Ricordiamo che la densita condizionata di X dato Y ha la seguente

espressione fxy(x|y) = fo:—Ey)y) Con i dati del problema ne deriva
che
1\ @r+1) 422 + 1)
1

(i)

P<Y—|—X> > // x + y)dx dy
1

dove F' ¢ I'insieme F' = {(z,y) : 0 < v <y < 1,y > 5 —x}. Tale
insieme si puo rappresentare come unione disgiunta di due insiemi
normali F = F; U Fy, dove Fy = {(z,y) : 0 <z < 1,3 — 2 <y < 1},

B={(z,y):1<z<lz<y<l}

Esplicitando il calcolo, si ottiene:

1/4
P<Y+X> ) / dm/ x+ydy+/ dx/ (x +y)d
1/4

1/4 3
:/ <x + 2z + >d:):+/ (—3x +2:U+1)d =
0 4 1/4

col
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(iii) Calcoliamo la funzione di ripartizione della v.a. Z. A tale propos-
ito, si noti che Im(Z) = (0,1) e quindi Fz(z) =0sez<0e Fy(2) =1
se z > 1. Per z € (0,1)

Fy(2) :P(é §z> :P<Y2 g) — P((X,Y) € F)

dove F' = {(z,y) : 0 < x < z,£ <y < 1}. Esplicitamente

/daz/ (:z:+y)dy:/oz<—<§+;2>x +2x+1)d

_§Z + 32
Di conseguenza la densita ha 1’espressione
0 se x & (0,1);
fZ(Z) - {2
s(z4+1) sexe(0,1).

Infine il quantile di ordine % e soluzione dell’equazione F(z) = % Nel
nostro caso ’equazione e %ZQ—I-%Z = % ed ¢ equivalente a 22°4+42z—3 = 0

la cui soluzione positiva e z = _m2)4.

e Determinare la densita fz(z) della variabile aleatoria Z = XY

Calcoliamo dapprima la funzione di ripartizione Fz(z). Ricordiamo
che

Fp(z) =P(Z<2)=P(XY <2)=P(XY <2, X <0)+P(XY <2, X >0) =

z
=P(Y > =
( X

X < o)+P(Y§§,X>0):
—P((X,Y) € A

) + P((X,Y) - AQ)
dove

Alz{(xyy)ER2xgoayZ }7

}

Ay ={(z,y) eR*: x>0, y <

SHESESHEN

(Fare grafico)

Pertanto
0 +00 +00 f
:/ da f(w,y)dy+/ daf/ fx,y)dy
—00 z 0 —00
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Con la sostituzione y = t 1" espressione precedente diventa

/ m/w} w+/mmjpf éé =
[ () [ ([ e ) a

Ora risulta
—+00

Fz(z) = G(t dt—|—/ D(t)dt dove
+00 t 1
/ flaD)zde, D = [ o Drde

e quindi, per il teorema fondamentale del calcolo integrale
fz(2) = —G(2) f m+ fW;EMM:
+0oo 1
= — —)dx.
/_oo E

Concludiamo con la formula del cambio di variabile negli integrali
multipli, utile per il calcolo della densita di una trasformazione vettoriale

di una variabile aleatoria vettoriale.
Sia ¥ : R? — R? : U(u,v) = (a(u,v),B(u,v)) biettiva in un dominio
aperto D, con «, 3 € CY(D). Allora, per ogni A € R? aperto

ay(u,v) ay(u,v)
// f(x,y)dedy = // v), B(u,v)) det ( Buluv) Byl ) )dudv
COME SI APPLICA? Consideriamo la seguente trasformazione

U= g(X,Y);
V= RhX,Y)

Sotto opportune condizioni, se ¢ nota la densita f(x,y) del vettore (X,Y)
allora la densita del vettore (U, V') vale

Fw(u,v) = flalu,v), Blu, >>det( Bl

dove la trasformazione ¥ : R? — R2 : U(u,v) =
trasformazione inversa di A : R? — R?: A(x,y) = (g
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Esercizio 1.3. (II-es0-2018)
Si consideri il vettore aleatorio (X,Y") con densita congiunta:

f(x,y) = Nae ™MW 250,y > 0.

(i) Trovare le densita marginali di X e Y. Calcolare inoltre la densita
condizionale di Y dato {X =1} e E[Y|X =1].

(ii) Calcolare la legge congiunta del vettore aleatorio (U,V'), dove U = X
eV =XY. U eV sono indipendenti?

(11i) Calcolare la densita della v.a. Z = WUV
(U, V) il vettore di cui al punto precedente.

e P(Z < 1|Z > 1), essendo

(i) Calcoliamo le densita marginali

+00 0 x < 0;
_ dy = ’
fX(x) N f(x7 y) Y { 0+oo )\Qxe—)\x(y—i-l)dy x > 0.

Quindi per z > 0 si ha

+00
fx(z) = Ae_M/ Aze Mdy = Ae N,
0
Analogamente

+00 0 y <0;
fY(y) = . f(xa y)dl’ = {)\2 O+OO xe—)\l‘(y—H)dx Y > 0.

Quindi per y > 0 si ha

B D o
) A/o S STy PR S ol

La densita condizionale di Y dato {X = 1} ha la seguente espressione

f@ﬂ)_{O y <0;

2,—A(y+1
A2e—AMy+1) y > 0.

de—A

fY|X(y‘1) =

Quindi per y > 0
frix(yll) = Ae Y

ovvero ¢ una densita esponenziale di parametro A. Di conseguenza E[Y|X =

1] = 1.
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(ii) Cominciamo col calcolare la densita congiunta del vettore aleatorio
(X, XY) = o(X,Y), ove (u,v) = ¢(x,y) = (z,xy). Applicando il cambio
di variabili, si ha:

u=x, v=21ay

x:u7y: Y

ovvero ¢ (u,v) = (u,v/u).
La matrice Jacobiana di ¢! &

Jo1(u,v) = < _vl/u2 1?u )

e |det(Jy1(u,v))| = 1/u. Pertanto, la densita del vettore (X, XY') e:

g(u, U) = )\2ue_/\“(%+1) R )\26—)\(u+v)

SRS

Poiché si puo scrivere
glu,v) = e N

le due v.a. X e XY sono indipendenti esponenziali di parametro .
(iii) Notiamo intanto che Im{Z} = [0, 1] e quindi la funzione di ripartizione
di Z e nulla per z <0ed e 1 per z>1. Per z € [0,1] si ha

Fy(z) =P <ﬁUV§Z> :P(Vz (1;"’)(]) _

0 0 O (1 ) 0
_ _ _ _ —z _\u
= e Mduy, e Mdy = e Me A Z Uy, — e Mdu = 2.

Di conseguenza Z ¢ uniformemente distribuita nell’intervallo [0, 1].

Infine . X L
1 1 Pl:<Z<5 s—= 1
P ZS—‘Z>— — (4 TQ):Q éll:_.
2 4 P(Z>1) 1—1




