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1 Densità della somma, del prodotto e del quoziente di due
variabili aleatorie continue

Si consideri il vettore aleatorio (X,Y ) con densità congiunta f(x, y).

• Determinare la densità fZ(z) della variabile aleatoria Z = X + Y .

A tale scopo iniziamo con il calcolo della funzione di ripartizione
FZ(z). Ricordiamo che

FZ(z) =P (Z ≤ z) = P (X + Y ≤ z) = P (X + Y ∈ A),

A ={(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y ≤ z − x}

(Fare grafico)
Pertanto

FZ(z) =

∫ +∞

−∞
dx

∫ z−x

−∞
f(x, y)dy =

∫ +∞

−∞
dx

∫ z

−∞
f(x, u− x)du =

=

∫ z

−∞
du

∫ +∞

−∞
f(x, u− x)dx

dove nella seconda uguaglianza abbiamo effettuato un cambio di vari-
abile u = x+y e nella terza uguaglianza abbiamo effettiato uno scabio
dell’ ordine di integrazione, possibile grazie al teorema di Fubini e
Tonelli. Ora risulta

FZ(z) =

∫ z

−∞
G(u)du, dove G(u) =

∫ +∞

−∞
f(x, u− x)dx

e quindi, per il teorema fondamentale del calcolo integrale

fZ(z) = F ′(z) = G(z) =

∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx.

La formula appena ricavata è nota con il nome di Formula di con-
voluzione di due variabili aleatorie continue.

Osserviamo che, se X ed Y sono indipendenti, allora la Formula
di convoluzione si scrive come

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx.
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Esercizio 1.1. Siano X ed Y indipendenti, con X ∼ Γ(α, λ) Y ∼
Γ(β, λ).
Determinare la densità della variabile aleatoria Z = X + Y .

A tale scopo utilizziamo la formula di convoluzione. Ricordiamo che

fX(x) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx1[0,+∞)(x),

fY (y) =
λβ

Γ(β)
yβ−1e−λy1[0,+∞)(y).

e quindi, per ogni z ∈ R

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx =

=

∫ +∞

−∞

λα

Γ(α)
xα−1e−λx1[0,+∞)(x)

λβ

Γ(β)
(z − x)β−1e−λ(z−x)1[0,+∞)(z − x)dx =

=
λα

Γ(α)

λβ

Γ(β)

∫ +∞

−∞
xα−1e−λx(z − x)β−1e−λ(z−x)1[0,z)(x)dx =

=
λα

Γ(α)

λβ

Γ(β)
e−λz

∫ z

0

xα−1(z − x)β−1dx.

Con la sostituzione x = zt l’ integrale precedente diventa

fZ(z) =
λα

Γ(α)

λβ

Γ(β)
e−λz

∫ 1

0

(zt)α−1(z − zt)β−1zdt =

=
λα

Γ(α)

λβ

Γ(β)

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1dtzα+β−1e−λz.

Ora la quantità in verde è una costante, mentre la parte in rosso è
la parte funzionale della densità che è uguale alla parte funzionale di
una Γ(α + β, λ). Ma poiché fZ è una densità deve necessariamente
essere

λα

Γ(α)

λβ

Γ(β)

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1dt =
λα+β

Γ(α + β)

• Determinare la densità fZ(z) della variabile aleatoria Z = Y
X .

Calcoliamo dapprima la funzione di ripartizione FZ(z). Ricordiamo
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che

FZ(z) =P (Z ≤ z) = P (
Y

X
≤ z) = P (

Y

X
≤ z,X ≥ 0) + P (

Y

X
≤ z,X < 0) =

=P (Y ≤ zX,X ≥ 0) + P (Y ≥ zX,X < 0) =

=P ((X,Y ) ∈ A1) + P ((X,Y ) ∈ A2)

dove

A1 ={(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≤ zx},
A2 ={(x, y) ∈ R2 : x < 0, y ≥ zx}

(Fare grafico)
Pertanto

FZ(z) =

∫ +∞

0

dx

∫ zx

−∞
f(x, y)dy +

∫ 0

−∞
dx

∫ +∞

zx

f(x, y)dy

Con la sostituzione y = xt l’ espressione precedente diventa

FZ(z) =

∫ +∞

0

dx

∫ z

−∞
f(x, tx)xdt+

∫ 0

−∞
dx

∫ +∞

z

f(x, tx)xdt =

=

∫ z

−∞

(∫ +∞

0

f(x, tx)xdx

)
dt+

∫ +∞

z

(∫ 0

−∞
f(x, tx)xdx

)
dt

Ora risulta

FZ(z) =

∫ z

−∞
G(t)dt+

∫ +∞

z

D(t)dt dove

G(t) =

∫ +∞

0

f(x, tx)xdx, D(t) =

∫ 0

−∞
f(x, tx)xdx

e quindi, per il teorema fondamentale del calcolo integrale

fZ(z) =G(z)−D(z) =

∫ +∞

0

f(x, zx)xdx−
∫ 0

−∞
f(x, zx)xdx =

=

∫ +∞

−∞
|x|f(x, tx)dx.

Esercizio 1.2. (II-eso-2013)
Si consideri il vettore aleatorio (X,Y ) con densità congiunta

f(x, y) =

{
2(x+ y) se 0 < x < y < 1

0 altrimenti
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i) Trovare le densità di X e Y e calcolare la densità condizionata di
X dato {Y = 1

2}.
ii) Calcolare P (Y +X ≥ 1

2).

iii) Trovare la densità di Z = X
Y ed il quantile di ordine 1

2 della legge
di Z.

(i) Si ha:

fX(x) =

{
0 se x ̸∈ [0, 1];∫ 1

x 2 · (x+ y)dy = (2xy + y2)
∣∣1
x
= 1 + 2x− 3x2 se x ∈ [0, 1].

Analogamente:

fY (y) =

{
0 se x ̸∈ [0, 1];∫ y

0 2 · (x+ y)dy = (x2 + 2xy)
∣∣y
0
= 3y2 se x ∈ [0, 1].

Pertanto,X e Y non sono indipendenti, in quanto f(x, y) ̸= fX(x)fY (y).
Ricordiamo che la densità condizionata di X dato Y ha la seguente
espressione fX|Y (x|y) =

fX,Y (x,y)
fY (y)

. Con i dati del problema ne deriva
che

fX|Y

(
x|1
2

)
=

(2x+ 1)
3
4

I(0, 12 )(x) =
4(2x+ 1)

3
I(0, 12 )(x).

(ii)

P

(
Y +X ≥ 1

2

)
=

∫ ∫
F

2(x+ y)dx dy

dove F è l’insieme F = {(x, y) : 0 < x < y < 1, y > 1
2 − x}. Tale

insieme si può rappresentare come unione disgiunta di due insiemi
normali F = F1 ∪ F2, dove F1 = {(x, y) : 0 < x < 1

4 ,
1
2 − x < y < 1},

F2 = {(x, y) : 1
4 < x < 1, x < y < 1}

Esplicitando il calcolo, si ottiene:

P

(
Y +X ≥ 1

2

)
=

∫ 1/4

0

dx

∫ 1

1
2−x

2(x+ y)dy +

∫ 1

1/4

dx

∫ 1

x

2(x+ y)dy =

=

∫ 1/4

0

(
x2 + 2x+

3

4

)
dx+

∫ 1

1/4

(
−3x2 + 2x+ 1

)
dx = · · · = 7

8
.
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(iii) Calcoliamo la funzione di ripartizione della v.a. Z. A tale propos-
ito, si noti che Im(Z) = (0, 1) e quindi FZ(z) = 0 se z ≤ 0 e FZ(z) = 1
se z ≥ 1. Per z ∈ (0, 1)

FZ(z) = P

(
X

Y
≤ z

)
= P

(
Y ≥ X

z

)
= P ((X,Y ) ∈ F )

dove F = {(x, y) : 0 < x < z, xz < y < 1}. Esplicitamente

FZ(z) =

∫ z

0

dx

∫ 1

x
z

2(x+ y)dy =

∫ z

0

(
−
(
2

z
+

1

z2

)
x2 + 2x+ 1

)
dx =

=
1

3
z2 +

2

3
z

Di conseguenza la densità ha l’espressione

fZ(z) =

{
0 se x ̸∈ (0, 1);
2
3(z + 1) se x ∈ (0, 1).

Infine il quantile di ordine 1
2 è soluzione dell’equazione FZ(z) =

1
2 . Nel

nostro caso l’equazione è 1
3z

2+2
3z = 1

2 ed è equivalentè a 2z2+4z−3 = 0

la cui soluzione positiva è z =
√
10−2
2 .

• Determinare la densità fZ(z) della variabile aleatoria Z = XY .

Calcoliamo dapprima la funzione di ripartizione FZ(z). Ricordiamo
che

FZ(z) =P (Z ≤ z) = P (XY ≤ z) = P (XY ≤ z,X ≤ 0) + P (XY ≤ z,X > 0) =

=P (Y ≥ z

X
,X ≤ 0) + P (Y ≤ z

X
,X > 0) =

=P ((X,Y ) ∈ A1) + P ((X,Y ) ∈ A2)

dove

A1 ={(x, y) ∈ R2 : x ≤ 0, y ≥ z

x
},

A2 ={(x, y) ∈ R2 : x > 0, y ≤ z

x
}

(Fare grafico)
Pertanto

FZ(z) =

∫ 0

−∞
dx

∫ +∞

z
x

f(x, y)dy +

∫ +∞

0

dx

∫ z
x

−∞
f(x, y)dy
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Con la sostituzione y = t
x l’ espressione precedente diventa

FZ(z) =

∫ 0

−∞
dx

∫ +∞

z

f(x,
t

x
)
1

x
dt+

∫ +∞

0

dx

∫ z

−∞
f(x,

t

x
)
1

x
dt =

=

∫ +∞

z

(∫ 0

−∞
f(x,

t

x
)
1

x
dx

)
dt+

∫ z

−∞

(∫ +∞

0

f(x,
t

x
)
1

x
dx

)
dt

Ora risulta

FZ(z) =

∫ +∞

z

G(t)dt+

∫ z

−∞
D(t)dt dove

G(t) =

∫ 0

−∞
f(x,

t

x
)
1

x
dx, D(t) =

∫ +∞

0

f(x,
t

x
)
1

x
dx

e quindi, per il teorema fondamentale del calcolo integrale

fZ(z) =−G(z) +D(z) = −
∫ 0

−∞
f(x,

z

x
)
1

x
dx+

∫ +∞

0

f(x,
z

x
)
1

x
dxdx =

=

∫ +∞

−∞

1

|x|
f(x,

z

x
)dx.

Concludiamo con la formula del cambio di variabile negli integrali
multipli, utile per il calcolo della densità di una trasformazione vettoriale
di una variabile aleatoria vettoriale.
Sia Ψ : R2 → R2 : Ψ(u, v) = (α(u, v), β(u, v)) biettiva in un dominio
aperto D, con α, β ∈ C1(D). Allora, per ogni A ∈ R2 aperto∫ ∫

A

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
Ψ−1(A)

f(α(u, v), β(u, v)) det

(
αu(u, v) αv(u, v)
βu(u, v) βv(u, v)

)
dudv

COME SI APPLICA? Consideriamo la seguente trasformazione{
U = g(X,Y );

V = h(X,Y )

Sotto opportune condizioni, se è nota la densità f(x, y) del vettore (X,Y )
allora la densità del vettore (U, V ) vale

f(U,V )(u, v) = f(α(u, v), β(u, v)) det

(
αu(u, v) αv(u, v)
βu(u, v) βv(u, v)

)
dove la trasformazione Ψ : R2 → R2 : Ψ(u, v) = (α(u, v), β(u, v)) è la
trasformazione inversa di ∆ : R2 → R2 : ∆(x, y) = (g(x, y), h(x, y))
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Esercizio 1.3. (II-eso-2018)
Si consideri il vettore aleatorio (X,Y ) con densità congiunta:

f(x, y) = λ2xe−λx(y+1), x > 0, y > 0.

(i) Trovare le densità marginali di X e Y . Calcolare inoltre la densità
condizionale di Y dato {X = 1} e E[Y |X = 1].
(ii) Calcolare la legge congiunta del vettore aleatorio (U, V ), dove U = X

e V = XY . U e V sono indipendenti?
(iii) Calcolare la densità della v.a. Z = U

U+V e P (Z ≤ 1
2 |Z > 1

4), essendo
(U, V ) il vettore di cui al punto precedente.

(i) Calcoliamo le densità marginali

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy =

{
0 x < 0;∫ +∞
0 λ2xe−λx(y+1)dy x ≥ 0.

Quindi per x > 0 si ha

fX(x) = λe−λx

∫ +∞

0

λxe−λxydy = λe−λx.

Analogamente

fY (y) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dx =

{
0 y < 0;

λ2
∫ +∞
0 xe−λx(y+1)dx y ≥ 0.

Quindi per y > 0 si ha

fY (y) = λ2

∫ +∞

0

xe−λx(y+1)dx =
λ2Γ(2)

(λ(y + 1))2
=

1

(y + 1)2
.

La densità condizionale di Y dato {X = 1} ha la seguente espressione

fY |X(y|1) =
f(y, 1)

fX(1)
=

{
0 y < 0;
λ2e−λ(y+1)

λe−λ y ≥ 0.

Quindi per y > 0
fY |X(y|1) = λe−λy

ovvero è una densità esponenziale di parametro λ. Di conseguenza E[Y |X =
1] = 1

λ .
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(ii) Cominciamo col calcolare la densità congiunta del vettore aleatorio
(X,XY ) = ϕ(X,Y ), ove (u, v) = ϕ(x, y) = (x, xy). Applicando il cambio
di variabili, si ha:

u = x, v = xy

e
x = u, y =

v

u
,

ovvero ϕ−1(u, v) = (u, v/u).
La matrice Jacobiana di ϕ−1 è:

Jϕ−1(u, v) =

(
1 0

−v/u2 1/u

)
e |det(Jϕ−1(u, v))| = 1/u. Pertanto, la densità del vettore (X,XY ) è:

g(u, v) = λ2ue−λu( vu+1) · 1
u
= λ2e−λ(u+v)

Poiché si può scrivere

g(u, v) = λe−λu · λe−λv

le due v.a. X e XY sono indipendenti esponenziali di parametro λ.
(iii) Notiamo intanto che Im{Z} = [0, 1] e quindi la funzione di ripartizione
di Z è nulla per z ≤ 0 ed è 1 per z ≥ 1. Per z ∈ [0, 1] si ha

FZ(z) =P

(
U

U + V
≤ z

)
= P

(
V ≥ (1− z)

z
U

)
=

=

∫ ∞

0

λe−λudu

∫ ∞

(1−z)
z u

λe−λvdv =

∫ ∞

0

λe−λue−λ (1−z)
z udu =

∫ ∞

0

λe−λu
z du = z.

Di conseguenza Z è uniformemente distribuita nell’intervallo [0, 1].
Infine

P

(
Z ≤ 1

2
|Z >

1

4

)
=

P
(
1
4 < Z ≤ 1

2

)
P
(
Z > 1

4

) =
1
2 −

1
4

1− 1
4

=
1

3
.


