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Esercizio 1.1. (I-es0-2017)
Si consideri la funzione

el >kekm=0,1,...
0 altrimenti

(i) Dopo aver wverificato che p(k,m) é la densita congiunta di una v.a.
discreta bidimensionale (X,Y), calcolare P(Y < X) e trovare la densita di
U =max(X,Y).

(1i) Trovare le densita marginali di X eY, e calcolare E(X), E(Y),Var(X)
e Var(Y); si tratta di distribuzioni note? X e 'Y sono indipendenti?

(111) Trovare la densita condizionale di X dato Y = m.

Soluzione
(i) Si ha:
I B e 2 s = 1
Zp( ,m) = Z (m— k) © ZZ Kl(m — k)]
k.m km>0m>k k=0 m=
_ .2\ _ 2\ A N4
= ¢ Zk'z(m_k)!—e Zkvzjl
k=0 m=k k=0 j=0
=1
ZGZZH e=eZ-¢ e=1,
k=0

e quindi p(k, m) € la densita congiunta di una v.a. discreta bidimensionale
(X,Y).

Siccome nella definizione di p(k,m) compare il vincolo m > k, allora la
densita e nulla per m < k, ovvero P(Y < X) = 0. Quindi, con probabilita
1, risulta max(X,Y’) =Y, la cui distribuzione & trovata al punto successivo.
(ii) Per £k =0,1..., si ha:

-2 o0

00 o2 e 1
px(k) = plkm) =) Kim— k) Kl 2 (m — k)!
m m=k m=Fk

e quindi X ha distribuzione di Poisson di parametro 1.
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Per quanto riguarda Y, si ha per m =0,1,---:

-9 _9 m

_el(m e
m) k m! ’

e quindi Y ha distribuzione di Poisson di parametro 2. Pertanto, ricordando
le formule per media e varianza di una v.a. di Poisson, si ha che F(X) =
Var(X)=1e E(Y)=Var(Y) = 2. Infine, X e Y non sono indipendenti,

poiché ad esempio p(1,0) = 0 # px(1)py(0) = e le 2 =73
(iii) Fissato m =0,1,..., si ha:
p(k,m)
P kim) = :
X|Y( | ) py(m)

Quindi, per £k =0,1,..., si ottiene:

-2

kv(e 7! m 1N /1"
pxpy (klm) = T2 = (k) <§> <§) :

che & una legge B(m,1/2).

Esercizio 1.2. (I-es0-2017)

Due urne, A e B, contengono 10 monete. Precisamente: A contiene 5
monete difettose e 5 eque; B contiene 7 monete difettose e 3 eque. Vengono
estratte senza reinserimento 5 monete da una delle due urne. Qual ¢ la
probabilita che ve ne sia almeno una difettosa, sapendo che:

(1) Uurna scelta ¢ la A; U'urna scelta é la B;

(ii) lurna é scelta a caso tra A e B.

(11i) Sapendo che ¢é stata estratta almeno una moneta difettosa, calcolare
la probabilita che sia stata scelta "'urna A.

Soluzione

Se interpretiamo come “successo” 1’evento ”la moneta estratta e difettosa”,
si tratta di uno schema successo-insuccesso, da modellizzare con la dis-
tribuzione ipergeometrica, poiché le estrazioni sono senza rimpiazzo. In-
dichiamo con A l'evento "si sceglie I'urna A” e con B 'evento ”si sceglie
I'urna B”, e con X la v.a. che conta il numero di monete difettose pren-
dendo 5 monete senza reinserimento da un’urna prefissata.
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P(X = k|A) = @ (5 ’ k)
(5)
P(X = k|B) = (Z) (53;{)'

(i) Si ha:

Si richiede
(5> <5>
0 5
P(X>1|A)=1-P(X =0|A) = 1——2—2 = 1-1/252 = 251 /252 = 0.9960317

Analogamente:
P(X>1B)=1-PX=0B)=1-0=1
(ii) Per la formula delle probabilita totali:
P(X>1)=P(X >1|A)P(A)+ P(X > 1|B)P(B) =
:%(0.9960317 + 1) = 0.997966

(iii) Per la formula di Bayes:

P(X > 1|A)P(A)
P(X > 1|A)P(A) + P(X > 1|B)P(B)

~0.5-0.9960317  0.9960317
0 0.997966 0.997966

Esercizio 1.3. (I-es0-2017)

St lancia ripetutamente un dado truccato, in modo che la probabilita che
esca 6 tn un lancio sia p, mentre la probabilita che esca una qualunque
faccia i # 6 sia (1 — p)/5. Indichiamo con T il numero di lanci necessario
per ottenere 6 per la prima volta. Sapendo che P(T < 4) = %,

(i) trovare p e quindi la distribuzione di T, e calcolare la probabilita che in

4 lanci del dado esca 3 volte la faccia 2.

P(AIX > 1) =

= 0.4990308
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(i1) Si lancia ora una moneta equa, e sia S il numero di lanci necessario per
ottenere Testa per la prima volta. Trovare la distribuzione di S e calcolarne
media e varianza.

(i1i) Trovare la densita congiunta P(T =k, S = h), k,h = 1,2..., ¢
calcolare

P(T=3,5>2)eP(T+S>3|T<2).

(1v) Calcolare cov(4(S +1T),S).

(v) Calcolare P(S/4 > T).

Soluzione

(i) T ha distribuzione geometrica modificata di parametro p incognito,
ovvero P(T = k) = p(1 — p)* !, k=1,2,...; dalla teoria si sa che P(T >
4) = (1 — p)4, pertanto P(T" < 4) = 1 — (1 — p)*. Imponendo che tale
quantita sia uguale a 65/81, si ottiene p = 1/3.

Quindi, in ogni lancio, la probabilita che il dado dia 6 € 1/3, mentre la
probabilita che esso dia una qualunque faccia ¢ # 6 ¢ 2/15. Il numero di
volte,V, che esce la faccia 2, lanciando il dado 4 volte e una v.a. binomiale
di parametri 4 e 2/15; pertanto:

P(V =3) = (g) (2/15) - (13/15) = 0.0082173

(ii) S ha distribuzione geometrica modificata di parametro 1/2. Quindi,
P(S=h)=(1/2)", h=1,2,...; dalla teoria si sa che E(S) = 1/(1/2) = 2
e Var(S) = (1-1/2)/(1/2)%) = 2.

(iii) Siccome T ed S sono indipendenti, si ha P(T — k,S = h) = P(T =
k)P(S = h) e quindi

P(T=3,8>2)=P(T=3)P(S>2)=3(2/3)%*(1-1/2)*=1/3.

Inoltre

PT+S>3T=1) P(S>2T=1
P(T+5S>3T<2)= ( P <) ) _ (P(Tzl) )

_PS>29pT=1) _ (/22073 _, ),
P(T =1) 1/3 |

(iv) Si ha:
cov(4S +T,S) = E[(4S +T)S] — [AE(S) + E(T)|E(S)
= E(4S*) + E(T)E(S) — 4E*(S) — E(T)E(S) = 4Var(S) =4-2 = 8.
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(v) Si ha:

I lass, 1y 2,
=3 L5
1 1. 1.2°¢% 11 1
PO e U

— (1/(32-3))- (32-3)/(32 -3 — 2) = 1/94 = 0.010638.
Esercizio 1.4. (1.68, Abundo)

Si consideri la v.a. bidimensionale discreta (X,Y) con densita:

2x+ykg25

p(x,y) = z,y € NU{0}

!yl e’
(i) Trovare le densita marginali di X e Y. Si tratta di densita note? X e
Y sono stocasticamente indipendenti?

(ii) Calcolare cov(X +1,Y + 1), E(X —2Y) e Var(X —2Y).

(iii) Trovare la densita di Z = X +Y e calcolare P(Z > 3).

(iv) Per h,k € INU{O} con h > k, calcolare P(X = k|Z = h); in particolare
calcolare P(X = 1|Z = 2). Condizionatamente a Z = h, che cosa si puo
dire riguardo alla distribuzione di X7

Soluzione
(i) Osserviamo che p(x,y) puo essere scritta come
259
p(z,y) = — J¢ 0 M€ INU {0}

Pertanto, si ha, per xt =0,1,2,---:

=, 275 2T SR Y
pX($)=P(X:$)_Zx,,€7:€7g —
= T Svar

_72x . B 2T
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e quindi X ~ Poisson(2). Analogamente, per y =0,1,2,---

=275V 259 o= 27

py(z) = P(Y =y) xz:% 1 e e i 2 =
5Y y
e T2 6—55_
y! y!

e quindi X ~ Poisson(5). Le v.a. X e Y sono stocasticamente indipen-
denti, essendo p(z,y) = px(z)py (y), e quindi cov(X,Y) = 0.
(ii) Poiché per ogni a, b, si ha

cov(X +a,Y+b)=F[(X+a—EX+a)(Y+b—FEY +0b))] =
ZE[(X = B(X))(Y — B(Y))] = con(X.Y),

allora cov(X +1,Y + 1) = cov(X,Y) = 0. Inoltre, ricordando che, sia la
media che la varianza di una v.a. con distribuzione di Poisson di parametro
A sono uguali a A, si ottiene F(X —2Y) = E(X)—-2E(Y)=2—-2-5 = —8§;
inoltre, siccome X e Y sono indipendenti (e quindi anche X e —2Y lo sono),
si ha Var(X —2Y) = Var(X) + Var(=2Y) = Var(X) + (=2)*Var(Y) =
244-5=22.

(iii) Ricordando che la somma di v.a. indipendenti di Poisson, di parametri
A e u, rispettivamente, ha distribuzione di Poisson di parametro \ + p, si
ottiene che Z ~ Poisson(7) e quindi

P(Z>3)=1-P(Z=0)-P(Z=1)—-P(Z=2)—P(Z=23)
=1—e "(1+7+7%/20+7/3) = 0918
(iii) Per h > k, si ha

. P(X=kX+Y=h) PX=kY=h—k)
PR=RI = =" =~ Pz-h

(essendo X e Y indipendenti)

2k 5h—k 7h
-24 -5 -7t
F K m—mj/FfJ
o kN =k \k) Tk ok k) A\ T 7

Pertanto, condizionatamente a Z = h, la v.a. X ha distribuzione binomiale
di parametri h e 2/7.
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Per k=1 e h = 2, si ottiene

Esercizio 1.5. (1.7} Abundo)
Si consideri la variabile aleatoria bidimensionale (X,Y) € {—1,2}x{-1,1,2}
tale che:

PX=-1Y=-1)=P(X =2,Y = —1) = ¢/12,
P(X=-1,Y=1)=P(X =2,Y =2) = ¢/6,
P(X=-1Y=2)=P(X=2Y =1) =c¢/4,

dove ¢ > 0 e una costante.

(i) Dopo aver determinato c, trovare le densita marginali di X e di Y. Le
v.a. X eY sono indipendenti?

(ii) Calcolare E(X), E(Y), Var(X), Var(Y).

(11i) Determinare la densita discreta di Z = X +Y.

(iv) Determinare la densita discreta di U = min(X,Y).

Soluzione
(i) Dovendosi avere » ;o 191D jcq 112 P(X =0, Y = j) = 1, si ottiene
2¢(1/1241/6+1/4) =1, da cui ¢ = 1. Quindi:

P(X=-1Y =-1)

P(X =2Y =-1)=1/12,

PX=-1,Y=1)=P(X=2Y=2)=1/6,
PX=-1,Y=2)=P(X=2Y=1)=1/4.
Si ha poi:
P(X=i)= ) PX=iY=)),
je{-1,1,2}
per cui:

P(X =-1)=1/12+1/6+1/4=1/2, P(X =2)=1/1241/441/6 = 1/2.
Analogamente:

P(Y=j)= > PX=iY=j),
ic{—1,2}
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per cui:
PY=-1)=1/1241/12=1/6, P(Y =1)=1/6+1/4 =5/12,

P(Y =2) =1/4+1/6 = 5/12.

Siccome § = P(X =-1,Y =1)#P(X =-1)P(Y =1) =4 -3 =2, le

v.a. X e Y non sono indipendenti.

(i) Si ha:
E(X)= Y i-P(X=i)=(-1) Ligl 1
o e 2 2 2
ie{—1,2}
Ex)= Y 2 P(X=i)=1 Lyp 1.5
e{—1,2} 2 2

=

je{-1,1,2)
1 5) 5) 9
E(Y?) = 2. — )= (=1)2.24+12. Z 4 92. = _Z
(Y7) Z I PY =g)= (1) AT o+ 2 o=
je{-1,1,2}
da cui Var(Y) = E(Y?) - E*(Y) =5 -3 =12

(iii) Osserviamo che Z € {—2,0,1,3,4}. Si ha:
P(Z=-2)=P(X=-1Y=-1)=1/12, P(Z=0)= P(X = —1,Y =1) = 1/6,
P(Z=1)=P(X=-1Y=2)+P(X=2Y =—1)=1/4+1/12 = 1/3,
P(Z=3)=P(X=2Y =1)=1/4, P(Z=4)= P(X =2,Y = 2) = 1/6.

(iv) Per la variabile U = min(X,Y), procediamo analogamente a quanto
fatto sopra. Osserviamo che U € {—1,1,2}; si ha:

PU=-1)=P(X=-1Y =-1)4P(X =-1,Y = )4+P(X = —1,Y = 2)

FP(X =2Y = —1)=1/124+1/6 + 1/4+ 1/12 = 7/12,
PU=1)=P(X=2Y=1)=1/4, PU=2)=P(X =2,Y =2) = 1/6.
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Esercizio 1.6. (1.76 Abundo)

Siano X e Y due v.a. indipendenti e con distribuzione di Poisson di
parametri %11”13 € %ln 3, rispettivamente.

(i) Calcolare p= P(X +Y < 1/5).

(11) Si lanciano ripetutamente due monete truccate, My e Ms; la probabilita
che My dia testa e p, mentre la probabilita che My dia testa e 1—p, dove p €
la probabilita calcolata al punto (i). Sia T il numero di lanci necessario per
ottenere testa per la prima volta, lanciando la moneta M, e S il numero di
lanci necessario per ottenere testa per la prima volta, lanciando la moneta
M. Trovare le distribuzioni di T ed S e calcolarne media e varianza.

(i1i) Trovare la densita congiunta P(T =k, S = h), k,h = 1,2..., ¢
calcolare

P(T=3,5<2)eP(T+S5=2|5<2).

() Trovare la densita di Z =T + S e calcolare cov(2Z,35).

(v) Calcolare P(T < 35).

Soluzione

(i) Ricordando che la somma di v.a. di Poisson indipendenti ha ancora
distribuzione di Poisson, avente come parametro la somma dei parametri,
si conclude che X +Y ~ Poisson(In3). Pertanto, p = P(X +Y <1/5) =
P(X+Y =0)=e13=1/3

(ii)) 7" ed S sono v.a. geometriche modificate di parametro p = 1/3 e
1 — p = 2/3, rispettivamente. Pertanto, E(T) =1/p =3, Var(T) = (1 —
p)/p* =6;E(S) =1/(1-p)=3/2, Var(S) = (1 - (1-p))/(1 —p)* = 3/4.
(iii) Naturalmente, possiamo supporre che S sia stocasticamente indipen-
dente da T. Allora P(T' =k,S =h) = P(T = k)P(S = h) e quindi

1/2\° 2
P(T:S,S<2):P(T:3,S:1):§(§> .5288;1

Inoltre
P(T+S5=25=1)
P(S=1)

PT+S5S=25<2)=PT+5=2[5=1)=

_PT=1) 1/3

P(S=1) 2/3
(iv) Se Z =T + S, allora Z € {2,3,...} e dalla formula di convoluzione,
visto che T ed S sono indipendenti, si ha per i =2,3,---:

P(Z =) = ZZ_:P(T _RP(S —i—k) = i% (g)k_lg (%)HH _

1/2.
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(si osservi che deve essere i — k > 1, pertanto k deve variare tra 1 e i — 1)

i—1 k-1 i I R
Z (2) (1) Lkl — 2 (1) .32 Z % . gh-1
£ \3 3 9\3 35

1

i 1—1 i i—2 i .
1\’ 1\’ 1\’ [1-21
=2 = 2l =2 = 2" =22
3 3 3 ~1

2
9

Infatti:

() %) - (o 2em1) (- 0-)

= 4/3—2(1/6) = 1.

Si ha:

cov(2(T + S),35) =E[6(T + S)S] — 6E(T + S)E(S) =
=6[E(TS) + E(S*) — E(T)E(S) — E*(S)]

=6Var(S)=6-

Y

A~ W
| ©

in quanto E(TS) — E(T)E(S) =0, essendo 1" ed S indipendenti.
(iv) Si ha:

P(T < 35) ZPT<3I<; (S = k).
Intanto,P(T<3k):P(T§3k—1):1—P(T>3k—1):1—(1—

1/3)3k—1'
Quindi:

P(T < 35) ZPT<31<; (S =k)
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i /N ©
<2 1_3 7 N
/N — oo_&
7 1M ~
SN, — 2Nl
~——— % o o
~ o — ~__ |
-l N N— - —
| - mz__ I
%\:/ mZh 4‘ kk
VR
(i Kap) A len . =™
N——— _ — | .
T T ol
N
—~ Nen 8 A
8 A N———
Zl o~ ae
[ N |
a | | —
—

= 0.671

49
73

81 —173
73

1—8/81_1> 1_3(

o



