Analisi Matematica
Foglio di esercizi n. 7
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Tracciare il grafico della funzione

V2 — 22

11—z

flz) =

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti, i punti di non derivabilita, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

Il dominio ¢ D = [0,1) U (1,2]. La funzione vale zero in z = 0 e x = 2, & negativa in (0, 1), ed

e positiva in (1, 2). Inoltre
V2r —a?

lim = Foo.

=1t 1 —=x

La funzione ¢ derivabile in (0,1) U (1,2),

, B 1
i) = (2x — x2)12(x —1)%

Studiando il segno di f’ abbiamo che la funzione ¢ crescente in [0, 1) e in (1, 2]. Quindi il punto
x = 0 e di minimo relativo mentre x = 2 ¢ un punto di massimo relativo. Non ci sono punti di
massimo o minimo assoluto.

Inoltre
1 — 6z + 322

(@) = (20 — a2)3/2(x — 1)3

e studiando il segno di f” abbiamo che la funzione e convessa [1 —+/2/3,1) ein [1 4+ /2/3,2]
ed e concava in [0,1 —+/2/3] ein (1,14 +/2/3]. Ipuntiz =1—/2/3 ex =1+ 1/2/3 sono
dei flessi.
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Esercizio 1.b. Tracciare il grafico della funzione

2?4 -4
f($)— (.T—2)2

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti, i punti di non derivabilita, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

Il dominio & D = R\ {2}. La funzione & positiva in (—oo, —2v/2) e in (2v/2, +00), si annulla in
r =0, in x = £2v/2. Per || — +o0, la funzione tende a 1 e quindi l'asintoto a +o00 & y = 1.
Inoltre

|22 —4] —4

lim %
o2t (z— 2)2 >

La derivata prima e

4(x —4)
————% sex € (—00,—2)U(2,+00),
fay=< 42
CED)E se x € (—2,2).

La funzione non ¢ derivabile in —2 dove ¢’¢ un punto angoloso

3 1

(=2)=—2 e fl(-2)=-.

fl-2)==2 e F-D=¢

Dal segno della derivata prima si ha che f e crescente in [—-2,0] e in (2,4] ed e decrescente in

(—o0,—2], in [0,2) e in [4, +00). Il punto x = 4 ¢ di massimo assoluto e il punto z = 0 ¢ di

massimo relativo. Il punto x = —2 & di minimo relativo e non ci sono punti di minimo assoluto.
La derivata seconda e

8z = 5) —00, — 00
() = (IS(_xzj)L . se x € (—00,—2) U (2, +00),
“woon se r € (—2,2).

Dal segno della derivata seconda si ha che f ¢ convessa [—2, —1] e in [5, +00), mentre ¢ concava
in (—oo,—2],in [—1,2) ein (2,5]. I punti z = —1 e = 5 sono dei flessi.
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Esercizio 2.a. Determinare il polinomio di Taylor centrato in g = 1 di ordine n = 3 della

funzione
x
f(@) = log (2 _ﬂ) |

Ponendo x =t + 1, abbiamo che

log (2 _xﬂ) = log(1+t) —log(2 — (t +1)%)

= log(1 +t) —log(1 — (2t + %))

23 o (26 4+12)% (2t +t2)? 3
—t—§+§+(2t+t)+ 5t + o(t”)
1 s (1 8\ 5 5

=(1+2)t+ I (24 t° +o(t”)

5t? 3 3
:3t+7+5t + o(t°).
Quindi
T3(z) =3(x — 1)+

Esercizio 2.b. Determinare il polinomio di Taylor centrato in zy = 0 di ordine n = 4 della
funzione ,

6—1‘
(1—2x)(22+1)

fx) =

Abbiamo che

—x2 4

¢ = (1 — 4+ % + 0(x4)> (1422 + (22)2 + (22)® + (22)* + o(2?))

(1 —2x)(x2+1)

(1 =2 + 2" + o(z?))
=1+20+(4—-1-1)2*+(8-2-2)2"

1
+<§+16+1—4+1—4)$4+0(x4)
4

21x

=142+ 222+ 423 + 5

+ o(z).

Quindi

2124
Ty(z) = 1+ 20 + 22% + 42° + ; .




Esercizio 2.c. Determinare il polinomio di Taylor centrato in zyp = 0 di ordine n = 5 della
funzione

_ log(cos(x))
T = T ey

Dato che la funzione e pari, i coefficienti delle potenze dispari di x sono zero. Basta cosi
sviluppare fino all’ordine 4:

log(cos(z)) _ log (1 -5
1 + sin®(z) (

)) -i(-2+ o(x2))2 + o(ah)

1+ 22 4 o(2?)

Quindi

Esercizio 2.d. Determinare il polinomio di Taylor centrato in zy = 0 di ordine n = 4 della
funzione

_arctan(z — ?)
==

Abbiamo che

arctan(z — z?)

bl ) (- B o)1 2 )

2
(¢~ ; a4 o(ah)) (1- 37:”2 +oa"))
—a—a? (=5 - 2)e+ (145)at + oe)
Quindi
T4(:):):x—x2—116x3 57554



Esercizio 2.e. Determinare il polinomio di Taylor centrato in zyp = 1 di ordine n = 3 della
funzione

Ponendo =z =t + 1, abbiamo che

¥ = exp((1+1t)log(1l +1))
(1+4¢ (t——+§+o(t3)>)

(

( 2 3 4
<t+t——t—+t—+o(t4)>
(

= exp

12
=1+ t+— ——+o(t3)> +%<t+§+o(t2)>2
F ot +o(0)° + o)

11 11 1
=1+t (— —)t2 (—— - —)t3 t3
Tt (gtg)t (-5 t3 15 + o(t%)
t3
:1+t+t2+§+0(t3).

Quindi

(r=1)°

Ty(z)=1+(x—1)+(z—1)*+ 5

Esercizio 2.f. Determinare il polinomio di Taylor centrato in zq = 37/2 di ordine n = 4
della funzione
f(x) =+/1+ cos?(z).

Ponendo x =t + 37 /2, abbiamo che

V14 cos?(z) = /1 + cos?(3m/2 4+ t) = 1/1 4 sin?(t)

_ \/1+ (t—§+o(t3)>2
_ \/1+t2—§+0(t4)

£ -5 olt!) (4 o(r))”

+ 5 g + o(t%)
2 Tt A
_1+§_ﬂ+0(t>
Quindi
_ 3m)2 T(x — 37)4
Ty(z) =1+ -] Te-3) +o((x — 37/2)%)



Esercizio 3.a. Calcolare )
. xarcsin(x) — x

lim .
220 /1432 -1
4

Per x — 0,
3
3
V1432t =1+ % + o(z?).

arcsin(x) = x + % +o(z%) e

Quindi
(E3
zarcsin(z) —x? x(m %+ O($3)> — 2
V1432t -1 1+ 32 4o(at) -1
1‘4
6 + 0(1’4)
= — =
37 + o(x*)
Ci4o(1) 16 1
=3 — ==
5+ o(1) 3/2 9
Esercizio 3.b. Calcolare
lim (xx —z 1 )
i = )
z—1 log?’(x) log(a?)

x—1 — 0elog(x) = log(l+1t) =1t— % + o(t?) Inoltre dall’es. 2.e,

Per v — 1, t =
2* =1+t +2+ L 1+ o(t?). Quindi

@t —r 1 2® — 2 — log*(x)
log®(z) log(x) log®(z)
Lt D o) — (L 4+t) — (-2 +o(t?)”
(t+o(t))?
B2 o) — (t— &+ o(1)
B 3+ o(t3)
2L o) — (2 — 1+ o(t?))
B 3+ o(t3)

B to(t)
B3+ 0o(13)
_ 3+o(1)

3
Tt 2



Esercizio 3.c. Calcolare

Notiamo che per x — +oo,

Inoltre ponendo t = 1/z — 0T,

. 1
22 cos(5/x) — (2 —x — 3)el/® = - (cos(5t) — (1 —t — 3t%)e")
1 25¢ 5 5 t? 5
—t—<1—7+0(t )~ (1—t— 3t )(1+t+§+o(t )))
CEestegea®

t2

Quindi il limite richiesto vale —9e.

Esercizio 3.d. Calcolare

lim (1 + sin(z) + log(1 — z + x2))1/m2 :

z—0

Per x — 0,

1/x?

(1 +sin(z) + log(1 — = + 2%)) M + 0($2)> v

= (1 + (@ + o(2?)) + (—z + 2?) — 5

1+ %2 + O(xz))
= exp <é log (1 + %2 + 0(x2)>>

= exp (% + 0(1)) — ye.

1/x?

|
VS



Esercizio 3.e. Calcolare

2 1
lim - .
z—7/4 (tan(x) -1 /2sin(z) — 1)
Sia t = x — /4, allora

V2sin(z) = V2sin(t + 7/4) = sin(t) + cos(t) = 1+t — ﬁ + o(t?)

tan(r) = tan(t + 7/4) = %Zigg = (1+t+o(t*)(1— (t+o(t?)))*
= (14+t4+o(t*)(1 4 (t +o(t*)) + (t + o(t?))* + o(t?))
=(1+t+o)(1+t+1>+0(t?)) = 1+ 2t + 2t* + o(t?).

Cosi, per t — 0, abbiamo che

2 1 2 1
tan(z) — 1 2sin(z) — 1 20+ 22 +o(t?)  t— L + o(t2)
2t — 17— 2t — 2t + o(t?) 3
B 2t2 + o(t?)

5
Esercizio 3.f. Calcolare

. 2%(cos(2sin(z)) — cos(2x))
lim - .
=0 5 + x2 — sin(z?) — x%e~®

Per x — 0, abbiamo che,

cos(2sin(x)) = cos <2x — %3 + O(x4))

1 3 2 1 3 4
=1- 5 <2x — % + 0(:64)) + 3 (2:6 — % + 0(m4)> + o(z)
_ Lo, o 4ot 4 1 4 4 4
—1—§<4x —?4—0@ ))+ﬂ<16x +o(x )>+0(x)
4 4
:1—2x2+%+0(x4).
Cosi

424 (296)2 (2:(:)4
22(cos(2sin(z)) — cos(2z)) v’ (1 — 22"+ — 1+

St 0(564>)
25 + 22 — sin(x?) — 2de~

25+ 2% — (2% — Z 4 o(26)) — 25(1 — z + o(x))
(- +oe")

4
A1) a0 +o@d 7

10



Esercizio 3.g. Calcolare

, 22 log?(sin(x) + 1)
lim - .
z=0t /1 + 2z log(z) — 1 — xlog(x)

Per x — 07, il numeratore ¢

2*log?(sin(x) + 1/x) = 2% (—log(z) + log(zsin(z) + 1))

1 1
:x2log < 1+ og(wsin(z) + ))
log(z)
2
:leog ( 1+10g1+x + o(z )))
log(z)
2
= 2% log® x( xljgo ))

:leog (z)(—1 4 o(1))?

Dato che zlog(xz) — 0, il denominatore ¢

1+ 2zlog(x) — 1 —xlog(z) = — S (2° log®(x))
2] 2
- L)
Quindi per x — 0"
2 log*(sin(z) + 1) _ @log?(x)(1 +o(1))
1+ 2zlog(z) —1— mlog(m) M + o(22log?(x))
1+ 0(1) B
= 7_% T o(1) — —2.

Esercizio 3.h. Calcolare
log?(z) (x + 4)®
z—+oo (z + log(x))* — z=+1’

Per x — 400, log"(z)/x — 0 per ogni n > 0 e quindi
(x + log(z))* = 2° (m log (1 + logz( )))
— 2% exp (x(log(:c) B log?(z) N 0<10g2(x)))>

T 212 2

11



= 2" exp <log(x) — log”(x) + O(log2(:c))>

2z T
_ et (1 B log;ggx) N O(logi(x)))
da cui segue che
log*(z) (x +4)° log?(z) 2" (1 + 1)

(z +log(z))* — z#+!1 ot (1 _ log;(w) + 0<10g2(r))> _ gatl

log®(x) (14 2y

log?(x) log?(x)
_log’(e) 4 O<g_)

1+ 24)
= 875‘3) — —2¢?,
—§+O(1)

12



Esercizio 4.a. Determinare quale punto P lungo la parabola y = 1 + 22 ha distanza minima
dal punto @ = (5,0)

Un generico punto P lungo la parabola y = 1 + 2% ha coordinate (x, 1 + 2?) con x che varia in
R. La funzione distanza di P da Q) e

f(z) = \/(:c—5)2+(1+x2—0)2
= V22 — 10z + 25 + 1 + 222 + 2*
= Vot + 322 — 10z + 26.

Osserviamo che f(x) > 0 per ogni x € R in quanto
(=52 +(1+2*)?>1+2%)*>1>0.

La derivata di f e
42® 4+ 62 — 10
f/(x> = 4 2 :
2v/xt + 322 — 10z + 26
Si nota che il numeratore si annulla in 1 e dividendo per (x — 1) si ottiene la fattorizzazione

42° + 6 — 10 = 2(x — 1)(22* + 22 + 5).

Dato che il 222 +2x+5 > 0 per ogni = € R se ne deduce che f’ & positiva in (1, +00) e negativa
in (—o0,1). Dunque f & crescente in [1,400) e decrescente in (—oo, 1] e possiamo concludere
che x =1 € un punto di minimo assoluto per la funzione distanza f.

Cosi il punto P di minima distanza da @ ¢ (1,1 + 1?) = (1, 2), il valore della distanza minima

e f(1) =+/20.
Esercizio 4.b. Determinare per ogni b € R, il numero di soluzioni dell’equazione

b (|x—1|)
— = exp :
T T

(@) = zexp ('x;”) |

II dominio di f & D =R\ {0}. Per z — +o0,

f(z) = 2@ V% = ge. eV = ge (1 —1/x +o(1/x)) = e(x — 1) + o(1).
Analogamente per r — —oo,
f(@) =20/ = g™t V" = ge (1 + 1 /2 + o(1/2)) = e Yz + 1) + o(1).

Quindi gli asintoti a +00 e —o0 sono rispettivamente y = e(x — 1) e y = e~ (x + 1). Inoltre

: |z — 1] , |z — 1|
lim xexp =400 e lim zexp = 0.
x x

z—0t z—0~

13



La derivata &

r—1\ z+1
exp se x € (1,+00),
x

1-— -1
exp( zx) xx se x € (—00,0) U (0,1).

Quindi f e crescente in (—00,0) e in [1,4+00) ed & decrescente in (0,1]. La funzione non &
derivabile in 1 dove c¢’¢ un punto angoloso con

fLA)=0 e fi(1)=2

Il punto x = 1 & di minimo relativo. Non ci sono punti di massimo o minimo assoluto.

3_
2_
y
1_
11' 1
0 1 2
X
_1_
_2_

—1
Grafico di f(x) = zexp <|x . |)

In base al grafico di f possiamo concludere che il numero di soluzioni dell’equazione data e

2 seb>1conz €(0,1)eay € (1,+00),
1 seb=1conxz =1, oppure se b <0, con z; € (—00,0),
0 se0<Db<1.
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