Analisi Matematica
Foglio di esercizi n. 9
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Calcolare

1 1
li :
230 (ew +e -2 * log (22 + cos(2x)))
Abbiamo che per z — 0,

1 1 1 1

+ = +
e +e®—2  log(z?+cos(2z)) 224 91”—; +o(z%)  log(l — 22 + % + o(z%))

Esercizio 1.b. Calcolare

1 x

lim ——— tsin(2t)e3 dt.

20 xlog(l + 22) /0 sin(2t)e
Sia N

F(z) = / tsin(2t)e* dt
0
allora per il teorema fondamentale del calcolo integrale F' & derivabile e F'(x) = x sin(2z)e3”.
Inoltre, dato che lin% F(x) =0, il limite e della forma 0/0 e applicando de L’Hopital si ha
T—

Jotsin(2t)e¥ dt F(x) H .. F'(x)
im =lim ————— = lim
z—0 xlog(l+ 22?) 20 wlog(1 + 22) 20 (xlog(l + 22))
rsin(2z)e3” , x(2z + o(z))(1 4+ o(1))
= i 2 e 2 2
70 log(1 + 22) + 245 @=0a% + o(a2?) + 22%(1 4 o(1))
i 22 F0@) 2

z—0 322 4+ o(z2) 3



Esercizio 2. Tracciare il grafico della funzione
f(z) = 2° + log |2* — 3|

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti, i punti di non derivabilita, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

Il dominio & D = R\ {#+/3} e la funzione & pari. Per |z| — +oo0,
f(z) =2*(1+o(1))
e quindi non ci sono asintoti per x — £oo. Inoltre

lim (z? +log|z? — 3|) = —c0.
lim_(a® + loga® 3

Per x # ++/3 la derivata prima e

20 2x(z® —2)

/ —
f(:c)-2:c+x2_3— o

Quindi f & crescente in (—v/3, —v/2], in [0, v/2] e in (v/3, +00) mentre & decrescente in (—oo, —v/3),
in [—\/5, 0] e in [\/5, v3). 1 punti 2 = ++/2 sono di massimo relativo e = 0 ¢ un punto di
minimo relativo. Non ci sono punti di minimo o di massimo assoluto.

Per x # ++/3 la derivata seconda &

vy 2zt —Ta? +6)
f (SL’) - (LL’2 o 3)2

La funzione & convessa in (—oo, —v/6], in [~1, 1] e in [v/6, +-00) mentre & concava in [—v/6, —/3),
in (—v/3,—1],in [1,v/3) e in (v/3,v/6]. I punti 2 = +£1 e = /6 sono dei flessi.
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Grafico di f(z) = 2° + log|z* — 3|




Esercizio 3.a. Calcolare

t+1
/ (x —1)2(x+1) dr.

Effettuando la divisione otteniamo

2t 41 w14 222
(x—1)2(z+1) (x =1 (z+1)

Inoltre la funzione razionale rimanente puo essere scritta come combinazione lineare di funzioni
razionali semplici:

22 A n B n C
(z—12z+1) z—-1 (x—12 2+1°

Moltiplicando a sinistra e a destra per (x — 1)? e calcolando il limite per z — 1 otteniamo

Analogamente moltiplicando a sinistra e a destra per (x + 1) e calcolando il limite per x — —1
otteniamo

Cosi
212 A Lo 1/2
(z—12x+1) z2-1 (z—-12 =x+1

e sostituendo ad esempio x = 0 otteniamo che A = 3/2. Quindi

/ (@ —5614);2:cl+ = / (x L :121 T —1 0 :clfl) de

2 et Sogle—1]— —— + Lioglo 1]+
= — = — 1| ———+ = log|x c.
g TTT OBl c—1 2%

Esercizio 3.b. Calcolare

T+1
/e +1
e +1

Posto t = e*, allora x = log(t) e dz = dt/t. Quindi
e’ +1 t+1 t+1
———dr= | ————dt = —— | dt
/e%+1 ) /t(t2+1) /(t(t2+1>)
1 1 t
= — — dt
/<t+t2+1 t2+1)

1 2
og(l+1t%) L
2

log(1 + €**)
2

= In |t| + arctan(t) —

= z + arctan(e”) +c.



Esercizio 3.c. Calcolare

| g™

Poniamo t = /x, allora t* = z, 2tdt = dz e

| e—ot=] i

:1/ BRSNS S
3) \t=3 t+3
1. |t-3

— Zlog |—=
51981 3| "¢

1 -3
:_log |\/§7| +C.
3 Vr+3

Esercizio 3.d. Calcolare

/1og(x + V1 +2?)da.

Integrando per parti si ha che

1 x xr
/0 log<w+vl+x2>dw=wlog<f+“”2)‘/H—m'(1+m> "

:mlog(x+v1+x2)—/\/1i72dm
T

=zlog(z + V1 +22) —V1+22+ec




Esercizio 4.a. Calcolare

4
/ eVe dr.
0

Posto t = \/x, si ha che t? = x e 2tdt = dz. Quindi

/aﬂﬂm=1/:%%m):2/aﬂt—ndhzﬂéu—1ﬂz:2@2+n.

Esercizio 4.b. Calcolare

/1 (2 — 2| — ) log(x) d.

Abbiamo che

[t =21 epostor o = [z )= eposto) ot [ (0 —2) o) oty

/2 log(x) dx — /12 2x log(z) dx — 2 /24 log(x) dx

2

= 2|z log(z) — xﬁ - [[tz log(x) — %]j -2 [x log(x) — x];l

:2@bgm—1y—@b&%—%)—Q@bg®—2—2bg®)

perché

/log(a:) dx = xlog(x) — /x(l/x) dr = xlog(x) —xz +c

/2:.17 log(x) dx = /log(x) d(z?) = 2 log(z) — /zz d(log(z))
= 2% log(z) — /1’2(1/1’) dx = 2% log(z) — % +c.



Esercizio 4.c. Calcolare

1
/ (v/3z — 1)? arctan |z| dz.

1

Dopo aver svolto il quadrato notiamo che la funzione dispari 2v/3z arctan |z| puo essere tolta
perché il suo integrale in [—1, 1] vale zero,

1 1
/ (v3z — 1)?arctan |z| dz = / (322 — 2v/3z + 1) arctan |z| dz
-1

/ (32 + 1) arctan(x) dr

/arctan d(z* + )
1 Y28+ 2
— 2/ arct 3 ]—2/
arctan(z)(z® + z) . T

1 1
:7T—2/ xd:)szﬁ—[xﬂ =7—1.
0 0

dx

Esercizio 4.d. Calcolare

+oo
/ e log(1 + €%) d.

o0

Sia t = e”, allora log(t) = x, dt/t = dz e

400 0 +00
/ e~ log(1 4 €®) dx = / e”log(1 + ") dx + / e "log(l +¢") dx
_ 0

(e} —00

1 +OOl 1 t
:/ log(1+t)dt+/ %dt
0 1

[+ 1) log(1+4) — 1]} + /m log(1 + £) d(—1/1)

log(1 + t)7+o° e
—2log(2) — 1+ | — =TV
0g(2) +[ t L +/1 irn

— 3log(2) 1+/+OO =S I
008 A |

=3log(2) — 1+ [log (#) ]:w = 4log(2) — 1.




Esercizio 4.e. Calcolare

+o0 1
/ L
log(2) Ve — 1

Sia t = v/e2* — 1, allora log(1 + %) = 2z, 2tdt/(1 + t*) = 2dz e

+eo 1 e too o
——dx = ——dt= [arctan(t)] =——
log(2) Ve —1 vi L1+t V3 2

og

wl 3
ol

Esercizio 4.f. Calcolare

xlog ( ) dx.
0
Integrando per parti, si ottiene
1 1
/ a:log d:): = log ( * ) d(x—)
0 0 2
x T Ya2 22 2
[ 5 e
2 2— o Jo 2 r  (2—1)?

S 1 2
_ — — 1
/02_$d1’ /0 <+x_2>dx
1

1
= [m+210g|m—2|} =
0




Esercizio 5.a. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/2 arctan(1//r) i

0 xe

al variare del parametro a € R.

Sia ‘
f(o) = arctan;al/\"/f).

Nell'intervallo (0,2], f & positiva e il punto da indagare ¢ 0. Per x — 0% abbiamo che

Fa)~ T2

xCL

e dunque la convergenza dell’integrale improprio si ha per a < 1.

Esercizio 5.b. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

+o0 t 1/3
/ arctan(1//x) i
1 ze
al variare del parametro a € R.
o (/97)
arctan(1l/+/x
flx) = ————.
x

Nellintervallo [1, +o0, f € positiva e il punto da indagare ¢ +00. Per z — 400 abbiamo che

CYyE 1

e - pat+l/3’

()

e dunque la convergenza dell’integrale improprio si ha per a + 1/3 > 1, ossia per a > 2/3.

rcizi .c. Discutere la convergenza dell’integrale improprio
Esercizio 5.c. D t | dell’int 1

4
T _ 1)e
/ &= 5,
al variare del parametro a € R.
Sia ( )
et — 1)@
@) ===

Nell'intervallo (0, 4], f & positiva e il punto da indagare & 0. Per z — 0%,

¢ 1/2
2¢  gl-a’




Quindi la convergenza dell’integrale improprio si ha per 1 —a < 1, ossia per a > 0.

Esercizio 5.d. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

al variare del parametro a € R.

Sia ( 0
et — a
f(z) = P —
Nell'intervallo [2, +00), f & positiva e il punto da indagare & +o00. Per z — 400,
eCLLB
~ (a—l)x.
fla)~ S =

Cosi la convergenza dell’integrale improprio si ha per a — 1 < 0 ossia a < 1.

Esercizio 5.e. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/+°° (r+2(@—1?

st — 1)@

al variare del parametro a € R.

Sia
 (z+2)(x—1)?
fle) = x(zt = 1)

Si noti che 2* — 1= (z — 1)(z + 1)(z* + 1) e f & positiva in (1, +00).
Dunque i punti da indagare sono due: 1 e +o00. Per x — 1,

3(x—1)72 C
f(ﬁ) ~ 4a(x — 1)a - (x _ 1)a—2'

Quindi, per la convergenza € necessario che a — 2 < 1 ossia a < 3. Per x — 400,

x3 1
fx) ~ platl — pda—2

Cosi, per la convergenza, 4a — 2 > 1 ossia a > %.
Imponendo le due condizioni, I'integrale improprio € convergente se e solo se % <a<?2.
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Esercizio 5.f. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

oo 1 _ 6—1/(1+x2)

o V|log(z)[*
al variare del parametro a € R.

Sia
1 — e—l/(l-l—mz)

1= ot

f & positiva in (1,400) in (0,1) U (1, +00) e dunque i punti da indagare sono tre: 07, 1 e +o0.

Per x — 0% abbiamo
1—e !

N S Thogae

Dato che 1/3 < 1, la condizione di convergenza in un intorno di 0" & soddisfatta per ogni a.

Per z — 1,
1 — e~ 1/(+2?) 1 — e~ 1/2

1) = et T @~ e 1

Cosi la condizione di convergenza in un intorno di 1 e soddisfatta per a < 1.
Per x — +o00,

f) /(2 +1) 1
x) ~ = :
a3 [log(z)|* «™/|log(x)|*
Dato che 7/3 > 1 la condizione di convergenza e soddisfatta per ogni a.
Quindi l'integrale improprio dato e convergente se e solo se a < 1.
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Esercizio 6.a. Determinare a,b € R™ tali che la funzione f(x) = sin(az) + b soddisfi le
seguenti condizioni: la media integrale di f in [—1,1] vale 4 e I’equazione f(z) = 4 ha almeno
due soluzioni in (—1,1).

La media integrale di f su [—1,1] &
1 1 1 1 1 !
—_ flz dx:—/ sin(ax d:z:—l——/ bdr=0+b=b — b=4.
1—(—1)/—1 (@) 2J (a) 2/

L’equazione f(xr) = 4 ¢ dunque equivalente a sin(ax) = 0 e cosl le soluzioni in (—1,1) sono
almeno due non appena a > 7. In tale caso x = 0 e x = m/a e x = —n/a sono soluzioni di

f(z) =4.

Esercizio 6.b. Fare un esempio di una funzione f integrabile in [—1, 1] tale che la funzione
integrale F'(z) = [, f(t) dt ha un punto angoloso in 0

Basta prendere una funzione integrabile che abbia un punto di discontinuita di salto in x = 0.

Ad esempio la funzione
1 sex >0,
o=

0 sex <O,

ha le proprieta richieste. Infatti f & integrabile in [—1,1] e per x € [—1,0),

F(z) = _jf(t)dt:/iOdt:O

e per x € [0, 1],
T 0 T
F(x):/ f(t)dt:/ Odt—l—/ 1dt =0+ [t = =.
-1 -1 0

Dunque

)0 sewxe€[-1,0),
Flw) = {x se z € [0,1],

che ha un punto angoloso in 0: F" (0) =1 e F’(0) = 0.
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