Analisi Matematica
Foglio di esercizi n. 8
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Calcolare
I cos(sin(4x)) — cos(3 sin(x))
im

20 log(e + x2) — e2*

Per x — 0, il numeratore e

cos(sin(4x)) — cos(3sin(z)) = cos(4x + o(z)) — cos(3(z + o(x)))

(- G ) (1 Gorekl

2

Mentre il denominatore e
log(e + %) — €2 =1+ log(1 + 2%/e) — 2’

:1+<£3+dﬁ0——u+2f+o@%)

e
1 — 2e)a?
= =2 + o(z?).
e
Quindi, per x — 0,
cos(sin(4x)) — cos(3sin(z)) —12% 1 o(a?) . Te
].Og(e + $2) _ e2x2 - (1—26)x2 + 0(1’2) 46 . 2

e

Esercizio 1.b. Calcolare
" (2 4 21/m)m _i_xlog(m)
im

Per x — 400, dopo aver diviso numeratore e denominatore per 3 abbiamo

ol/x _q plog(z)

(2 +2V/7) 4 glos@) (14 2==)" 4+ 22

(r-f-2)) " - G-))

Ora

log(2)/z _ 1\ a
(1+—=—)

) 27 —1\=
(1 3 ) 3

3z

(1 + log(2) + o(l/x))w — 182/ = /2,



Inoltre

log(x) )
ge = €XP (log (x) — xlog(S)) — e =0.

Infine

o(1- (1= 5) ") =1 - o (s102 (1 35)))

= m(l — exp (x( — # +0(1/m2)>>>
B 1—exp<— %+0(1/x)>
B 1/z

1 (1 ~L —i—O(l/x))

_ !
B 1/x 3

COSi, per T — —I—OO,
2 21/x T log(z) 3 2 0

(r-fm2))




Esercizio 2.a. Tracciare il grafico della funzione
f(z) = 2log(z® — 22 + 2) — |z|

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti, i punti di non derivabilita, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

Dato che 22 — 2z +2 = (z — 1)> + 1 > 0, il dominio ¢ D = R. Per |z| — +o0,
f(z) = —|z[ + 4log |z + o(1)

e quindi non ci sono asintoti a +oo.
Per x # 0 la derivata prima e

2 —6x+6
~ 29,9 se z € (0,4+00),
fla)= s 1=
x?—2x+2 9
T4+ 2x — 2 e ( 0)
2oy TEl0l)

Quindi f & crescente in (—oo, —1 — /3] e in [3 — /3,3 + /3] mentre & decrescente in [—1 —
V3,3 — /3] e in [3 + /3, 4+00). La funzione non & derivabile in 0 dove ¢’ un punto angoloso
con

fr0)=-1 e fi(0)=-3.

Il punto x = —1 — V3 ~ —2.73 & di massimo assoluto e x = 3 + /3 ~ 4.73 & un punto di
massimo relativo, mentre z = 3 — /3 ~ 1.27 ¢ un punto di minimo relativo. Non ci sono punti
di minimo assoluto.

Per x # 0 la derivata seconda e

4x(2 — x)
(22 — 22 4+ 2)%

f'(x) =

La funzione & convessa in [0, 2] ed & concava in (—o0, 0] e in [2,+00). Il punto z = 2 & un flesso.
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Grafico di f(z) = 2log(z* — 2z + 2) — ||



Esercizio 2.b. Tracciare il grafico della funzione

3|

f(z) = arctan(1/x) + T+ 2

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti, i punti di non derivabilita, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

1 dominio ¢ D =R\ {0}. Abbiamo che

lim (arctan(l/x)—i— 3! ):O

z—+o0 1 -+ ;(,’2

e quindi y = 0 e 'asintoto a +o00. Inoltre

20+t 1422

lim (arctan(l/x)—l— 3zl ) :j:g.

Per x # 0, la derivata prima e

2(1 — 22?)
1 31— 2 0 se z € (0,400),
flx) =—
L+a22 (14 22)? 2a? — 2)
92 se € (—00,0).

Quindi f & crescente in (—oo,—v/2] e in (0,1/4/2] mentre & decrescente in [—+/2,0) e in
[1/v/2,+00). 1l punto z = 1/v/2 & di massimo assoluto e z = —+/2 & un punto di mas-
simo relativo. Non ci sono punti di minimo relativo.

Per x # 0, la derivata seconda e

8z(z* — 2)

m se x € (0, +OO),
f'(x) = ( |

4a(5 — 2*

m se x € (—OO, O)

La funzione ¢ convessa in (—oo, —/5] e in [v/2, +00), mentre ¢ concava in [—/5,0) e in (0, v/2].
Il punti x = —V/5 e x = /2 sono dei flessi.
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Grafico di f(z) = arctan(1/x) +

3|z]
1+ 22
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Esercizio 3.a. Calcolare

/tanz(x) dx.

Si ha che
/tan2(x) dr = /((tanz(x) +1)—1)dz =tan(z) —z +c.

Esercizio 3.b. Calcolare

/3x4+1d
T.
241
39:4+1_3(x4—1)+4_

2+1 2241
Quindi, per linearita,

Si ha che

3 4
-1 =32 -3 :
3(x )+$2+1 3x +x2+1

441 1
/Bx * dx:/szdx—/de+4/ dr = * — 31 + 4arctan(z) + c.
x?+1 x?2+1

Esercizio 3.c. Calcolare ,
/ ze® J
—  _dx
9 4 22°
Poniamo t = ex2, allora dt = "2z dx e

/ ze” 1/ dt arctan(t/3) arctan(e®” /3)

9 4 e2° T3

Fre- 6 T 6 ¢

Esercizio 3.d. Calcolare
[ lotiste)

X

Poniamo t = log(x), allora dt = dx/x e

/Mdm = /log(t)dt = tlog(t) — /td(l()g(t))

x
= tlog(t) —/ldt:tlog(t) —t+c

= log(z) log(log(z)) — log(x) + c.



Esercizio 3.e. Calcolare

/37 log(1 + z) dx.

Abbiamo che

/xlog(l + x)dx log(1 + ) d(2?/2) = 2;log(l +x)— % /xQd(log(l + 1))

:%210g(1+x)—%/13fxd$
zglog(l—l—x)—%/ixzf_:;ldx
:%210g(1+x)—%/(x—1)da?—%/lcfx
:%210g(1+x)—%2+2—w+0

Si noti che la funzione x log(1+x) ¢ definita per 1+2 > 0 e quindi nell'integrazione di 1/(x+1)
non occorre mettere il modulo all’argomento del logaritmo.

Esercizio 3.f. Calcolare

/etan(m)(sin(x) + cos(x)) .

cos?(x)
Poniamo t = tan(z), allora dt = dx/cos?(x) e

/ etan(@) (gin () + cos(z)) dp — / et (@ (tan(z) + 1) e

cos?(x) cos?(x)

:/et(t+1)dt:/(t+1)d(et)

:(t+1)et—/etdt:et(t+1—1)+c

= '@ tan(z) + c.



Esercizio 4.a. Calcolare

/2
/ sin?(z) cos®(x) d.
0

Poniamo ¢ = sin(x), allora dt = cos(x)dx e

/Ow/2 sin?(z) cos®(z) do = /0 /2 sin?(z)(1 — sin?(x)) cos(z) dx

Esercizio 4.b. Calcolare
/1/2 \/1—x+6d
- dz.
0 vV 1— .T2

Si ha che
1/2 /1 — 1/2 1
/ 7m+6 dr = < + 0 ) dx
0 m 0 \/1 +z \/1 — $2
1+ z)'/? . 1/2
= [17/2 +6 arcsm(a:)] ;

23/ 4+ —2=V6+7 —2.

Esercizio 4.c. Calcolare

¢ 1
/1 203+ log(@))2 &

Poniamo ¢ = log(x), allora dt = dz/x e

e dx Looat
/1 2(3+log(x))? /0 (3+1¢)2
1 11
=~ 574)s

1 1\ 1
4 3/ 12



Esercizio 4.d. Calcolare

1
/ (1 + 22%)e* dz.
0
Integrando due volte per parti, abbiamo che
1 1
/ (14 222)e2 dg = / (14 202)e2 d(e2 /2)
0 0

2x

:k1+zﬁﬁ—r—¥{/:%da+2ﬁ)
2102,

2 2 0

32 1 ) e2rq1
SRR

2 2 2 lo

€2 1 €2 1 9
e S |

5 59T 5 5=°¢

Esercizio 4.e. Calcolare

/7r |z|(cos(z) — 2sin(z)) da.

-7

Dato che la funzione |z| cos(z) ¢ pari e la funzione |x|sin(z) ¢ dispari,

™

/_: |z|(cos(z) — 2sin(x)) dr = 2 /07T z cos(z) dx = 2 /Oﬂ 2 d(sin(z))
= 2fsin(o)] " =2 [ sin(o) do

:0+2km@ﬂ0:—2—2:—4
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Esercizio 4.f. Calcolare

/07T (sin®(z) + cos®(z)) da.

La funzione cos®(z) & dispari rispetto al centro x = 7/2 dell'intervallo [0, 7]. Cosi [ cos®(x) dx =
0. Allo stesso risultato si arriva integrando direttamente: [ cos®(z) dz = [(1—sin®(z)) d(sin(z)) =

ig(x) + c. Inoltre sin?(z) = %(1 — cos(2z)). Quindi

/07T (sin®*(z) + cos®(z)) do = /07r sin®(z) dz + 0 = %/Ow(l — cos(2z)) dz
_ [x N sin(2x)]7r .

sin(x) —

2 4

o 2

Esercizio 4.g. Calcolare
2
/ log(4 + %) dz.
0
Integriamo per parti

2 2 2 2:[2
/Olog(4+x2)dx: [mlog(4+x2)}0—/0 L

= 2log(8) —2/02 (1 — m> dx
= 6log(2) — 2 [x —2 arctan(x/2)}z

=6log(2) — 4+ 7.

Esercizio 4.h. Calcolare

/6 1
/ dz.
o cos(x)

Poniamo ¢ = sin(x), allora dt = cos(x) dz e

/6 /6
/ ! dr = / 7CO§(€) dz
o cos(x) o 1 —sin“(z)

1 L+t\11/2  log(3)
_5[10g<1—t)}0 T2



Esercizio 5.a. Fare un esempio di una funzione f continua e strettamente crescente in
[0, +00) tale che la funzione integrale F(x) = [ f(¢) dt ha un asintoto obliquo per z — +ooc.

Ad esempio f(z) =1 — e * soddisfa le condizioni richieste. f'(x) =e™ >0e
F@):/qﬂﬂﬁ:i/(1—éﬂdt=ﬁ+éﬂ§:x+éﬁ—L
0 0
Per x — +o00,
Flz)=x4+e"—1=2z—1+0(1)

e quindi y = ¢ — 1 e 'asintoto obliquo di F' per x — 4o00.

Esercizio 5.b. Determinare il piu grande numero reale m tale che per ogni z > 1,

—1
em/‘lZmz .
r+1

Per x > 1, la disuguaglianza data e equivalente a

_ a4 T +1 S
flz)=e""——= 2m

quindi il numero cercato m ¢ l'estremo inferiore di f((1, +00)). Studiamo la monotonia di f in

(1, +00):

o€t erl L (w=1) = (z+1)  eY(2?-9)
e Sy o e P VR

Quindi f & decrescente in (1,3] ed & crescente in [3,+00). Quindi x = 3 & in punto di minimo
assoluto di f in (1, 4o00)e possiamo concludere che il pit grande numero m tale che vale la

disuguaglianza data e
m = f(3) = 234,
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