Analisi Matematica

Foglio di esercizi n. 6
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Tracciare il grafico della funzione

f(@) = (|z+ 1|+ 1)e'/®
specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti e i punti di non derivabilita.

Il dominio ¢ D = R\ {0} e la funzione ¢ sempre positiva. Per x — +o0,
fx)=(z+2)e*=(x+2)(1+1/z+0(1/z)) =2+ 3+ 0o(1)
mentre per r — —o0,
f(z) = —ze"® = —x (1 +1/z 4+ o(1/z)) = —2 — 1 4 o(1).

Quindi gli asintoti a 00 sono rispettivamente y =z +3 ey = —x — 1.

Inoltre

lim (Jz+ 1|+ 1)e* =0 e lim (jo+ 1]+ 1)e"* = +oc.
z—0

r—0—
Per x € D e x > —1 la derivata &

) 6l/x
f@) = @+ 1)@ -2) 5,
mentre per z € D e x < —1 la derivata e

1/z

la) = (1— o) —.

T

La funzione non e derivabile in —1 dove c¢’¢ un punto angoloso con

fr(=1)==2¢"" e fi(=1)=0.

Inoltre lim, - f'(x) = 0. Dal segno della derivata prima si ha che f & crescente in |2, +00) ed
¢ decrescente in (—o00,0) e in (0,2]. Il punto x = 2 ¢ di minimo relativo. Non ci sono punti di
massimo o minimo assoluto.
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Esercizio 1.b. Tracciare il grafico della funzione

1
f(z) = arctan (|x| + ;)

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti e i punti di non derivabilita.

Il dominio ¢ D = R\ {0}. Per || — +o0, la funzione tende a 7/2 e quindi I’asintoto a +oo &
y = 7/2. Inoltre

1
lim arctan <|x\ + —) =47
T

r—0T 2

Per x € D, la derivata prima e

(x —1)(z+1)
>0
P13zl T
f'(x) =
22 +1
—m se x < 0.

Dal segno della derivata prima si ha che f e crescente in [1, +00) ed & decrescente in (—o0,0)
e in [1,+00). Il punto x = 1 & un punto di minimo relativo. Non ci sono punti di massimo o
minimo assoluto.
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Esercizio 2.a. Tracciare il grafico della funzione
f@)=e +1—|af

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti, i punti di non derivabilita, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

Il dominio &€ D = R e la funzione & pari. Per x — to0,

f(z)=1—|z|+ o(1).

e quindi gli asintoti a +00 sono rispettivamente y =1 —x ey =1+ z.
La funzione & derivabile in R\ {0}, e per z > 0

flx) = —dze™ > — 1.

La derivata prima e sempre negativa per x > 0 e quindi f & decrescente in [0, +00) ed & crescente
in (—o00,0). La funzione non ¢ derivabile in 0 dove ¢’¢ un punto angoloso con

fL0)=1 fi(0)=-L

Il punto z = 0 & di massimo assoluto. Non ci sono punti di minimo assoluto.
La derivata seconda e ,
f(z) = 4e™* (42 — 1)

e studiando il segno di f” abbiamo che la funzione & convessa in [1/2,+00) e in (—o0, —1/2]
mentre e concava in [—1/2,1/2]. T punti x = —1/2 e x = 1/2 sono dei flessi.
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Esercizio 2.b. Tracciare il grafico della funzione

2|z)?
2 —4

fx) =

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti, i punti di non derivabilita, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

La funzione ¢ pari con dominio D = R\ {—2,2}. Per |z| — +o0,

2|z
Quindi gli asintoti a +0c0 sono rispettivamente y = 4+2x.
Inoltre 2laf?
) x
mligli 2 —4 = Foe
Per x > 0, la derivata prima e
_ 22%(2* - 12)

!
f (ZL’) - (1’2 _ 4)2
Si noti che la funzione ¢ derivabile in D (anche in z = 0) e per z € [0,2) U (2, 4+00),
fl2)>0e22>126 2> 2V/3.

Quindi per z > 0, f & crescente in [2v/3,4+00) ed & decrescente in in [0,2) e (2,2v/3]. I punti
z = £+2+/3 sono di minimo relativo mentre z = 0 ¢ un punto di massimo relativo. Non ci sono
punti di massimo o minimo assoluto.

Per z > 0 derivata seconda & ,
8x(z* 4 12)
" _ oy T e

e studiando il segno di f” abbiamo che la funzione & convessa in (2, +00). mentre & concava in
[0,2). Non ci sono punti di flesso.
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Esercizio 3.a. Calcolare

. m— 3arcsin(z/2)
lim .
e—v3 T — 3arctan(z)

I1 limite & della forma 0/0 e applicando de L’Hopital abbiamo che

3/2

. m—3arcsin(z/2) u .. 0- 1—(z/2) -3
lim = lim 3 = — 4.
e—v3 T —3arctan(z)  oov3 00— oo —3/4

Esercizio 3.b. Calcolare
m — 2arctan(5zx)

lim .
T——+00 6_2/x . /1 . %

Il limite ¢ della forma 0/0 e applicando de L’Hopital abbiamo che

10
i T 2 arctan(5z) Hop 0— 17552
T—+00 g 1 T—too 2072/ 1
e/ — \ I=2 a? 202y /1-1/a
1022 i 1

1

— lim —— - lim
x—+oo 1 + 253;‘2 T—>+00 26_2/95 . —
2¢/1-1/z

Esercizio 3.c. Calcolare
cos(m/x)

z—2+ (arccos(2/z))?’

Il limite ¢ della forma 0/0. Poniamo t = 2/x — 1~ (sostituzione non necessaria che pero
semplifica i conti) e applichiamo de L’Hopital:

cos(m/x) . cos(mt/2) w .. —(m/2)sin(nt/2)
+ (arccos(2/x))? B tl_1>r1r£ (arccos(t))? B t1—1>I1n* 2 arccos(t)
r—2 _ oo

V=12

= " lim sin(nt/2) - lim

4 t—1- t—1- arccos(t)
—2t

BT i 22 T =T

t—=1l" ——F— t—1— ’

4 L 4 4

V1-t2



Esercizio 3.d. Calcolare

. e 1
lim — .
-t ( m 1og<x>)

Dopo aver effettuato la sottrazione, il limite ¢ della forma 0/0 e applicando de L’Hopital si ha

e 1 _ imelog(x)—(e“"’—e)
(ew—e 1og<x>) 2 Tog() (e — o)

€ x
£ —e
x

lim
rz—1

2 lim
z—1 <=¢ + log(z)e”
) e —ze*

= lim
=1 e — e+ xlog(z)e”

H .. 0—e" —uze” —2e

= lim = =—1.
v—1e? — 0+ log(z)e® + e + xlog(x)e® 2e




Esercizio 4.a. Determinare il polinomio di Taylor centrato in g = 0 di ordine n = 3 della
funzione
f(z) = arcsin(z).

Le prime tre derivate della funzione f(x) = arcsin(x) sono
fi(z) = (1—a%)7"72
f'(@) = 2(1 - 2?72,
f”/(SL’) — (1 . (L’2)_3/2 + 3$2(1 _ $2)—5/2.

Per zo = 0 e n = 3 abbiamo che, per definizione,

3. k) o
k=0 ’

Esercizio 4.b. Determinare il polinomio di Taylor centrato in o = 0 di ordine n = 3 della

funzione |

f(x):\/ﬁ-

Ricordiamo che

(1+t)“:1+at+a 5+ o(t?).

(a—1) 5 ala—1)(a—2)
O 6

Allora, per t = 4z, a = —1/2 e n = 3 abbiamo che,
Ts3(r) = 1 — 22 + 62* — 202°.

Esercizio 4.c. Determinare il polinomio di Taylor centrato in xyp = 1 di ordine n = 4 della

funzione
a5
pr— 1 .
f(z) =log (2 — x)

Le prime quattro derivate della funzione f(z) = log (3% ) = log(z) — log(2 — ) sono

fla) =5+,
@) = =5+ G
@) = =+
fO@) = = +




Per o = 1 e n = 4 abbiamo che, per definizione,

()
Ty(z) = Z /o) (x—1DF=2(x—1)+ %(x —1)%

v
e~ K

Esercizio 4.d. Determinare il polinomio di Taylor centrato in zy = 0 di ordine n = 3 della
funzione

1
f('T) _ 9 _ et
Le prime tre derivate della funzione f(z) = 3—— sono
/ _ e
f (,’L') - (2 . 6_1,)27
v e 202
f (ZIZ’) - (2 . €_m)2 + (2 _ e_m)ga

e\ e " Ge— 2@ Ge 3%
f (x) - _(2 _ e_x)z - (2 _ e—:(:)?) (2 _ e—:c)4'

Per zo = 0 e n = 3 abbiamo che, per definizione,

L OIN 322 1327
k=0 ’

Esercizio 4.e Determinare il polinomio di Taylor centrato in xy = 7/4 di ordine n = 3 della
funzione

f(z) = tan(x).

Le prime tre derivate della funzione f(z) = tan(z) sono

f'(x) = 1 + tan*(z),
f"(z) = 2tan(z)(1 + tan?(x)) = 2tan(z) + 2 tan®(z),
" (x) = 2(1 + tan®(z)) + 6 tan®(x)(1 + tan*(z)).

Per zp = w/4 e n = 3 abbiamo che, per definizione,

3 p)
1) = 3 0 oy
k=0 )

=142 —7/4) +2(x —7/4)* + 2(1’ —7/4)%.
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Esercizio 4.f Determinare il polinomio di Taylor centrato in zp = 0 di ordine n = 4 della
funzione

f(x) = log(cos(z)).

Le prime quattro derivate della funzione f(z) = log(cos(x)) sono

oy —sin(z) an(x
f(l’)— COS(LL’) - t ( )7
f'(z) = =1 — tan*(2),
f"(xz) = —2tan(z) — 2tan®(2),
)

fW(z) = —2(1 4 tan®(x)) — 6 tan®(x)(1 + tan?(z)).

Per zyp = 0 e n = 4 abbiamo che, per definizione,

4
Ty(x) = Z f(lzl(o) ot
k=0 ’
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Esercizio 5.a. Calcolare
. arcsin(z) — sin(x)
im
=0  xlog(cos(x))

Dagli esercizi 4.a and 4.f abbiamo che per x — 0,

arcsin(x) — sin(z) (:c + %3 T o(x?’)) B (m B %3 + o(x3)> _ 3

xlog(cos(x)) - x( _ %2 + o(x2)>

Esercizio 5.b. Calcolare )
lim (tan(z))%-= .
z—7/4

Dall esercizio 4.e abbiamo che per x — 7, t =2 — 5 — 0e

(tan(2)) ¥ = (1+ 2(x — m/4) + oz — m/4)) =

= (1+ 2t +o(t))¥ = exp (4% log(1 + 2t + 0(t))>
n (520) e (o) e
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Esercizio 6.a. Fare un esempio di un polinomio az* — bz? con almeno due punti di flesso
tale che le rette tangenti in tali punti siano ortogonali.

Sia f(z) = az® — bx? con a e b coefficienti da determinare. Allora
f'(z) = 4az® — 2br = 22(2ax* — b), f"(z) = 12a2* — 2b = 2(6ax® — b)

quindi se b > 0ea > 0, x4 = \/6% er_ = —\/6% sono due punti di flesso. I coefficienti

angolari nei due punti sono: f'(zy) e f'(z_). Quindi le due rette tangenti sono ortogonali se
f'(xy) - f'(x—) = —1. Abbiamo che

b b

Flxy) fl(oo) = 20 (2022 — b) - 20 (202> — b) = —4@(5 - b) -

&
27a

Ad esempio possiamo prendere a = 8 e ricavare b = 3, cosi il polinomio
f(z) = 8x* — 322

ha le proprieta richieste. I punti di flesso sono x = 1/4 e x = —1/4 e le rette tangenti in tali
punti sono y = —x—l—% ey:x+%.

1A
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.
. .

IS

02_ ‘

3y .
. .
.
o

-1 -0,5 0]
-0,2 -

-0,4
-0,6 1

-0,8 1
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Esercizio 6.b. Fare un esempio di una retta y = mx + ¢ che sta tra il grafico di log(x) e il
2
grafico di 2?/4 ossia tale che Va > 0, log(z) < mz + ¢ < Z-.

La funzione f(z) = log(x) ¢ concava e quindi il suo grafico sta sotto le sue rette tangenti: per

ogni xg, > O:
r — 2o

log(z) <y = f'(xo)(z — o) + f(w0) = + log(xo)

Zo
Facendo qualche esperimento, ad esempio con Desmos, si scopre che la retta tangente per zo = 1
dovrebbe stare sotto il grafico della parabola g(x) = 22/4 (ci sono anche altri valori di z, che
vanno bene). Dimostriamo tale proprieta ossia che per ogni z > 0,

2
x—lg%@$2—4x+420©(z—2)220

che e vera.

-1 -

2
Ve > 0,log(z) <z —-1< :cz da fare
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