Analisi Matematica

Foglio di esercizi n. 4
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Calcolare "

lim —

im ——.
. 4nlog(n)
Riscrivo la successione come

n nlog,(n)
n _ 4n o8 — Yn log,(n)—nln(n)
AnIn(n) Ann(n) ’

Cosi per n — 00,

nlog,(n) — nn(n) = nln(n) (L _ 1) 5 —o0

In(4)
N— —
<0
e quindi
) n"
Jim e = O
Esercizio 1.b. Calcolare
(2n)!

lim ——=.

n—00 77,2”

Applichiamo il criterio del rapporto:

(2(n+1))! n?* (2n +2)(2n + 1) - n*"

(n+1)22 2n)  (n+ 12 (n+ 1)
= 2(271”7:11) : ((1 + %)n)_z —de? < 1.

2n)!
lim(n)

n—00 n2"

Possiamo cosi concludere che

= 0.
Osservazione: ancora con il criterio del rapporto si ha che

|
lim (8n)!

n—oo N2N

= —I—OO’

quindi il valore del limite di (;‘gg’ dipende dai numeri interi positivi A e B e non solo dal fatto

che si tratta di un rapporto tra un fattoriale e una potenza di n".




Esercizio 1.c. Calcolare

Ricordando che per a > 0,

T -1
lim & = In(a),
z—0 x
per n — oo,
n(61/n 31/n> 31/n . 2/ — 1 - 111(2)
~—~ 1/n
-1 < _
—In(2)
Esercizio 1.d. Calcolare
enlog(n—l—?))

lim ————.
n—soco enlog(n+1)

Abbiamo che

enlog(n+3) (’fl—|— 3)n (1 + %)n e3 )
1

eost )  (nr )n (14

Esercizio 1.e. Calcolare

Per n — oo,

Esercizio 1.f. Calcolare

Per n — oo,




Esercizio 2.a. Calcolare

2 arctan(2x3) — 23

250 z2(cos(3y/x) — 1)
Per x — 0 \
2arctan(2z%) — 28 4 TG N S
22(cos(3y/x) —1)  _9 1=cos(3y) —9.1 73

Esercizio 2.b. Calcolare

sy (5 -2)

Per n — oo,

(1 + sin(2/n)

1/3
| 2 5 ) ~Losine/m) 1
3 : = —. ' G
n ( 8 +sin(2/n) — 2) =1 sin(2/n) 2/n ~ 6
8 N —
—>\1r/3 -1

Esercizio 2.c. Calcolare
. log(2) —log(z)
lim .
T—2 \/__ \/5

Per z — 2,
1 log(1+ (2/x—1)) 2/xz—1
o82/a) _log(1+(2fr=1) =1 5. o s
V2 -z 2/x—1 2—0 ~——— —
~ - T~ —2v2
—1 —1/2
Esercizio 2.d. Calcolare
. cos(m/x)
lim

Abbiamo che

dove t =7/2 — 7/x.



Esercizio 2.e. Calcolare
lim =z (e_l/w + sin(z)) .

T—400

Sia f(z) = x(e”Y* 4 sin(x)) allora

lim f(27n) = lim 27n(e ™ +0) = +oo.

n—oo n—oo

Quindi se il limite di f(z) per x — +oc esiste, deve essere +oc.
D’altra parte 2mn + 37/2 — 400, ma

f@2mn +37/2) = (2mn 4 37/2) (¢~ Y™ H37/2) _1) <
~——

<1

e quindi lungo tale successione la funzione non puo divergere a +o0.
Possiamo cosi concludere che il limite richiesto non esiste.

Esercizio 2.f. Calcolare
. log(z? +1)
lim ———=
T—r+00 1»1—; —x

Abbiamo che per x — 400,

In(z*+1)  In(z*(1+1/2%) 2In(z)+In(1+1/2?)
EEEE z(e~@)/z — 1) - z(e~m@)/z — 1)
~ 2In(z) +In(1+1/2*)  In(z)/x

B In(z) e @)/r
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Esercizio 3.a. Determinare la derivata di

f(x) = cos(m/x)(3 + V).

La derivata della funzione &

f(z) = —sin(m/x) (—%) (3+ V) + Cos(ﬂ/x)%

Esercizio 3.b. Determinare la derivata di

f(z) = zlog(1 + 2?) tan(2x).
La derivata della funzione ¢

2
’ tan(2z) 4+ zlog(1 + 2?)

f/(x) =log(1 + 2%) tan(2z) + 7

+ 22 cos?(2x)’

Esercizio 3.c. Determinare la derivata di

La derivata della funzione ¢

(sin(z) + z cos(x))(1 + cos(z)) + x sin®(z)

fiw) = (1+ cos(z))?

Esercizio 2.d. Determinare la derivata di

arcsin(x)

fz) =

arccos(x)’

La derivata della funzione &

arccos(z)  (  arcsin(z)
V1-z2 ( V1-z2 )

(arccos(z))?

f'(x) =



Esercizio 4.a. Data la funzione
f(x) =z +sin(z)

determinare f’ e studiarne il segno.

Per x € D = R si ha che
f(z) =1+ cos(z).

Abbiamo che f'(x) > 0 se e solo se cos(z) > —1. Quindi

>0 sex e R\ {r+2kr:kecZ}
fl(z) =X =0 sexc{r+2kn:kclZ}

< 0 mal.

Esercizio 4.b. Data la funzione
flz) =z
determinare f’ e studiarne il segno.

Per z € D = (0, +00) si ha che

N log(x))

fl(a) =

Cosi, per x > 0,
f(z) >0 1—log(x) >0 x<e.
Quindi
>0 sex € (0,e),
fz)=<¢=0 sex=e,
<0 sex € (e,+00).

Esercizio 4.c. Data la funzione

1— |2z + 1|
===
determinare f’ e studiarne il segno.
Per x € D = R si ha che
2(z% -1
% se x > —1/2,
2(x? 422 — 1) “ 1
- se x < —1/2.
(z2 + 1)



Nel punto z = —% la funzione non & derivabile (la derivata destra ¢ diversa dalla derivata

sinistra). Studiando il segno di f’ troviamo che

>0 sex€(—1—+2,-1/2)U(1,+0),
flx)=4=0 sexe{-1—-+21},
<0 sex € (—o0,—1—+2)U(=1/2,1).

Esercizio 4.d. Data la funzione

determinare f’ e studiarne il segno.

Per x € D = R si ha che
Flx) = =2 x(2® — 1) (2% — 4).
Cost,
fl@) >0 2(@*—1)(2* —4) <0& € (—00,—2] U[-1,0] U[1,2].
Quindi

>0 sex € (—o0,—2)U(—1,0)U(1,2),
fllx)=<=0 sexe{-2-1,0,1,2},
<0 sex e (—2,—-1)U(0,1)U (2, +00).

Esercizio 4.e. Data la funzione
f(z) = zlog|z|

determinare f’ e studiarne il segno.

Per z € R\ {0} si ha che
f'(z) = log|z| + 1.

Cost,
f'(x) >0z € (—o0,—1/e]U[l/e, +00).

Quindi
>0 sex € (—oo,—1/e)U(1/e,+00),
flx)=¢=0 sexe{-1/e 1/e},
<0 sexe(=1/e,0)U(0,1/e).



Esercizio 4.f. Data la funzione

f(@) = vz — 4log(vz + 1)
determinare f’ e studiarne il segno.

Il dominio ¢ D = [0,400). Per x € D\ {0} = (0, +00) si ha che

f non e derivabile in x = 0. Cosi, per x > 0,
f(x)>0& Vr>3szel9,+00).

Quindi
>0 sex e (9,+00),
f(z)=4{=0 sex=09,
<0 sexe€(0,9).



Esercizio 5.a. Fare un esempio di una funzione continua in (0, 1), non limitata e con un
punto di minimo assoluto.

La funzione

1
f(x)—m

ha le proprieta richieste. f & continua in (0,1) ed & non limitata perché

lim f(z) = lim f(z) = +o0.

z—0t r—1—

Inoltre
20 — 1

/ J—
T ==
e quindi f ¢ crescente in [1/2,1) ed ¢ decrescente in (0, 1/2]. Ne segue che x = 1/2 ¢ un punto
di minimo assoluto.
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Esercizio 5.b. Fare un esempio di una funzione continua in R, limitata tra 0 e 2, senza punti
di massimo assoluto e senza punti di minimo assoluto.

La funzione 5
f(z) = —arctan(z) + 1
T

ha le proprieta richieste. f & continua e derivabile in R con la derivata strettamente positiva:

fay =2

_1—|—x2>0'

Quindi f e strettamente crescente in R e

lim f(z)=—-14+1=0 e lim f(z)=14+1=2

T——00 T—+00

implica che f(R) = (0, 2).
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