Analisi Matematica - CdL Informatica
Svolgimento della prova scritta del 12/2/2025
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Esercizio 1. Sia f(x) = log w—2)

a) Tracciare il grafico di f specificando: il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i
massimi e 1 minimi relativi e assoluti, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

b) Trovare una retta che sia tangente al grafico di f e parallela alla retta 8z — 2y = 5.

¢) Determinare un intervallo I tale che la funzione f sia biunivoca da I a R.

Per le proprieta del logaritmo, possiamo riscrivere la funzione come

(@) = 3log(|x]) —log(|z — 2|) + log(2).

E necessario che |z| > 0 e |z — 2| > 0 e dunque il dominio & D = R\ {0, 2}.
Non ci sono asintoti a 00 perché
lim J@) =0 e lim f(x)=+oc.
r—+oo r—+o00
Inoltre
lim f(z) = —c0 e lim f(z) =400

z—0 T—2

e quindi x = 0 e x = 1 sono asintoti verticali.

Per xz € D,
3 1 2(x —3)
flay==-—== .
r -2 z(r—2)
Quindi f e strettamente crescente in (0, 2) e in [3, +00) ed ¢ strettamente decrescente in (—o0, 0)
ein (2, 3]. Dunque x = 3 & un punto di minimo relativo. Non ci sono punti di massimo o minimo
assoluto. Per x € D,

" 3 1 o 2(1172—6:L'+6)
f(x)—_ﬁ"‘m—_ 22(z — 2)?

Quindi f & convessa in [3 —+/3,2) e in (2,3 + /3], mentre & concava in (—oo,0), in (0,3 — /3]
e in [3+ /3, 400). I punti di flesso sono x = 3 4 /3.

b) Il coefficiente angolare della retta 8z —2y = 5 € 4 e risolvendo 'equazione f’(z) = 4 si ottiene

2(x —3)

3
= L =4e 2t -br+3=01 =1, 1= .
oz —2) T T+ 1 , Ta 5

Scegliendo ad esempio x1 = 1 si ha che la retta tangente

y=f'(v1)(x —x1) + f(z1) = 4(x — 1) + log(2)

ha la proprieta richiesta.



c¢) Dopo aver tracciato il grafico si nota che nell'intervallo I = (0, 2) la funzione ¢ strettamente
crescente e quindi iniettiva. Inoltre f & continua in I, lim,_,o+ f(z) = —oo e lim,_,o- f(z) = +00
e cosl, per il teorema dei valori intermedi, f(/) = R. Si conclude che la funzione f & biunivoca
da I a R.




x e’ +dxr+1
(log(3z + 1) — 5z)? 8x

a) Calcolare lir}rﬂ (z%f(zx)) al variare di a € R.
T—>+00

b) Calcolare glcl_r{(l) f(z).

Esercizio 2. Sia f(z) =

a) Per x — 400,

Quindi
—00  sea >
lim (z°f(x)) = lim (:L"“ —£> —ﬁ . lim 2977 = Y5 geq=
r——+00 r——+00 8\/5 8 r—+00 8
0 se a <
b) Per 2 — 0,
Fa) = x B (1—z+o(z)+ 1+ 32+ o(x))
(3x — @ + o(x?) — 5x)? 8x
B T 24 Jx+o(x)
(—2x — 9—“;2 + o(x?))? 8z
B T 24 Jx+o(x)
422 + 1823 + ofa3) 8z
B 1 2+ 3+ o(z)
 da + 1822 + o(22) 8z

8z — (24 32 + o(z))(4x + 1822 + o(z?))
- 3222 + o(x?)
8z — 8z — (64 36)x* 4 o(z?) 42 21
- 3247 1 o(a?) R
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Esercizio 3. a) Risolvere il problema di Cauchy per z € (0, 7),
y(x) = 3@ sin(z) — tan(z)y ()
y(3) =0

b) L’equazione y(z) = 3 ha almeno una soluzione in (0, %)?

a) Risistemando i termini abbiamo che per x € (0, %),

y'(z) + tan(z) = 3@ cos().
Quindi a(z) = tanl(x),
Alr) = /Q(I) dx = /% dr = /(SSI%(Z)))/ dx = log(sin(z))

e il fattore integrante & exp(A(x)) = sin(z).
Inoltre, dopo aver posto ¢t = 2 cos(x), si ha che dt = —2sin(z)dz e

/ exp(A(x) f(z) do = / 362¢5(2) s () sin(z) dr = —2 / 't dt

3 3
= —Zet(t —1)+c= 162""5(:‘”)(1 — 2cos(x)) + ¢,

Cosl la soluzione generale e

() = exp(-A(e)) [ explA(0)f(x)do = 321 — 2cos(z)) + ¢

4sin(x)
Imponendo la condizione y(%) = 0 si trova
0=y(3) = (;;g — =0
e la soluzione cercata ¢ 3626050) (1 _ 9 cos(z))
y(z) = 4sin(x)
b) Dato che y(3) = 0 e _)1(i71§12)7 y(z) = 3, per il teorema dei valori intermedi, la funzione

x
continua y(z) assume in (%,%) tutti valori compresi tra 0 e 2, tra cui anche il valore richiesto

1. Quindi I'equazione y(z) = 1 ha almeno una soluzione in (%,%) C (0, 3).
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Esercizio 4. Sia/ — dz.
o (e +1)

a) Determinare per quali a > 0 U'integrale dato & convergente.

b) Calcolare 'integrale per a = 0.

a) Nell'intervallo (0,4+00), i punti da indagare sono due: 07 e +oc.

Per x — 07,
| 27 1

zo(e** 4 1) T opa T et

Per la convergenza deve valere la condizione a — 1 < 1 ossia a < 2.

Per £ — 400 abbiamo che
2 1 62:(: 6—290

~Y p—
xa(€4x + 1) xaeélx e

Dato che 0 < x—la < 1lin [1,400) e f1+oo e 2dx & convergente, per confronto non ci sono

condizioni da imporre ad a.
Cosi l'integrale improprio dato € convergente se e solo se a > —2.

b) Per a = 0, posto t = €**, si ha che log(t) = 2z, dt/t = 2dx e
/+oo 6290_1 /-i-oo t—1 dt
4 dz = 2 oF
o e +1 1 12t

__1/*% 1 Lt L
2/, 24+1 241 ¢

—+00

1 1

=3 [arctan(t) +3 log(t* + 1) — log(t)}

1

1 I
=3 {arctan( )+ 3 log ( " )} 1
1 (~m m  log(2)
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