Analisi Matematica - CdL Informatica
Svolgimento della prova scritta del 25/6/2024

Esercizio 1. Sia f(x) L Vv 1+4+4z(1 — x).

T 142 log(z)

73
a) Calcolare lim L
z—1 (sin(7x))?
b) Determinare se il punto g = 1 € per f un punto di minimo relativo, massimo relativo o
nessuno dei due.

a) Per t =z —1 — 0, abbiamo che
(sin(7rx))? = (sin(rt + 7)) = (—sin(7t))? = 7> + o(t?).
Allora anche per f(z) calcoliamo gli sviluppi fino al secondo ordine:

1 1 1
1+2log(x)  1+2log(l+1t) 1+ (2t —t2+ o(t2))
=1— (2t — >+ o(t?)) + (2t — > + o(t}))* + o(*)
=12t + (142> + o(t?) = 1 — 2t + 5t* + o(t?)

€
VI I —a) = V1A 1) = 1+ (_4“; 2) _ (_4<t; P L o)
=1-2t+ (—% —%6) 2+ o(t?) =1 — 2t — 412 + o(t?).
Cost,
fl@) =1=2t+56*+ o(t*) — (1 — 2t — 4% + o(t*)) = 9> + o(¢t?).
Infine

. f(x) .92 4 o(t?) 9
lim ———— =lim ———— 2= = —.
v—1 (sin(mx))? =0 w22 4 o(t?) 72

b) Dallo sviluppo di Taylor di f ottenuto in a), si ha che
(=0 e f"(1)=2-9=18>0

e quindi g = 1 & un punto di minimo relativo.



Esercizio 2. a) Calcolare il polinomio di Taylor di tan(x) in xo = § di ordine 3 .

b) Determinare per quali a € R I'integrale

/”/4 (1 — z)(tan(z))” s

23/2(1 — tan(x))o1

€ convergente.

a) Sia f(z) = tan(z), allora f(r/4) =1e

fl(r) =1+tan?(z) = f/(n/4) =2,
f(z) = (1 +tan®(x)) = 2tan(x)(1 + tan’(z)) = f"(7/4) = 4,
f"(z) = 2(tan(z) + tan®(z))" = 2(1 + 3tan*(x))(1 + tan®(z)) = f"(7/4) = 16.

Cost il polinomio di Taylor cercato e

1= ST ) e (e ) 56

b) Nell'intervallo (0,7/4), i punti da indagare sono due: 07 e (7/4)".
Per x — 07,
(1 — x)(tan(x))” x° 1

232(1 — tan(z))s Y32 T g32—a

Per la convergenza deve valere la condizione 3/2 —a < 1 ossia a > 1/2.
Per x — (7/4)~, per lo sviluppo di Taylor ottenuto in a), abbiamo che

(1 —z)(tan(x))® C /2071

PRIt (= (2 =) ()

Per la convergenza deve valere la condizione a — 1 < 1 ossia a < 2.
Cosi l'integrale improprio dato e convergente se e solo se 1/2 < a < 2.



Esercizio 3. a) Risolvere il problema di Cauchy per z € (1, +00),

22y (x)
xy (z) = 2 T 2

y(2) =3

b) Determinare 'asintoto della soluzione y(z) per z — +o0.

Risistemando i termini abbiamo che

/
y(@) + 5—

Quindi a(z) = -2

221"

A(g;):/a(x)dx:/xffldx:log(m?—1|)

e il fattore integrante ¢ exp(A(x)) = |2% — 1| = 2% — 1 (si noti che z > 1).

Inoltre,
/exp(A(x))f(m) iz — / 8= / <2x _ 3) dr = 2% — 2log(x) + c.

x x
Cosi la soluzione generale e

o) = exp(=AW) [ exp(A() (o) dr = T2ELEE

Imponendo la condizione y(2) = 3 si trova

4 —2log(2) + ¢
3

3=y(2) = = c¢=5+2log(2)

e la soluzione cercata ¢
_ 2® —2log(x) + 5+ 2log(2)

b) Per x — 400,
1+ —2log(z)+5+2log(2)
y(x) = 2 — 1.

1
=2

e dunque 'asintoto cercato ¢ y = 1.



Esercizio 4. Sia f(z,y) = xe¥ — ye®.
a) Verificare che (1,1) ¢ un punto critico di f e studiarne la natura.
b) Dimostrare che (1, 1) & I'unico punto critico di f

a) Abbiamo che

0
folay) = 5 (we? = ye) = ¥ — yer

0
fy(x>y) = a_y

Quindi Vf(1,1) = (f.(1,1), f,(1,1)) = (0,0), ossia (1,1) & un punto critico.
Inoltre le derivate seconde di f sono:

(re¥ —ye¥) = xe?¥ — e”.

fﬂcw<x7y> = _yem’ fwy(xvy) = fyw(x7y> =e’ — em’ fyy(xay) = re'

fgcgc fgcy
fyﬂc fyy

e la matrice hessiana Hy = { } nel punto critico e

Hp(1,1) = {_Oe 2} .

Dato che det(H(1,1)) = —e* < 0 allora (1,1) & un punto di sella.

b) I punti critici si ottengono risolvendo il sistema

eV —ye® =0 e¥ = ye® e/t = ez rell/* = e*
eV —e* =0 |(zy—De*=0 " |y=1/x " ly=1/2

Si noti da ze'/* = ¢® si ha che > 0 e applicando il logaritmo si ottiene 'equazione equivalente
log(z) + -
og(r) + — =x.
& x
Quindi per dimostrare che (1, 1) & I'unico punto critico, basta far vedere che la funzione
1
h(z) :=log(z) + — —x
x

ha un unico zero in z = 1. Infatti h(1) = 0 e h & strettamente decrescente nel suo dominio
(0, 4+00) perché



