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1. Per n ≥ 0, sia an =
n
∑

k=0

1

k!
.

(a) Dimostrare che 0 < e− an <
2

n!
, per ogni n ≥ 0.

(b) Calcolare il limite lim
n→+∞

(

n ln(an)

ln(n+ 1)− ln(n)
−

(

n+
1

4

)2
)

.

2. Sia f una funzione derivabile in [0,+∞) che sia positiva e decrescente in [a,+∞) per
qualche a ≥ 0 e tale che lim

x→+∞
f(x) = 0.

(a) Dimostrare che l’integrale improprio I(f) :=

∫

+∞

0

f(x) sin(x) dx è convergente.

(b) Determinare una funzione f che soddisfa le ipotesi e tale che I(f) = 0.

3. Per n ≥ 1 si consideri la successione di funzioni

fn(x) =
|x|n

|x+ 4|n + |x|n
.

(a) Per quali r > 0 la successione {fn}n≥1 converge uniformemente in [−r, r]?

(b) Calcolare lim
n→+∞

∫

n

0

fn(x) dx.

4. Si consideri per x > 0 il seguente problema di Cauchy
{

x3y′′(x) + 3x2y′(x) + xy(x) = 6 ln(x)

y(1) = 0, y′(1) = 1.

(a) Determinare la soluzione y(x) in (0,+∞) (suggerimento: porre u(t) = y(et)).

(b) Dimostrare o confutare che y(x) < 2 per ogni x > 0.


