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Informazione: Sebastiano Carpi → Didattica → AM1. 25/26
Testo: Analisi Matematica (Bertsch, Dal Passo, Ghezzioli) N. Graw-It in
Ricevimento: su appuntamento (boy @mat.unina.it) o Teams
Programma: Numeri reali, funzioni, successioni, limiti, continuità di funzioni, derivate, studio del grafico,
formule di Taylor, integrale di Riemann, teorema fondamentali di calcolo, integrali impropri.
Tutoraggio: Giovedì 14:00h
Perché studi matematica?
Nelle scienze, studiamo gli aspetti quantificativi degli oggetti: Quando una quantità cambia col tempo,
vediamo sapere quanto velocemente cambia (derivata) e al suo stato (integrazione). Un altro esempio è
la questione di ottimizzazione: trovare il massimo o il minimo di una quantità.
In AM1, si studiano funzioni di una variabile. Questo è una base degli argomenti di AM2, in cui si studiano
funzioni di più variabili, che hanno applicazioni a computer grafici, comunicazione via web, etc.
Suggerimenti per lo studio: prendere note. fare esercizi. Considerare implicazioni logiche di vari teoremi.
Ricordami della matematica di base.
(<sf. universale, Ingegneria → futuri studenti:→ Test di auto-valutazine>)
- Funzioni trigonometrie: sin λ, cos λ, tan λ.
- Equazioni e disuguaglianze: λ +3λ+2≥0. λ = -2,-1.   λ +3λ+2>0
- Radici: (√2) =2.   √2=1.41421356..
- Exp. log.: α^x   2^x=8, 5^x=15, 4^x=3/4.  (4^x)^3=4^4
- y= loga λ. <=>   a^y=λ.   log8 3 + 3, log3 3=1, ..... 
- Grafico: y=χ^λ, x el.



Richiami di logica e matemistica

In matematica, si considerano "affermazioni" che possano essere o false.
"2+2 = 4" è vera, "1+2 = 5" è falsa.
È possibile comporre affermazioni con "e" "o" "non" "se", allora-!!
Esempi: " 2+2=4" "e" "1+3=5" è falsa.
• " 2+2=4" "o" "1+3=5" è vera.
"Se 1+3=5", allora "2+2=5" è vera, perché l'ipoteste è falsa.
• "Non esiste 1 tale che P(x)" significa "per tutti x, un P(x)". 
• "Non per tutti x, vale P(x)" significa "esiste un x tale che non P(x)".

In matematica, si considerano "insiemi" degli oggetti matematici.
Esempi: IN: l'insieme dei numeri naturali = {1, 2, 3, - -}.
Z: l'insieme dei numeri interi = { - - , - 2, -1, 0, 1, 2, 3, - }.
Q: l'insieme dei numeri razionali = { q : p, p   Z }.
A= { 0,1,2,3 }. x   A significa "x appartiene a A".
(Csono due modi per definire insiemi).
• per nominazione. A= { 0,1,2,3 }. B= { 1, 10, 100 }.
• Per spettro: A= { x   Z : esiste y   Z 2 x } 4 x   numeri pari.
Se per tutti x   A vale x   B, si dice che A è un sottoinsieme di B. A B.
Esempi: A={ 1,2,3 }, B= { 0,1,3,4}. A B. A  B. A∩B. A B. A  B. A  B.
Due insiemi A,B sono relatori se A  B e B  A.
Siamo A,B due insiemi. L'unione A  B è l'insieme di catteri gli elementi di A e B e niente altro. A= { 1, 2, 3
}, B= { 0, 1, 3, 4 } A  B= { 0, 1, 2, 3, 4 }.
L'intersezione A∩B è l'insieme degli elementi che appartengono sia a A che a B. A∩B= { 1, 3 }.
La differenza A \ B è l'insieme degli elementi di A che non appartengono a B. A\B  B.
Strano P(x). q(x) due affermazioni su x ("predicati") del dominio D. A = { x   D: p(x) }.
Allora vale che A∩ B = { x   D: p(x) e q(x) }.
A  B = { x   D: p(x) o q(x) }.
A^c = { x   D: non p(x) }. ( cA nel testo).
A ∩ B= {x   D: p(x) e q(x)}.
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Prodotto cartesiano degli insiemi.  
Siano A, B due insiemi. Si può considerare il loro prodotto cartesiano A×B  
= {(a, b): a   A, b   B} l'insieme di tutte le coppie ordinate.  
Esempio: A={3,4,7}, B={0,1,5}. A×B={(3,0),(3,1),(3,5),(4,0),(4,1),(4,5),(7,0),(7,1),(7,5)}.  
Il prodotto cartesiano ha un significato geometrico.  
Ricordiamo che   ≠  , Q si passano rappresentate sulle rette............(43)  
Allora un punto del prodotto cartesiano è rappresentato sul piano.  
(Considerando la proiezione x→y). Il sottoinsieme di  ×   
che soddisfa questa relazione si trova sulla retta.  
Analogo per Q×Q.  
In questo modo, una relazione si può rappresentare  
con un grafo.  
Analogamente, considerando la relazione x<Y in  × .  
Evidentemente, si considera l'insieme {(x,y)  ×  : x< y}  
Se si può considerare la relazione Y=x^2 in  × .  
Se si considera l'insieme {(x,y)  ×  : y=x^2}.  

In generale, un sottoinsieme del prodotto A×A si chiama una relazione.  
λ=γ è una relazione, λ<γ è un'altra.  

Per un insieme X, un'operatore in X assicura ad ogni coppia ordinata (x,y) X×X un elemento   X.  
(Altra proprietà importanti: tra cui λ+Y λ·Y.  
Richiamiamo le loro proprietà. L'additività τ. Siore x,y X.  
1) x+y = y +z (commutatività). 2) (x+ y)+z = x+(y+z) (associatività)  
3) Esiste un elemento, detto 0, tale che) λ+0=0 per tutti x X.  
4) Esiste un elemento, detto opposto −x, s.c. λ+(-x)=0.  
Se si definisce λ− y := x+(- y).



Q: possibile anche la moltiplicazione ..... Sono x, y, z   Q.
(5) x · y = y · d (comunicatativi) 6) { - y }· x = - x · y (associativa),
7) Esiste un solo elemento, dette 1, t.c. 1 · x = x per tutti x   Q.
8) Se x ≠ 0, esiste un solo elemento, detto p inverso. x·x^-1, x·x^-1 = 1.
Si possum scrivere. x + y + z = (x + y) + z, x/y = x · y^-1.
Scriviamo anche x^2 := x·x, x^3 := x·x·x, ---.
9) (x + y) · z = x · z + y · z ( proprietà distributiva).
Inoltre, Q è molto con la relazone ≤ "maggiore o uguale!". x, y, z sono fra
(x ≤ y) e y, x, y e z.
(x ≤ y) e y, x, y e z.
Se x ≤ y ≤ z, allora x + z ≤ y + z.
Se x ≤ y ≤ 0 ≤ z, allora x ≤ y ≤ z.
Da queste proprietà, possiamo dimostrare
1) 0   x, allora - x   0. se y ≤ x, allora - x   y.
(per 10) con z = (-x), 0+(-x) = -x, x + (-x)   x + (-x) = 0).
13) se 0 < x, allora 0 < x^-1. se 0   y ≤ x, allora x^y   y^x.
14) se x ≥ y, z   0, allora xz   x · z.
15) Se x ≠ 0, allora 0 < x^2. (6) x^t norma vale.
Rappresentazione decimale
Ogni numero razionale si puo rappresentare in guella decimale.
Se x = 3/4, allora λ = ± r. α, α_2 - _ , con r   IN, α_i   [0,1], - , - 9.
Per esempio, x = 3/4 = 0.4257521 4257521 - - -                × 3
                                                      28
Per x   Q, tale rappresentazione è periodica.
Inizialità di  
Lemma: Non esiste l’ex x    , x^2 = 2.
Dunque, Per assurdo, supponiamo che λ = p/q, (p/q)^2 = 2, p, q   IN, p, q > 1. Poi
Risulta p^2 = 2q^2, dunque p deve essere pari, e q è dispari.
Scriviamo p = 2p', p   IN, allora (2p')^2 = 4p'^2 = 2q^2,
dunque 2p^2 = q^2, e q saprebbe pari, contraddizione.
Si conclude che un esiste un tale λ    .
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Abbiamo visto che non c’è un numero razionale x, c. x^2 = 2.
D’altra parte, ci sono numeri razionali x, c. x^2 è molto vicino a2.
Si osserver che ((1.4)^2=1.96, (1.5)^2=2.25, (1.4)^2=1.96, (1.42)^2=2.0164.
Procedendo così, si determina un allineamento decimale 1.41421356--.
Definizione) Un numero reale è un allineamento decimale proprio (la parte finale non è --. 994 --. 4 --.) .
L’insieme dei numeri reali si indica con RL.
Sapendo che x+ y ha un allineamento decimale pandero.
Quelli non portodici se dranno irrstrazionale. √2 è irrstrazionale.
le proprietà (D- 16) valgo anche per IR. Infine, Ideonomia). Sono z, y IR, tac. x<Y. Allora:
ess| |ow (infinn)) z @ 8.c. x<z<Y.
Infatt, una x che y hamo l’allineamento decimale, e scurezza x<Y. Dunque x< \frac{x+y}{2} < y. si può
approssimare trascando l’allineamento, ottenando z @.
Intervalli
Stano a in.e e IR, a< b. Si pone
(a,b) = {[x IR, a<x<b}.
[a,b] = [x IR, a≤x≤b]
( a,b ) = (x IR, a<x<b)
[ a,b ] = [x IR, a≤x≤b]
(-∞, ∞) =  , (-∞, a) = {x IR: x<a}, (-∞, a], (a, ∞], [a, b)
Value assoluto
Def. Si indica |x| = { x se x> 0
- x se x< 0 e si chiama valore assoluto (o valore
Sia  > 0: Vale |x| ≤ c se e solo se —c ≤ x ≤ c.
In particolare, | — 1| si x≥ 1.
Prop. Per x, z   IR, valore |x + z| ≤ |x| + |z|.
dim. Si ha —|x| ≤ x ≤ |x|, —|x| ≤ x ≤ |x|. Dunque ( —|x| + |z|) ≤ x+x ≤ |x| + |z|



Ded si A \subseteq R, A \t \partial, \ \text{si dove maggiore di A sia aperto tutte) a (analogamente
"numerabile"). A si dice limite-tato superutie se esiste un maggiore ("interamente" e esiste un numero). 
A si dice limite-tato se è limitito sia superiore che inferiore.
Ded) Se un maggiore di A appartiene ad A, si dice \textbf{massimo} (analogamente minimo).
Det. Sia A \subseteq R, A \neq \emptyset. \ \partial \text{E\'e detto} \text{estremo superiore} se c' \text{n}
\text{mino} dei maggioranti di A. sup A = \text{min} \left( \textbf{E\'e} \ \text{maggiore di} \ A.} 
\text{inf} A = \text{max} \left( \textbf{E\'e} \ \text{min} \ \text{de} \ A.} 
\text{Esempi}
A= [0,1]. 2 \text{e un maggiore di A}.
l \text{e il massimo di A}.
\text{e il sup A}.
B = (-1,2)
- \text{e un maggiore di B} \text{-}
B \text{non ha } \textit{massimo}.
- \text{e sup B}.
- \text{E il massimo di B.}
- \text{E il massimo di B.}
- \text{E il massimo di B.}
- \text{\textbf{c}}
- \text{\textbf{e}} \text{ Nel} \text{\textbf{il} \text{massimo} \text{di} \ C. \text{o} \text{un} \text{minimo}
\text{di} \ C., \text{ha} \text{il} \text{massimo} \text{e} \text{il} \text{minimo}.
\text{Teo}
Sia A \subseteq R, A \neq \emptyset, \text{limitato superioremente}. \text{Allora} \text{esiste} \sup A.
Questa propriet\`a di IR \text{se chiama} \text{"completezza"}.
Questo vale perch\`e se A \text{e'} \text{limitato}, \text{si puo'} \text{decidere} \text{l'} \text{allineamento
passo passo}.
A differenza di questi, consideriamo A \neq \textbf{1, 4, 1. 4, 1 = 4, 1}. \text{ } \text{ } \text{{\textbf{c.}}
\b{E' un sottoscerio di} \textbf{Q}. \text{Limitato superioremente, ma} \text{\textbf{se} Al } \text{A} = \sqrt{2}
\text{non esiste in } \textbf{Q}.
La struttura di IR si possono caratterizzare con 1)-10). e la completezza.
(non c' \text{un} \text{altro modo di} \text{"riconoscere"} \textbf{Q}.
L'insieme IR si può rappresentare graficamente come una lettera.
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Teams, useare codice dub596c
Abbiamo definito in IR e abbiamo visto che √2 e ma √2 IR. Un altro modo per vedere che esiste √2 IR è
quello di considerare   IR:   =2. A. Allora   è limitato e sì può dimostrare che (sup A) =2, ossia sup A=√2.

Teo (Proprietà di Archimede per Q). Siano x, y Q, 0< x< y. Allora esiste n N  d.c.  n·x> y.
d.c) Si scrivano  =  / , y=  / . Si prende n= 9, allora n·x= 9· / >  y (perché  ·  /  >  /  ).

Ullaffirmare uguale valore per IR: inf{ x IR, se x, y IR, 0< x< y, possiano prendere  ′,  ′ IR, 0<  ′<  <  <  ′, e
si trova inf{x IR,  < x<  }>. Allura n<x<  <  <  ′.

Sia A IR, A≠   e limitato (superiore). Abbiamo definito sup A come il minimo dei maggioranti di A.
Lemma Sia   IR.  = sup A se e solo se   è un maggiorante di A (m) per ogni   IR,  >0, esiste   A  con  −  <  .
d.c) Sia   un maggiorante di A. ( ) esprime la condizione che, qualunque numero più piccolo di   ( −  ) non
può essere un maggiorante di A. Dunque   è il maggiorante minimo, ossia sup A.

Analogante per inf.

Teo. Sia y IR, 0≤ y. Allora esiste   IR, 0≤  <  . y=   .
d.c) Si pone A= {x IR:   < 2}. A è limitato, infatt iti. some   <2< 4,   , vale  (< 2 (per assurdo, se  ≥2,   ≥4,
contradizione). 1 A. Si pone  = sup A.
Dimostrano che   =2, esclude la possibilità   >2 e   <2.
(i) Supponiamo   <2. Dimostrano   <  2−      (per densità in IR ).
( +    =   +  2,  +    <    + 2+   +    =    + 2(1+   )≤    + 2−    = 2.
Dunque   +        ,  a contraddice   =  sup   . Escluso.
(ii) Supponiamo    >2. Prendiamo       2,   =  2−    , ossia  2<    −  2<    −  2.
( −   )=    −  2−  2  +    =    −  2− 2     +    =    −  2− 2     +    =    − 2− 2     +    =    − 2− 2     +    =    − 2− 2    
+    =    −  2− 2     +    . 
Dunque   +       . Ma contraddice   = sup   . Escluso.
(iii) Supponiamo    >2. Prendiamo       2,  ossia  2<    −  2  . 
(   −   )=    −  2−  2     +    =    −  2− 2      +    =    − 2− 2      +    =    −  2− 2      +    =    −  2− 2      +    . 
(   −   )>  0, ossia  2<    −  2  . 
(   −   )=    − 2     +    >    − 2      +    =    − 2      +    , >    −  2      +    =    −  2      +    =    −  2      +    >    −  2 
    +    >    −  2      +    .



(-Testo capitolo 2). Funzione
Siano X, Y numeri (tipicamente sottoscritti di R) non nuoti.
Una funzione di X in Y e associata a ogni x   X uno solo elemento y   Y, 
si scrive y=f(x).
L’insieme X si dice dominio di f. e Y si dice codominio di f. X definisce 
il graffo di f e { (x,y)   X × Y : y = f(x)}. L’immagine e 
Y e X si  ettete x   X, x-c. y = f(x).
Esempi  . X=R, Y=R, f(x) = 2x+1.  — inf  R.
. X=R→Y. f(x) = x . in f : x    R.
non è il graffo di una funzione, ma è  — si f(x) = √x.

Analogamente, la radice nn-esta xÂ(=√x)  si può definire per x ≥ 0, in R,
e risolta x ≥ 0.
. X= [0, ∞),   Y= R.   f(x) = √2       ,   inf  [0, ∞),   In funzione, per ogni x ≥ 0, vale x=√x .

Per una una funzione definita su X e Y   si indica f : X→Y,  vale inf   f : X → Y.  Si può definire la
restrizione di f su A, essa, 
fA  associa ad x   A  il valore f(x).

Per una funzione X→Y,  vale inf  Y.  f  si può sempre vedere come
f : X  →  inf  X.

Per una funzione data da una formula, il dominio naturale è  l’insieme X  ∩  c.  
la funzione f (x)  ha senso per  x     X.  
Esempi   .         f(x)=-1/x.     il dominio naturale è   \{0}   ≠  (  −∞,0) (0,∞).    →  f(x)=-1/x.       Il dominio
naturale  è    {x   : 0 ≠ x}       (−∞,0) (0, ∞).  
. f(x) =  √(1-x ).  Il dominio naturale  è  {x   :  −1 ≤ x ≤ 1}.
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Ricordiamo che una funzione f con dominio X e il codominio Y è una email a x di f(x) < Y. Si scrive f:X→Y.

Deff una funzione f:IN→IR can domain IN è detta una successore. Si usa spesso la notazione An:=f(n).
Significa che abbiamo una successore dei numeri reali a1, a2, a3, --- .

Esempi: -f(n)=1/n. new è una successore. * f(n)=n! è una successore. n!=n-1.

Funzioni definite su N o N0, o P(N), N∩Z o Z sono successori. Per esempio, è come definire 1!=1, e
f(n)=n! è definita su N∩Z. f(n)=l-8-n è definita solo per n > 8.

Funzioni monotone
Sono A X<IR, f:X→IR. Si dice che f è
(i) crescente in A se per ogni x1,x2 A, x1<x2, si ha f(x1)<f(x2). 
(ii) strettamente crescente se — .
(iii) decreasing se — .
(iv) strettamente decrescente se — .
Si dice f montagna se vale uno dei casi.

Esempi. -f(x)=x è strettamente crescente su IR. -f(x)=x^2 non è monotona in IR. Ma è strettamente
crescente in [0,∞), e strettamente decrescente in (–∞,0]. -f(x)=|x|, la porta interna.(x=r. n.1/2,…, [x]=v). è
crescente in IR, ma non strettamente. [1≥1. [0≥0. [π]≥3, [x]≥1. -f(x)=0 se x<0, il grado di Heaviside. se x≥1
crescente ma non strettamente.



• sgn x = \ 1     se x < 0
                        0     se x = 0
                        -1   se x > 0

                                                  Crescente su un intervallo.

Siano f: x→ , g: x→ , x    , a    .  
Se definiamo (f + g): x     →  . f + g)(x) = f(x) + g(x).  
f · g: x    , (f · g)(x) = f(x) · g(x).

a) f: x →  . (a f)(x) = a f(x).  
f g: ? x    , g(x) ≠ 0. (f g)(x) = \frac{f(x)}{g(x)}

Sia la funzione derivata vect(x) = x. A partire da x, con +, · e la moltiplicazione  
con a    , si costruiscono i polinomi.  
- f(x) = x , g(x) = x  + 3x + 2, h(x) = ω x  + 8 x  - 4.  
In generale, un polinomio, così scrive f(x) = a  a  a  + a  x  – a  x  + . . .  

· f(x) = x               •  Doppiata su (-∞, 0) (0, ∞).  

—-———-———————-———————-

Simmetrie  
Siano X    , f: x →  .  
(i) f se dice pari se per x     , -x    , e f(-x) = f(x)  
(ii) dispa

(iii)pta se par(x) = y(x).

Esempi. f(x) = x     sono dispai.  
f(x) = x , y  . sono pari.  
f(x) = sin x, cos x, tang x sono parodiche (p= 2π, 2π, π).  

Fasini potenza  
- Sia a    , a ≠ 0, per x    . Si dice, per x   (0, ∞)  
xᵃ = (x)^a. (quando p ≥ 0, si può anche definire per q < 0)  
- q è dispai, si può anche definire per q < 0.  

In [0, ∞], se a > 0, x ᵃ  = xᵃ è strettamente crescente  
        α < 0        x ˡᵃ  = xᵃ è decrescente  
        2  /           f(x) = √x.
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Det. Sia f : x → IR. f si dice limitata (superiormente se esiste M   IR
x, c. per tutti x   IR tale che f(x) ≤ M ≤ f(x).                                 Insieme
Oweo, se impé è limitata?                                                               superiore,  
f si dice limitata se è limitata sopra e sotto,cioè se è limitata  
funzionale.                                                                              inferiore.

Esempi. f(x) = sin x è limitata. .. f(x) = x  è limitata inferiormente muno
non superiore... f(x) = x  non è limitata né sopra né inf.
la successime Un= (-1)^n è limitata ta. .
f(x) è limitata se il dominio è istetta a [-1,1] (o qualche intervallo [a,b])
Si dice che f(x) è limitata in A se f(x) è limitata.

Def. Sia f : x→ IR. f si dice positiva / non negativa / negativa / non positiva
in A, se per tutti x A, f(x) > / ≥ / < / ≤ 0.

Def. Sia f : x→ IR. Acx. Si definiscono
s supp inf { imf } se f è limitata superiore e
altrimenti.                                    -∞
si scrive anche                                      sup

t. x→ x f(x).                                    t. x→ -∞ f(x).

Esempi. ∑_{IR} sup_{IR} sin x=1.       lim_{x→∞} 1/x=0.             sup_{x [-2,3]} x  = 9.                 inf_{x
[1,∞)} 1/x = 0.

Def. Siano f : x→ IR, ACK. Si dice che M  IR è massimo di f, se
esiste d A x.c. f(x) = M e f(x) ≤ M... () .                         (avvero per il minimo).
Si scrive M = max_{x A} f(x).

Esempi. max_{x x=1} lim_{x→∞} 1/x=0,                       max_{x [1,∞)} 1/x=1.

Nu esiste max_{x x=1} 1,   min_{x [1,∞)} x =0,    max_{x [1,∞)} 1/x=1.

Rend. divent  (f+g)(x) = f(x) + g(x).                          Valg. sup_{x} (f+g) ≤ sup_{x} f + sup_{x} g. Infatti, vale
portata x ≥ y, f(x) ≤ sup_{x} f, g(x) ≤ sup_{x} g.
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Funzione composta
Siano f, g, h, i, l, v, w misure e f: x→Y, g:V→W. Si dice la funzione composta g f la funzione col dominio
[x X: f(x) Y] e g of(x):= g(f(x)).

Esempi: x=y=v=w’, f(x)=x+1, g(x)=x .
Si ha che g f(y)= g(f(y))= g(x+1)= (x+1) .
Se nota che f   g(f)= f(g(f))= f(x )→ x +1.  Dunque f g≠f g.
• x=[0,+∞)   y=V= W= R.  f(x)=1/x    g(x)=3+ x.
g f(x)=3+ 1/x,  f g(x)=√3+x,  definito su {x R: 3+x≥0}=[3,∞).

Se discute le funzioni f,g,h, si può considerare f g e h. In realtà, sta ha (f g) h=(f g)(h)=f(g(h))=f(g(h)),
ossia, vale l’associatività   f (g h)=f (g h).

Esempio: 1/(x+1) -3     è strettamente crescente in [-1,+∞).

Funzione inversa
Sia f: x→Y, una funzione moltiplicativa. Significa che, per y Y, si risolve una solo x X, c.f. y=f(x).  Allora
possiamo definire una funzione f   detta l’inversa di f.



col dominio di f e dominio X, x € X. f+(f(x))= x. 
Esempi
f(x)=x+1, f^-1(y)= y-1. In molti, f^(-1) o f^(-1)(y)= y-1 x € X,  
x = [0, + infty), f(x)= x^2, f^-1(y)=√y. In molti, f^(-1) o f^(-1)(y)= √y. 
f inverso è molto di x e y. Il grafico di f^-1 si ottiene riflettendo il grafico di f(x) lungo y= x . 
Se come f sia una condizione vera fa x→f(a), f è invertibile. 
Seo sua S: x→y mettura, f^-1 = g. Allora f o f^-1(y)= y. 
dimu). Si ha f o f^-1 o f^-1(y) = (f o f^-1)(y) = f^-1(y). Per invertire, f o f^-1(y)= y.

Per B Y, si scrive { x X : f(x)= y} = { x X : esiste y  R x, f(x)= y} 
Si diceamo H contenmagne di B. La definizione ha senso anche se f nèi invertita, e si usa la notazione
f^-1(B).

Funzioni trigonometriche inverse 
Abbiamo visto che Sin x [ -π/2 , π/2], cos x [0,π], tan x [ -π/2 , π/2] sono invertite. 
Le due funzion inverse si chiamano arcusine [-1,1] -> [0,π/2], arcus coseno [-1,1] -> [0,π], 
arcotang [-π/2, π/2]. Arcotang ≠ π/2, arcotang ≤ π/2. 

Funzioni potenza
Per a (0,+ infty), v= b^a Eq. abbiamo definito a^r= (a^x)^m.  a^n=k (a^x)^m. 
Val ecome (a^x)^m= (a^m)^x. In fatti, (a^k)^n=(a^k)^m= (a^m)^x. 
Per te in, a^x=a^q=a^k. In fatti, (a^k)^n= (a^k)^m= (a^k)^n= a^k. 
Siamo a<0, + infty, r s   R. 
e) a^x=a^r, a^s ? a^2, (a^s)^x= a^{s x}. 3) (a^x)= a^s ⇔ a^x= a^s ⇔ a^x= a^s ⇔ 1/a^s = a^{s - x} a^x=
a^s ⇔ a^x= a^{s -(x)} ? 
x<1 se x<1 e < 1 se <1 e a^x= a^s ?  a^x= a^s,  siamo a<0, a>0. 
G) a^x a^y = a^{x + y}. Alla fine r< 0. 
Def Sore a> 1, r (0, ∞). r→ p r- p q- d-n. 
p- q- d-n   R, anche lo sappiamo. L'isteme è limite superiore di a^r, m= r. 
Se 0< a< 1 e r≥ 0, si definisce a^r= (a^t)^r, se r<0, a^r= 1/a^t.  a^r= 1/a^t. 
Se a=1, a^r= 1. 
Si possono dimostrare 1) - 9) anche per a  (0, ∞), r  R.
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Funzioni esponenziali
Sono a > 0, e i REL A m
Fissato a, possiamo vedere x   a^x = f(x) = d come una funzione su IR.
Si dice una funzione esponenziale.
Si ha che
• a^x > 0 per tutti x   IR.
• Se a ≥ 1, x   a^x è crescente
• Se a = 1, x   1 = costante.
• a^(x+y) = a^x · a^y.        •        Se a ≥1, per qualsiasi x e y X a^x ≥ b, (p per Archimede).
-----------------------------------------------------
Teo. L'immagine della funzione IR a   a^x è (0, ∞), per a ≠ 1, (non). Sia Y, {x   IR: a^x < Y}. Poniamo A =
{x   IR: a^x < Y}. 
A è limitato sopportamente e non vuoto. Margiano ℓ = sup A.
Vediamo che a^x = Y. Dimostriamo per assurdo.
—Supponiamo a^x < Y. Per un piccolo ε > 0, a^x < Y / a^ε. Così,
a^x < Y, e x + ε   A, contraddice ℓ = supA.
—Supponiamo a^x > Y. Per un piccolo ε > 0, a^x < Y / a^ε. Così,
a^x > Y, e ℓ - ε sarebbe un maggiorante di A minore di ℓ, contraddice ℓ = supA.
--------------------------------------------------------
Def. Si definisce, per a > 1, o < 1, y = loga come la funzione inversa di x   a^x. Ossia, loga a^x = x.
Prop. Siano a, b, x, y   (0, ∞), a ≠ 1, b. Allora,
(i) a^loga = x.
(ii) loga(y) = loga x ↔ loga y = loga x.
(iii) loga(1) = 0, stessa x.
(iv) loga(a) = 1 ↔ loga = loga / loga.
(v) loga d = loga d / loga a = loga / loga a.
(d) m. i) loga(aloga x) = loga, per l'integrità della funzione inversa.
(ii) a^loga x = x y = a^(loga x) · a^loga y, per l'integrità di funzione esponenziale.
(iii) a^loga x = x = a^loga x.
(iv) a^loga x = (a^loga y)^ = a ^ entonces y = x.
(v) a^loga y = (a^log a y) / (a^loga) = a^loga y.
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Operazioni con funzioni
Def. Sui X R, f: X→R. Si definiscono le funzioni su X:
• Il valore assoluto     |f(x)|=|f(x)|
• La parte positiva    f+(x)= {f(x)} se f(x)≥0, negativo  f-(x)= {0} se f(x)<0, se f(x)<0, se f(x)≤0,

Per definizione, f- è una funzione non negativa.
Valgono f+(x)=f(x)−f-(x) , |f(x)|=f+(x)+f-(x).

Esempio  f(x)=1−x . Vale che  f(x)≥0  quando  x [−1,1]                                    1
                                                     f(x)<0  x (−∞,−1) (1,+∞)
                                    

Ricordiamo che, per una funzione  f:X→R,  il grafico è  {(x, y) R×R : y=f(x)}.
Trasparenza
Sui A R. Consideriamo  g(x):=f(x)+A  definita su X.  {(x,y) R×R : y=f(x)+A}. 
Supponiamo che (x0,y0)  si trovi sul grafico di f, ossia  y0= f(x0).
Allora (x,y) sul grafico di g, sul grafico di g,a in  y=f(x)+A=g(x).
Dunque  Il grafico di g è quello di  f “alzato” per A.

Sui B R. Consideriamo  g(x):=f(x−B)  definita su  X+B:= {x+B : x X}={z IR:  esiste  x X  x+c.   x= n+B}.
Supponiamo che (x0, y0)  sul grafico di f. y0=f(x0)
A volta (x0+B, y0)  sul grafico di g. In realtà,
g(x+B)= f(x0 B) =f(x0−B)= y0.
Dunque  Il grafico di g è quello di  “spostato” per B  o, anche, traslato.

Riscalamento
Sia  A R. Consideriamo  g(x):=A f(x)  definito su X.
Supponiamo che  (x0, y0)  sul grafico di  f.  y0= f(x0).
Allora  (x0 ,Ay0)  sul grafico di g.  A y0= A f(x0)=g(y0)
Dunque  il grafico di g è quello di  “riscalato”  verticalmente per A.



SMA A10. Considerando g(x):=f'(x) , derive su
A. A10 , x   [z,zR); esiste x   [x,xR), x ≥ A10.
Supponiamo Y0 = f(yo). Allora (A10,yo) è sul grafico di g.
Infatti Yo = f(x) = f'(A10) = g(A10).
Dunque il grafico di g è quello di f ' in "scalino" orientanoate per A.

Si nota che, se A< 0, allora questa opzione dà il "niscaldo" secondo
dalla riflessone.

Le operazioni si possono comporre. Se f(x)=A(x−B)^2 + C allora è
ottenuta dal Nascamento per A seguendo dalla traslazione (B,C).
Dunque il grafico viene ma parallelo.

Numeri complessi.
Abbiamo visto che, se x R, non vale mai* x^2= -1, però x^2>0.
B possibile considerare un sistema di numeri esteso ri qui esiste un "i"   C, i^2=1.
Formalmente, si considerano i simboli x+i y, dove x,y  R, e sono detti
numeri complessi. Ossia, per ogni coppia (x,y)  R^2 si associa x+ i y, e inversa.
Sia R = {x + i y : x,y  R.}. Si scrive z x + i y.
Definiamo le segmenti operativi.
(x1 + i y1) + (x2 + i y2) = (x1 + x2) + i (y1 + y2)  [addizione].
(x1 + i y1)·(x2 + i y2) = (x1 x2 - y1 y2) + i (x2 y1 + y2 x1) [moltiplicazione].
Per z = λ x + i y ≤ φ.  λ si chiama la parte reale, e la parte immaginaria.

Si dice che due z1= x1 + iy1, z2= x2 + iy2   C sono uguali se solo so
d u= z1= z2 e y1= y2. In questo modo, un punto Z  x + i y si identifica
con (x,y) e quindi potrebbe essere rappresentato da (x,y) e più precisamente.
Per x  R, si identifica con x + i 0 e f. In questo modo, possiamo
dire IR   C. Rm di C è detto l'asse reale. Mette {0 + i y; y  R} è detto
l'asse immaginario.

Si considera 0 + i y  se la (0 + i y)^2= (0 - i) y^2= -1. In questo senso, i^2= -1.


