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Integrazione - Soluzioni

1. Calcolare i seguenti integrali indefiniti immediati

a) /(1 _ Y7) d; o) /sin2 (g) dz;

b) / sin(dz) cos(dz) da; f) / “j :11 d:
c) /li;dx; g) /(tanZ(x) —x)dz;
d) /sin2(2x)1c052(2:r) dz; h) /Sin(ac) cos(2z) dx;

Soluzione. Ricordiamo che per integrale (indefinito) di una funzione f,
denotato con [ f(x)dz, intendiamo I'insieme delle primitive di f. Ricor-
diamo inoltre che, dato un intervallo I in cui f sia definita e data F tale
che F’ = f su I, una qualunque primitiva di f su I ¢ della forma F +c, con
c costante reale arbitraria. Nelle soluzioni utilizzeremo il classico abuso di
notazione scrivendo [ f(z)dz = F(z) + c.

a) Siha (1— ¢/z)® =1— 3¢z +3V22 — z, dunque

9 4 5 2

/(1—%)3d$:$—*$§+*$§—£+0.

Ne)

4 2

Ut

b) Ricordando che sin(2z) = 2sin(z) cos(x), si ha:

1 1
sin(4x) cos(4z) = 3 sin(8z) = —1—6(—8 sin(8x)), dunque si trova

1
/sin(4m) cos(4x) dx = T cos(8z) + c.



2

T 1

0] i h =1-—
c¢) Osserviamo che T2 sy
x — arctan(z) + c.

dunque l’integrale cercato &

d) Osserviamo che
1 _ cos?(2x) + sin?(2z) B 1 n 1
sin?(2z) cos?(2z)  sin®(2x)cos?(2z)  sin®(2z)  cos?(2z)

1 2 2
- + , dunque concludiamo che
2 (sin2(2m) cos?(2x) d

1 1
/ sin? (22 cos? (22) dr = i(fcotg@x) + tan(2z)) + c.

1—
) = %(I), dunque si trova

/sin2 (g) dz = %(m — sin(x)).

341
f) Poiché 23 +1 = (z+1)(2%> —z+ 1), si ha z _:_1 = 2% — 2 +1, dunque
3 2 *
Iintegrale cercato e 37 +z+c.
g) Ricordando che la derivata di f(z) = tan(z) & f/(x) = tan?(x) + 1, si
ha tan?(z) — x = f'(x) — (v + 1). Concludiamo che

. . x
e) Osserviamo che sin® (2

/(tanz(x) —z)dx = tan(z) — %(m +1)% +ec
1
h) Ricordando che sin(z) cos(2z) = §(sin(3x) — sin(z)), troviamo che

/sin(:z:) cos(2x) dx = %(f% cos(3x) + cos(x)) + c.

2. Calcolare i seguenti integrali indefiniti con il metodo di sostituzione

a) / ﬁd@«; £) / f:;elw da;
b) /ﬁl_mdw; g) /ﬁdw;
0 / /oos(@) sin(z) da; h) / cote () da;

d) /ﬁdm; i) /bg%lo(;z;))dx;
o) / Wl(x)dz; i) / Sinl(x) da.




Soluzione. Nelle soluzioni seguenti scegliamo di non menzionare la nuova
variabile (i.e. y = g(z)) nel caso in cui lintegrale sia gia nella forma
J flg(x)g'(x)dx = [ f(g(x))d(g9(z)) = F(g(z)) + ¢, nella notazione di

cui sopra.

a) Abbiamo / d142%) = V1+22 +c

et
b)/\/gl_ /\Fl— x:—?/ﬁ(_%)dl‘:
1—\fd f)=—2log\1—ﬁ|+c.

) /\/Cos(x) sin(z) dx = 7/ v cos(z) d(cos(x)) = fg(cos(x))% +c.

dx, quindi posto y = {/ -, si

2
ha dy = \/gdx e l'integrale diventa

arcsin(y) + ¢,

d lintegral to ¢ L i (\/5 )+
unque l'integrale cercato & —= arcsin(y/ = z) + c.
V2 3
. 1 2 2e”
e) Abbiamo cosh(2) S rer @il dunque

1 B de”) .
/md$—2/m—2amtan(e )+ c.

f) Posto y = 1 4 xe®, abbiamo dy = (e* + xe®)dx. Aggiungendo e sot-
x

e’ —1 e’ + xe®
traendo ze® al numeratore dell’integrando, _ et -1,
14 ze® 14 ze®

dunque integrando troviamo

r _1q x T 1
/ c dx:/ﬂdm—z:/fdy—x,cheéimmediato.
14 xe® 14 xe® Y

x

-1
1€+.’17€w dr =log |1+ ze”| —x +c.

g) Considerando I'identita cosh®(z) = 1 + sinh®(z), possiamo intuire che
la sostituzione buona in questo caso & = sinh(y), cosi che
dx = cosh dy Andando a sostltulre troviamo

h(y
/ m / = dy = / dy = y + ¢. Concludiamo che

\/ Cosh2

dx = sinh™(z) + ¢ = log(z + V14 22) + ¢.

Concludiamo quindi che /

=

Osservazione: [ultima identita é contenuta nella Proposizione 5



delle note del corso. Per ricavarla basta risolvere nella variabile y
Uequazione 2x = €Y — e~ Y che diventa una semplice equazione di sec-
ondo grado nella variabile ausiliaria t = eY.

h) /cotg(x) dx = / ;Oj((xx; dx = / sinl(a:) d(sin(x)) = log | sin(x)| + ¢

i) Posto y = log(cos(x)), si ha dy = (—sin(z))dz = — tan(z)dz.

1
cos(z)
1
Dunque l'integrale nella nuova variabile & — / — dy che & immediato.
Dunque l'integrale cercato ¢ — log | log(cos(z))| + c.

j) Qui si usa una sostituzione di notevole importanza: ¢ = tan(5). Con
questa variabile possiamo parametrizzare il seno e il coseno nel seguente

modo: )
. 2t 1—t
sin(z) = FL cos(zx) = e
Lo studente puo facilmente ricavare le formule precedenti usando I'identita
1 2
14+t =

cos?(%) 1+ cos(z)
Tornando all’integrale, conviene invertire il cambio di variabili per
trovare il differenziale dz. Abbiamo x = 2arctan(t), dunque

2
dr = ——dt. Sostituendo nell’integrale
1+1t2

1 1+¢2 2 1
/sin(m) v / 2t 14+t2 /t og |t + ¢

Dungque l'integrale cercato ¢ log | tan (§> |+¢, che puo (o meglio dovrebbe)

essere riscritto utilizzando una forma migliore. Dalle formule di bisezione
x 1 —cos(x sin(z

del seno e coseno si trova tan (7) = (z) = [sin(2)| ,
2 1+cos(z) 1+ cos(x)

nell’ultima identitd abbiamo moltiplicato e diviso per /1 + cos(z).

Dunque la soluzione riscritta in questo modo diventa
sin(x)

[l g 0
sin(z) =08 1+ cos(x) ‘

3. Calcolare i seguenti integrali indefiniti tramite integrazione per parti

dove

a) /x2 cos(2z) dz; d) /xlogz(x) dx;
b) /sin(x)e*”” dz; e) /arctan(x)dx;
c) /leog(x) dz; f) /xarctan(x) dz;

Soluzione.



a) Integrando il coseno otteniamo
1
I= /w2 cos(2x) dx = 5952 sin(2x)—/ x sin(2z) dx e ripetendo 'integrazione
1 1
per parti /x sin(2z) de = —5% cos(2z) + 3 / cos(2z) dz.
1
Dunque concludiamo che I = §x2 sin(2z) + 2% cos(2zx) — 1 sin(2z) + c.

b) Qui & indifferente chi scegliamo di integrare, ad esempio il seno, e poi
il coseno:

I= /Sin(m)e_l dx = —cos(z)e ™ — /cos(x)e_m dzx =

—cos(x)e™™ — (sin(z)e™* + /sin(m)e‘x dx) =
—cos(z)e™ ™ —sin(z)e™® — 1
Otteniamo quindi 2] = — cos(z)e™* — sin(x)e™™, ovvero
1
I= fie*m(cos(x) +sin(z)) + ¢

¢) Qui conviene integrare la potenza di z, ottenendo
: 3

3 1 3
I= /x2 log(x) dx = %log(:z:) ~3 /IE2 dx = %log(x) - % +ec.

d) Come prima integriamo z, ottenendo
22
I= /:clogQ(x) dx = ?log2(x) - /xlog(a:) dx =
2 2 2
x 9 T 1 T 9 1
—1 — (=1 - = =—1 —1 — .
- lo?(a) — (G toste) - 5 [[wae) = 5 (log*(e) ~toga) 4 3 ) 4o

e) Qui si usa il trucco ”usuale” di scrivere arctan(z) = 1 - arctan(x) e
integrare la costante 1, cosl che

I:/arctan(:z:)dx:xarctan(x)—/Hitiﬁd:r:
1
x arctan(z) — 3 log(1 + 2%) + c.
f) Integrando z otteniamo I tan(z) d v t()l/xQ
I la1m = I = — ar . .
ntegrando x otteniamo zarctan(z) de = o arctan(e)—3 [ 77—

L’ultimo integrale e stato svolto in precedenza, concludiamo quindi che
2

1 1
I= % arctan(z) — 2% + 5 arctan(z) + c.
4. Sian € N e a € R, dimostrare la seguente identita:

n

k' (n
n_ox _ax k n—k
/;U e*dr=e E (-1) Py (k)x

k=0



Soluzione. Osserviamo che abbiamo omesso, con ulteriore abuso di no-
tazione, la costante arbitraria, ovvero abbiamo richiesto soltanto di di-
mostrare che il secondo membro € una primitiva di x™e**.

Sia I, = f z"e*” dx, vogliamo dimostrare la formula per induzione su n
(in alternativa potremmo semplicemente dimostrare che la derivata del se-
condo membro ¢ 2™e**, ma questo non sarebbe un esercizio sull’integrazione!).
Il caso n = 0 ¢ immediato, Iy = f e dx = ée"x +c.

Assumiamo l'identita vera per n e dimostriamola per n+ 1 procedendo ad
un’integrazione per parti in modo tale da abbassare il grado del monomio:

1 n+1 1 n+1
I = /x”“eo‘x dr = —x"“eaz—i/x"ew = —g"Tle ..
! ! o @
Per ipotesi induttiva

n n+1

Kl (n\ ,_ k=D n e
_ Lazx § _1\k n—k _ ,ax § _1\k—1 n—(k—1)
In=e (=1 ak+1 <k>$ —° (=1) ak (k - 1>x 7

k=0 k=1
dove nell’'ultima uguaglianza abbiamo effettuato un cambio di indice della
sommatoria k — k + 1. Dunque

n+1

_ ax 1 n+1 k (Tl + 1)(k B 1)' n (n+1)—k

Per concludere la dimostrazione osserviamo che

1 1
(n+1)(k—1)! % " )= k! nz e che —2™T! corrisponde al termine
— a

per k = 0 nella sommatoria.

. Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali

2?2 +1
a) /xQ—ldx;
1
b) /xg_ldx;
1
) /x3+3x2+29:dx’

a) /md;ﬂ

Soluzione.
2 +1 2 1
a) /:zﬂ—ldx:/<1+x2—1> dx:x—|—2/x2_1dx.
1 1 1 1
Orax21—2(x1—x+1>,dunque

22+ 1 1 1 1
dr = 2| ——dxr= — dz =
/x2—1 T=a /xQ—l . x+/(x—1 x+1) .

x+ (log|lx — 1] —log |z + 1|) + ¢ = z + log

rz—1 n
—_— c.
r+1



b) Osserviamo che 2® — 1 = (z — 1)(2? + 2 + 1) e che il secondo fattore &
irriducibile. Cerchiamo A, B, C tali che

1A . Bx+C
»B-1 -1 22+4z+1

Risolvendo il sistema che ne deriva troviamo A = %, B= —%, C= —%.

Ora

dx = Alog|z — 1| + ¢,

1 si integra immediatamente, / 1
T —
mentre il secondo addendo va manipolato come segue:

Be  B(2+1-1\ B[ 20+1 \ B 1
24+x+1 2 \a24+zx+1) 2 \224+2+1 2 \x242x+1)"°

Il primo addendo si integra immediatamente,

B( 2z+1 B )
() de =2 1

mentre il secondo va trattato insieme al restante ———.
2 +r+1
Con il completamento del quadrato troviamo

2 +r+1= <x+;>2+i=i<<\% <x+;>)2+1>,

quindi
/71 d 4/ 1 d 2 arcta (2 + L
xr = — xr = I n X =
22 +z+1 3 2 3 3 2))’
(F@+y) +1 V3 V3
dove all’ultimo abbiamo usato la variabile y = % (;E + %) Troviamo

infine che l'integrale cercato e

B B\ 2 2 1
Alog |z—1|+ 2 log(a? +x+1 A - i
oglx—1|+ 5 og(x“+z+ )—|—<C’ 2) \/garctan(\/g (x—i— 2>>

Andando a sostituire i valori di A, B, C trovati sopra otteniamo

1 1 1 1 2 1
—~de = > logle—1|—> log(z?+a+1)— — arct ).
/x?»_l z= 3 og|z—1] e og(z“+z+1) \/garc an(\/g <x+2>)

¢) Abbiamo z® + 322 + 22 = x(2? + 3z + 2) = x(x + 1)(x + 2). Dob-
1 A B C

biamo trovare A, B,C tali che ————— = — + —— + .

P +3x2+2x =z r+1 T+2

Risolvendo il sistema si trova A = %, B =-1C = % Dunque
1 1 1

1 |22 + 2|
il P i .
2Og((9:+1)2 te



6. Calcolare i seguenti integrali definiti

1
a) / z2e™% da;

/ V1og(1 + log(z

:r—i—xlog )

dx;
© /_1 1+ a6

d) /3 xsin’(z) dz.

-3

Soluzione.

a) Dall’esercizio 4) sappiamo che una primitiva di z%e™* &

f(x) = —e " (2% 4 2z + 2), dunque

! 5
/ e " dr = f(1) — f(0) = —= + 2.
O e

1

——dz,d
T+ zlog(@) z, dunque

b) Posto y = log(1 + log(z)), dy =

w

[ 1 iy (2] 2t

x + xlog(x 3

c¢) Siccome la funzione integranda & pari

1 2 1 2 1 2
T x 2 3x 2 1
——dr=2[ ——de== | ——dz="=[arctan(z?)], =
[irvme=2] rrme=3 ) vy = oo,

d) Siccome la funzione integranda & dispari e I'intervallo di integrazione &
. N . 3.
simmetrico rispetto a = <+ —z, concludiamo che f—s rsin?(z) dz = 0.



