Appello6.
(1) Q1

Se non & specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi

(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta

nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)

Completare le formule.

log((x — 1)+ 1) @—I—Ez—l —|—( — 1) 4+ o((x — 1)?) vicino a 1,

[d]
con@>0.
(af [0/ [} [T 7]} [T 7[a]>0[2 7]
w2—1=@+<m—1>+<x—1>2
[er [0 v lf} 2 v ][e} [TV

arctan((1 — z)? +Ix—1 +x—1 + o((x — 1)?) vicino a 1
:]O \/\:]0 \/\:’1 \/\

Al variare di o € R, studiare il limite:

2?2 —1—aln(x)
im ——————~.
z—1 arctan((1 — z)2)

Questo limite converge per o = .

[ 2]

In tal caso, il limite e .

i} [z 7]

Usare la formula di Taylor f(z) = f(1)+ f'(1)(z — 1) + 5 /" (1) (z —
12+ L@ (1)(z — 1) + o((z — 1)%), ecc. Per una funzione com-
posta come f((z — 1)2) vale f((x — 1)) = £(0) + f'(0)(x — 1)® +
70 (@ = 1)%)? + 5 fP(1)((z = 1)*)® + o((x — 1)°). Per deter-
minare «, paragonare il numeratore e il denominatore e scegliere «
tale che abbiano lo stesso grado di infinitesimo.

(2) Q1
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)
Completare le formule.

log((z —1)+1) @—i—@x—l —|—( —1)? 4+ o((x — 1)?) vicino a 1,

[d]
con@>0.
@} [0 [} [T 7] [T /][>0 [2 7]




1—1‘22@4—(3:—1)4—(1"—1)2.
e} [0 V]lfk[=2 V[g} [-1 V]

arctan(2(1 — z)?) = +(ac -1 +(x —1)% 4 o((x — 1)?) vicino a 1
:’O /‘:’0 /‘:’2 \/‘

Al variare di « € R, studiare il limite:
1—22—aln(z)
im .
z—1 arctan(2(1 — z)?2)

Questo limite converge per a = .

i
In tal caso, il limite & .
1}
(3) Q2
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta

nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)
2n | «
Studiare la seguente serie > 5721(7;?1)357"7 al variale di z € R,z # 0.

. . 1 2n _ . .
Calcoliamo una somma parziale. 243 2= con = 1 si ottiene

n=0 57 (n+1)

[=]=]

a} [47 v ][b}[10 V]
Per usare il criterio della radice, si pone a,, =
Completare la formula.

lim (a,)% = |x@
n—oo

:’4 \/‘@:’5 \/‘E]:’—l \/‘

e dunque per il criterio della radice la serie converge assolutamente per

2271, +3
57 (n+1)

‘xl—n-

e tutti x.
ox<722<x
%
.$<_?,?<JI.\/
5 225
.—Z<III<Z
® nessun x.

Per il caso z = 5, la serie

e converge assolutamente. v

e converge ma non assolutamente.

e diverge.

Per il caso z = —%, la serie

e converge assolutamente.

e converge ma non assolutamente. v’
e diverge.



La somma parziale vuol dire la definizione della sommatoria:
Z;ZO an = ag + a1, dunque basta applicare n = 0,1 nella serie

concreta e sommare i numeri, in questo caso ay = 502(0':31)1 o=
1_ 7
4,01 = 51(1+1)1 = 10

Per apphcare il criterio della radice, si considera il limite L =
limy, 00 (ay)#. Ricordare che (5")w = 5 ecc.

Se questo limite L < 1, allora la serie (per tale z) converge, mentre
se L > 1 la serie diverge.

Il criterio si applica a serie con termini positivi. D’altra parte, se
> reolan| converge, allora converge anche Y .- ,a, (convergenza

assoluta).

Se R =1, bisogna studare la convergenza con altri criteri. In questo
"43 n

esercizio, con v = —= la serie diventa m(—l) , che converge

ma non assolutamente per il criterio di Leibniz (serie altenante con
il modulo che tende a 0 monotonicamente).

(4) Q2
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta

nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)
Studiare la seguente serie >~ % ™™, al variale di x € R, x # 0.

. 1 n _ . .
Calcoliamo una somma parziale. > 5 +2 27" con z = 1 si ottiene

n=0 2 (n+1)

EE

[a} [31 v |[b}[8 V]

Per usare il criterio della radice, si pone a,, = Wrﬁl) z ™.

Completare la formula.

lim (an)% = |x@

n—oo

l!5 A} [ ek [-1 /]

e dunque per il criterio della radice la serie converge assolutamente per
tutti x.
—s<z<

z.
. vV

e e 0 0 o o
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nessun .
Per il caso z = %, la serie
e converge assolutamente.
e converge ma non assolutamente.
e diverge. v/
Per il caso z = —g, la serie
e converge assolutamente.
e converge ma non assolutamente. v’



o diverge.
(5) Q3
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non %)

Considerare la seguente funzione

f(z) = arctan <1+fn(x)> .

La funzione f(z) non ¢ definita su tutta la retta reale R. Scegliere tutti
i punti che non sono nel dominio naturale di f(z).
o —¢ vV

&Q\HPL
<N

e 6 o o o o
>—ﬁm\>—l©|
\

e
Scegliere tutti gli asintoti di f(z).
o y=—m

° y:—%

.=}

e y=20

° y:%

° y:g v

[ ] y:ﬂ'

o xr=—1

e =0

o r=1

[ ] y:f,C

[ ] y:—a’,‘

e y=r1zx

Si ottiene

N
1= Gt

Riempire gli spazi.
@:’1 /‘E:’él \/‘

Si ottiene il limite lim
z—(

:’1 \/‘@:’2 \/‘

Scegliere il comportamento di f(z) nell’intervallo [1, 2].
e strettamente decrescente

e strettamente crescente V'

e ne crescente ne descrescente

1
e

_
) flz) = @ﬂ.




Per determinare il dominio naturale di una funzione, basta osservare
le componenti. Per esempio, logy ¢ definita solo per y > 0, ﬁ e
per y # a, logy & per y > 0, ecc. Basta eliminare tutti i punti dove
le componenti non sono definite. In questo caso, z > 0 e Inx # —1,
ciot z # 1.

Gli asintoti ci possono essere per i limiti z — 00, e anche z — a,
dove a ¢ un bordo del dominio. In questo caso, bisogna controllare
i limit  — 0, %700. I primi due limiti sono finiti, dunque non
corrispondono a nessun asintoto

Per la derivata, utile ¢ la regola di catena (f(g(x))) = ¢'(z) f'(g(z)).

Quando c’¢ il valore assoluto |y|, bisogna separare i casiy > 0ey <
(1+logz)—z- 1

0. In questo caso, f(z) = arctan (ﬁ), fl(z) = % 2)2 =
log z

22+ (1+logz)? "

Se f'(xz0) = 0, f(zo) puod avere un punto estremo, ma bisogna verifi-

care che il comportamento cambia da z < zg e x > xg. Ci vuole un

controllo simile anche sui punti dove la definizione di f(z) cambia

(per esempio, |y| = y(y > 0), —y(y <0)).

Se f'(z) > 0 (< 0 in tutto un intervallo, allora f(z) & crescente

(decrescente) 1i.

\.

(6) Q3
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non 2).

1
Considerare la seguente funzione

f(z) = arctan (%) :

La funzione f(x) non & definita su tutta la retta reale R. Scegliere tutti
i punti che non sono nel dominio naturale di f(z).
o —¢ VvV

\m\»—wl—l
SN

e 6 o o o o
o= O |
{\

e
Scegliere tutti gli asintoti di f(z).
y=-7

y =
y =
y =
y =
y =
y =
xTr =
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ez =0
o r=1
[ ] y:(L’
o y=—z
o y=1TzI
Si ottiene

£l = -2
e +E
Riempire gli spazi.
[a} [ -1 /‘E;’Zl v |
e _[e]
Si ottiene il limite hmx—>(§)+ f(z) = @W con @ > 0.

o [d]> o

Scegliere il comportamento di f(z) nell'intervallo [1, 2].

e strettamente decrescente v

e strettamente crescente

e ne crescente ne descrescente

(7) Q4

Se non e specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non 2).

1
Calcoliamo il seguente integrale.

61
0.
/0 cosﬁd

Con il cambio di variabile sin§ = ¢, si ottiene

501 Y
/0 cos&de:/x [d]at.

Riempire gli spazi con interi, X =[a]Y = &k
@:’O /‘E:’l \/‘:’2 \/‘

Scegliere la funzione | d |.
® arccost

o {2

o t2 -1

o ! v

Continuando, si ottiene fO% L_df = % log .
: ] 1

Ve [2 VI [3 V]

Riempire spazi con numeri interi. @




Per il cambio di Variabile t = sin6, si ha j—; = cosf e dunque con

sin0 = 0, bln = fO cos@d0 = fO 00520 - cos df) = fO 1— sm26
cos 0df = fo @dt. Poi si usa 2 = 3(75 + 1=3) ¢ [ madt =
log(t + a).

(8) Q4
Se non ¢ specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non 2).

1
Calcoliamo il seguente integrale.

51
de.
/_ cos

us
6

Con il cambio di variabile sin § = t, si ottiene

/_1(3059 9—/ [d]at.

6

Riempire gli spazi con interi, X = % Y = @ con E > 0.
[} (=1 V[b]> 0 [2 e} [T 7][d}[2 V]
Scegliere la funzione
® arccost
o 12

o t2 -1

* 1jt2 v

1

2

—

Continuando, si ottiene f g —opd0 = log[e].

Riempire spazi con numeri 1nter1. [e]

9) Q5
Se non é specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta
nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non 2).

1
Studiamo la convergenza del seguente integrale improprio, seguendo le

indicazioni.
> T
—d
/0 @+ 12"

Completare la formula.

v &
/ 2 gdr =
o T |F D

con@>0.
@) [T 7 ][b]> 0 [2 v [2 7 ][db [T 7]




(10

Dunque 'integrale improprio converge e si ottiene fooo mdx = .

1 /][22 V]

Analogamente, I'integrale improprio

o0 T
—d
/o @+

converge per
e a>0

e >0

ea>1 Vv

e a>1

o a>2

o a>2

e tutti a

dr =

e in tal caso si ottiene fo (xgil)a

:’1 \/‘:’2 \/‘:’71 \/‘

|
(a+)

1
questo converge a 3.

N x
Analogamente, fo mdz = zfo (x2+1)a

Si noti che 2z = (22)’, dunque per la sostituzione fON e =
N
3 fO w2+1 = % [—(9;2%1)]0 . Prendendo il limite N — oo,

N
%{ﬁ(w“ﬁ} per o # 1, e per a« = 1 si ottiene
0
%[log(xQ—i—l)]év e il limite N — oo converge se e solo se
o> 1.
) Q5

Se non é specificato altrimenti, riempire gli spazi vuoti con numeri interi
(possibilmente 0 o negativi). Quando compare una frazione, va scritta

nella forma semplificata (per esempio, si accetta solo % ma non 2).

4

Studiamo la convergenza del seguente integrale improprio, seguendo le

indicazioni.
o0 £L'2
—dx
/0 (23 +1)2

Completare la formula.

N 2
/ m dr = @
o @ Rl )
con > 0.

i} (1 7[> 0: [3 7] [e} [3 v [a} [T 7]

N

Dunque l'integrale improprio converge e si ottiene fooo ﬁdm

=[5!




e [1 v} [3 V]

Analogamente, I'integrale improprio

o0 CC2
/0 @1

converge per
e a>0

e >0

ea>1V

o a>1

o a>2

o a>2

e tutti a

. . . [e%s} 2 E
e in tal caso si ottiene fo (3i1)adx=.. .
¥ h(a+)
e (L7} ([ [FT 7]




