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1. Calcolare, il seguente limite:

. x—In(l—z)—2zv/1+4=z
lim

20 sin(x) — ze®

Soluzione. Usando la formula di Taylor vicino a x¢ = 0, si ottengono
o In(l1—2)=—x— 32%+o(z?)
e 2v/1+z=x(l+3iz—o0(z)) =+ 12? + o(z?)
o sinz =z +0-2%+ o(z?)
o ze* =x(1+x+o0(x)) =x+ 2%+ o(z?)
Dunque vicino a 0 vale

r—In(l—-2)—-2zv1+z —12? 4 o(z?)

sin(z) — xe® 22 4 o(2?)

. z—In(l1—x)—2zv1+z _ 1
e limg sin(z)—ze® 2

2. Studiare, al variare di x € R, la convergenza della serie

o0

1 2
_— 1",
; =2+ 1)

Soluzione. 1 termini ﬁ(:ﬁ + 1)™ sono positivi. Per il criterio della radice, la serie converge

se R = limy o0 (5 (2% + 1)")w < 1 e diverge se R > 1. Si ha

dimn (o, (F 4 D)) = lim s (27 4 1) =
DunqueR:M<1seesolosea:2+1<5seesolose—2<x<2,eR>lseesolose

5
r < —20x>2 Perax=2 -2 laserie diventa > >0, = (4+1)" = >.°° . L che abbiamo

n=1 5"n n=1n"
visto che diverge.

3. Tracciare il grafico qualitativo della seguente funzione:

elm_”

r+3

fz) =

Soluzione.



e La funzione |z — 1|,e¥ sono definiti per tutti R, dunque anche ¢®~! mentre -1 &

43
definita per x # —3. Tutto insieme, il dominio ¢ {x € R : z # —3}.

e i limiti:
— lim,_o f(z). Siccome el*7ll = 721 = ¢ . ¢ ¢ x_ii% < 0 per z < 0, si ha
lim, , o f(z) = —o0.
— lim,_,_5- f(x). Siccome e*~! & continua, lim,_, 5 f(x) = e* - lim,_,_5 x—}r?) =
—00.
— lim,_,_3+ f(x). Analogamente, lim,_,_3+ f(z) = e* - lim,_,_3+ ﬁ = 0.
— lim, 00 f(2). Siccome el*7l = 771 = ¢ . 71 ¢ x+r3 > 0 per z > 0, si ha
lim, o f(z) = 0.
o el*=1l & sempre posistiva, dunque il segno di f (x) coincide con il segno di ﬁ, cioe
f(x) >0sex > -3¢ f(zr) <0sex<—3.
eac—l
Y sex>1
e Siha f(z) =1 =3, — , dunque
e sexr <1
e Hz+3)—e®t _ e (z+2)
Fla) = (z13)2 = (@13 se x> 1
—e "t (g43)—e @t _e‘z+1(x+4) sexr <1
(z+3)2 - (z+3)2

Siccome la funzione esponenziale e positiva e (H;g)? > 0 (per x # —3), ¢ facile deterinare
il segno di f'(z).

r<—4|lr=—4| 4d<r<-3| 3<z<l 1<z
f(z) - - + + +
f'(z) + 0 — - +(per 1 < x)

Inoltre, ¢’& un punto angoloso in = = 1, dove la funzione e!*~!l cambia I’espressione in
termini delle funzioni derivabili.

Il grafico si ottiene come segue:
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4. Calcolare il seguente integrale:

/ cos* 6 db
0

Soluzione. Ci ricordiamo la formula cos(a + ) = cosacos S — sinasin 5, da cui seque

. . 1+cos(2
cos(2a) = cos’a — sin?a = 2cos’a — 1, equivalentemente, cos?a = Jrc%(o‘) Usando
2
. . 1 20 1+2cos(26 2(20 2+4 cos(20)+(1 40 :
questo, si ottiene cos® = <+C%()> _ 142cos( Z2+cos (26) __ 244 cos( )Z( +eos9) - Giccome vale

sin(

[ cos(az)da = ) 4 Const., abbiamo

/ cost 0.0 :/ 2 4 4 cos(20) —g (1 +cos(40))9d0
0 0

1 in(40 2w
_ 1199 4 96in(20) + 0 + 1040

8 4,
_ 3
-



5. Calcolare il seguente (dare il valore, e non solo discutere la convergenza), basandosi sulla
definizione di integrale improprio:
Tl
—e Vix
|

Soluzione. Usando una sostituzione \/z = ¢, troviamo una primitiva: F(x) = —2e~v?, allora
F'(z) = 2=e~V®. Per la definizione di integrale improprio, prendiamo 0 < o < ¢ < 3 < 0.

xT

Abbiamo

©1 !
/a %e’ﬁdx = [-2e7V7]¢ = 2(6\/5—6\/6),/0 ﬁe’ﬁdm = [—2eV7)P = 2(e Ve VP,
La funzione y/x & continua in z = 0, dunque foc \%e‘ﬁdw = lim,_o fac \%e‘ﬁdx =2(1-

e~Ve), mentre lim,_,, e"V* = 0, dunque [ \%e’ﬁdm = limg_00 ff \/Lie*ﬁdx = 2¢~ Ve,
Visto che tutti e due limiti esistono, esiste anche l'integrale improprio in questione e

v -z —VE e Ve
—e Vidx = | —e da:+/ —e Vidr =2(1—e V) +e Vi=2,
A \/E 0 \/E c \/E



