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Seguiamo il libro “Corso di analisi: prima parte” di Luigi Chierchia, McGraw Hill, ma i
numeri dei teoremi e degli esempi ecc. non coincidono.
Diario del corso:
http://www.mat.uniroma2.it/ tanimoto/teaching/2019AM1/

Sintesi del corso (finora):
e la teoria degli insiemi
e numeri reali, naturali, interi e razionali
e funzioni su R e i limiti, successioni

continuitad delle funzioni

polinomi, radici, funzioni esponenziali, logaritmo

Nov. 7. Logaritmo, funzioni iperboliche e alcuni limiti notevoli

Logaritmo e funzioni iperboliche

Sia a > 0,a # 1. Abbiamo definito la funzione esponenziale f(z) = a®, ¢ abbiamo visto che ¢
continua, e strettamente crescente se a > 1 e strettamente descrescente se 0 < a < 1.

Sia a > 1. Per Propositione 3.4(vi) del testo, Im a® = R4. Dunque possiamo definire (perché
¢ strettamente crescente) la funzione inversa. Analogamente anche per 0 < a < 1.

Definizione 1. Il logaritmo in base a di = é I'inversa di f(y) = a¥: log, : Ry —— R e vale
log, a® = x = a'%%a®,
logz = log, x.

Example: logy 8 = 3,logg 3 = %

A
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Proposizione 2. Siano a,b > 0,a #1#0b, x,y > 0,t € R. Allora
(1) log,a=1,log,1=0.
(ii) log,—1 x = —log, x
(iii) log,(xy) = log, x + log, y
(iv) log,(x') = tlog, x
(v) log, z = log, b-log, .

(vi) Sia a > 1. Then f(x) =log, x & strettamente crescente e continua. log, x > 0 se e solo se
x> 1.

(vii) Sia a > 1,a > 0. Allora limg_, 1o % = +o0.

Dimostrazione.
(i) a! =a,a® = 1.
(ii) (1/a)"'%8a® =1/a"198a® = glo8a® = g,
(iii) aloga z+log, y — glog, wylog, y — zy.
(IV) qtlog. = — (alogaz)t — 7t
(V) qlog. blogyz — (aloga b)logbm — plogrz — 4
(vi) Segue da Teorema 2.66 del libro.
.. y)o ayy . C e
(vii) l(a ) 7 = (@)" _, & e il cambio di variabile.
0g, a y
O
Definizione 3. e senhz = sinhz = ex_ze_x
o coshy = &~
e tanhz — sinh x
coshz
(oS
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Proposizione 4. (i) cosh(z + y) = coshz coshy + sinh z sinh y.
(i) sinh(z + y) = cosh z sinh y + sinh  cosh y.
(iii) (coshz)? — (sinhx)? = 1.



Dimostrazione.

(i) coshzcoshy + sinhasinhy = 1(e% 4+ e72)(e¥ + e7¥) + (e* — e ) (e¥ — e ¥) = 7(2e"Y +
2e*7Y) = cosh(z + y).

(ii) analogo.

(iii) analogo.

Proposizione 5. (i) sinh~!(z) = log(z 4+ v22 + 1).
(ii) cosh™*(z) = log(z + V22 — 1).
Dimostrazione.

(i)

) 1 1 Lz +Va2+1)2 -1
sbllon(o + VA ) = (@04 VD - ) = BT

la?+ 2V +1+22+1-1
= — =X
2 r+Va?+1

(ii) analogo.

Definizione 6. (i) Arcsinhz = sinh™!(z) = log(z + V22 + 1).
(ii) Arccoshz = cosh™!(z) = log(z + v/22 — 1).

Alcuni limiti notevoli

n+1
%)T' = e. Sappiamo che lim,, .4, (1 + %)n = limg; 0 <1 + 1 > = e. Sia

(i) limyyeo (1 + 1

n=lz],alloran<z<n+le

1 n+1
(1+T+1> 1\” 1\ 1\" 1
— < |1+=-) <(1+-= =(14+—-] -(14+—]).
l—i—n—H T n n n

Per il teorema di confronto, lim,_, s (1 + %)x =e.

log(14x)
x

8=

(il) limgz—0 = 1. Dall’esempio precendente e il cambio di variabile, lim,_o (1 + )
(analogamente si dimostra limg_,0—). Siccome logy ¢ continua,

=€

lim log(1+ )
z—0 x

1
p

= lim log(1 + z)= = log lim (1 + x)% =loge = 1.
z—0 z—0

eyt
(iil) limg—eo (1 + %)x =€l limy oo (1 + %)x = lim,_ 0 ((1 + %)?) = ¢! per la continuita di

g(a) = d".

T

. . 1 . z_1 .
(iv) limg oo o= = 1. Con y = €* — 1, limy o0 = = limy 500 m =1.

. _ _ x_ —x(,T__
(v) limg o S202 — 1 lim,_,, €5 e"—l4l—e"" ef-lte T(e"=1) _ 2

T . .
— =limy 0 4, = limz o =1.

[\



Nov. 13. Criteri di convergenza per serie a termini positivi

Sia {a,} C R una successione. Abbiamo considerato una serie >, _, aj, che & una nuova succes-
sione e la sua convergenza o divergenza.

Quando tutti i termini sono non-negativi: a, > 0, ci sono alcuni criteri che si possono usare
spesso per decidere la convergenza/divergenza.

Proposizione 7. e Siano {an},{bn} due successioni, an, > 0,b, > 0 tali che esiste ¢ >0 e
an < cby, per n sufficientemente grandi. Allora, se Y by, converge, allora converge anche

S ay. Sed a, diverge, diverge anche Y by,.

e Siano {an},{bn} due successioni, an, > 0,b, > 0 tali che an/b, — s € R. Allora " ap
converge se e solo se Y by, converge.

Abbiamo inoltre visto che, per 0 < 6 < 1, Zgzl 0" converge a 1719.

Sia a, > 0 una successione positiva.

1
Proposizione 8 (criterio della radice). (i) Se aj; < 6 < 1 per n sufficientemente grandi, al-
lora " an converge.

1
(i) Se ajy >0 > 1 per n sufficientemente grandi, allora ) ay, diverge.

1
(i11) Sia ajp — 0. Se 0 <1, ay converge. Se > 1, > ay diverge.

Dimostrazione. La serie ) 6" converge se § < 1 (serie geometrica) e diverge se § > 1 (0™ non
tende a 0). Per il teorema di confronto e a,, < 6™ or a,, > 0", seguono le prime due affermazioni.

1 1 - 1
Se ap — 0 < 1, allora a < 8 < 1 per n sufficientemente grande. Il caso a; — 6 > 1 ¢
analogo. m

. 1 -
Esempio 9. e > == ¢ convergente.
27[n/5]
° > —n— € convergente.

e > 5 ¢ convergente.

1
Quando lima;; = 1, questo criterio non da informazioni. > 1 ¢ divergente, ma Y 2 @
. . 1 1
convergente ma tutti e due lim(1)w =lim(;)% = 1.

Proposizione 10 (criterio del rapporto). (i) Se CLZ—:l < 0 < 1 per n sufficientemente grandi,
allora 3~ a,, converge.

(ii) Se “2- >0 > 1 per n sufficientemente grandi, allora 'y ap diverge.
(iii) Sia QZ—:l — 0. Sef <1, > a, converge. Se @ > 1, > a, diverge.
Dimostrazione. Sia C‘Z—Il <0 < 1pern>N. Allora,

AN+m < aN+m—19 < aN+m—202 <...< amHN-

Ora ), amf™ & convergente, quindi per il teorema di confronto, ) . a, & convergente. Se “Z—:l >
6 > 1, allora a, é crescente, e non converge a 0.

Se GZ—:l — 6 < 1 oppure > 1, allora QZ—:I < 0 < 1 oppure > 1 per n sufficientemente grande,
quindi segue da (i), (ii). O

Esempio 11. e > 5 ¢ convergente.



. Z ¢ convergente.

TL.2 N
. zg,l%

1
Quando an+1/a, — 1 oppure a;; — 1, dobbiamo studiarla meglio.

Proposizione 12 (criterio di condensazione). Sia {a,} una successione decrescente di numeri
positiwi. Allora ) an =) 2" agn.

Dimostrazione. Siccome a, é decrescente e positivo, asn > agny1 > -+ > agn+1, dunque

antl_1

2"a2n Z Z Q. Z 2na2n+1.
k=2mn

Sommando rispetto ad n,

N 2ntl_q oN+1_1 N 1 N N+1
22 agn > Z Z ap = Z ap > Z2"a2n+1 = 5 22n+1a2n+1 = (Z 2"agn — (11)
n=1 n=1

n=1 k=27 n=1
Quindi ), a, converge se e solo se ) 2"aon converge per il teorema di confronto. ]
Esempio 13. e Sia s> 0. {(s) :== 3o, L. Per il criterio di condensazione, basta studiare
1 _ 2 1
> 2" Gy = 2 g = > 561w Questa ¢ una serie geometrica, ed ¢ converge se 201 > 1

e diverge se 26— > 1, ovvero, converge se e solo se s > 1.

((s) si chiama la funzione di zeta di Riemann.

1 . . . . . . n 1 o 1 .
o > llogT)® Per il criterio di condensazione, basta studiare » 2 T (log 2] — > Tog2)® =

1 1 . .
g o™ > & Quindi converge se e solo se a > 1.
Proposizione 14. Sia {a,} una successione decrescente con i termini positivi e an, — 0. Allora
> (=1)"ay, converge.

Dimostrazione. Sia s, = > p_,(—1)fa;. Allora so, = Y3, (—ask—1 + azi) & decrescente.
Analogamente, Son1 = —a1+Y_ . (a2p —agk4+1) € crescente. Inoltre, Sop—S2p41 = —(—a2n41) =
aon+1 > 0. Dunque sg, € S2,41 convergono a s e 8, rispettivamente, e s > s. Ma 59,41 < 8 <

S < Sap € Sop — S2p4+1 = G2p+1 — 0, quindi 5 = s. 0
Esempio 15. e > (~1)"1 & convergente.

o > (1) m ¢ convergente.
Nov. 14. Serie esponenziali e funzioni trigonometriche
Proposizione 16. Se > 77, a; = a ¢ convergente, allora limy, 0 Zzozmﬂ ar — 0.
Dimostrazione. ', a; — a, qUIIldl My 00 D pemat Gk = @ — D _pey g — 0. O

Avevamo definito e = lim, (1 + ) , e abbiamo visto che e* = lim,, (1 + £)".
C’¢ un’altra espressione per e*:

z? 23

o)
x
k=0

Per il criterio del rapporto, per ogni x € R questa serie converge assolutamente: infatti, il
N n+1 n
rapporto & (h)/(%) = 57 — 0. In particolare, limy, 00 Y 32,11 %7 = 0-
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Teorema 17. Per ogni x € R, Exp(x) = €.

Dimostrazione. Abbiamo

T\ " /n\ sk “ n! xk
-2 -5 () 0 - E b
n k) \n (n — k)Ink k!
k=0 k=0
: _ n! z\" __ n zF
Poniamo a,; = k) dunque (1 =+ ﬁ) - Ek:o Ank 7T -
Vale che
-1 -2 —k+1
ano =1, anp =1, ank:n n L + <lperl<k<n
n n n

e per k fisso, an,r — 1.
Sia 1 < m < n, allora

T\ " .’Ek
(1) ~ X

Ora, siccome (1 + £)" — e* e ap; — 1, otteniamo

tende a 0 quando m — oo, quindi e* = > 77 ‘% O

Corollario 18. sinhz =) 7, 2;111),,coshx =310 (2:;

k
r=3 0 k, . Dunque

et —e 1 o [k (—$)k O, g2kl
1 h = — = — _ — -
i 2 2Z<k! k! > Z(2k+1)!

Dimostrazione. Abbiamo e = 77

w‘&

k=0 k=0
cosha = E et I (2t <—x>k> _y
| | |
2 22\ Kl K 2 (2h)!
O
Definizione 19. Per z € R, poniamo
oo 2k 2 4 6
X xr xr X
= —1)k — 1 4
cos e kzo( NCTa 2 To1 70
0 2k+1 3 5 7
X X X X
S _1)k _ _
i kz_:o( S err = 6 Y120 5oa0 T

Le serie sono assolutamente convergenti per il criterio del rapporto.

Vogliamo dimostrare che cos x e sin x soddisfano le proprieta che ci aspettiamo: per esempio,
cos(z + y) = cosx cosy — sinxsiny. Percid servono serie doppie:

Proposizione 20. Per n,k € Ny, sia anp € R. Allora Y07 030 o lank| = D peo Do |ankl
nel senso che se uno ¢ finito allora l’altro & pure finito e coindidono. Se questa somma ¢& finita,

allora Y02 0 Y 020 Gnk = Y peg Dpep Gnk-



Dimostrazione. Sia Y 2 (> 7 |ank| = a < oo. Allora in particolare Z >0 Zk olank] <
a < 00, YN S lank| < a < co. Siae > 0. Esiste N tale che a — SN (57 an| < 5
e per ogni n esiste ky, tale che Y 72 |ank| — Z?;O lank| < 2(N#+1)’ allora Ziv:() v lank| —
Ym0 ony ™ lank] < 5,

oo max{kn} N max{kn}

G_Z Z ‘ank’<a_z Z ’ank|<6
n=0 = n=0 =

L’altro caso ¢ analogo.

Supponiano che la somma Y02 (377 o |ank| = D pe g P oneo |@nk| sia finita. Allora in parti-
colare A, = Zk Ay € assolutametne convergente, quindi, con a; = |anx| se ayx > 0 oppure
<0, econ AF Zk 0 nk,

oo o0 o0 o [e.e]
2D ane =23 (o —aw) =3 (4
n=0 k=0 n=0 k=0 n=
oo o
= ZA* ZA‘ Yy Y Y
n=0 k=0 k=0n=0
o0 [e.e]
_ + - -l = +
—zzank—zzank—z(z% > ) =33 el -
k=0n=0 k=0n=0 n=0 k=0n=0
o oo
S P
k=0n=0
O
In particolare, sempre se la somma dei moduli é finita, allora
o0 n o0 [e.e]
DD k=2 ) duk
n=0 k=0 k=0n=~k
Teorema 21. cos(z +y) = coszcosy — sinxsiny.
Dimostrazione. Consideriamo la somma
> Y S
=0 0<;<2k 7 Qk
che ¢ assolutamente convergente perché, con M = max{|z|, |y|},
]m\J ’Z/\% J - 2k 1 1 _ - Wek
DI DI LD DI S R
k=00<j<2k ) k=0 0<j<2k ) 1) k—O 0<j <2k
<5< = <j =
=1
S LI VL
(2k)!
k=0
per il criterio del rapporto, e abbiamo usato (1 4 1)% Z?k 0 (2;“)
Ora
00 2% o L 2k
+9) (1) (2K)Y 5 ok
— -1 k (ﬂj‘ — J j
cos(a +) = > (D" =D g, Zj!(%—j)!m v
k=0 k=0 §=0
o0 k 2k 2k
-1 2k 2k)! . )
S G Y TR Gl Y e
k=0 © j=0,j pari J! J © j=0,j dispari J: 1)



e per il primo termine

X (k& y2hy 2k=2h y?
> G 2 Gk SNYE ]
k=0 h:O k=0 h=0
S e = S 4
2h '2 k—h)! ! 2k!
h=0 k=h h=0 k=0
o0 . 2l o0 . 2k)
= Z(—l) n) (—1) ST = cosTeosy.
h=0 k=0
Analogamente, il secondo termine si puo riscrivere come — sin x sin y. Il

Nov. 14 (16:00-18:00). Funzioni trigonometriche

Abbiamo definito

o 2k 2 4 6
X X X X
= E —1)k -1 4 =
cos e k_o( ) @ 2 To1 720 T
o 2k+1 3 5 7
X X X X
i kzo( VT %" 6 T120 5000 T

e dimostrato che cos(x + y) = cosz cosy — sin z sin y. Queste formule ci permettono di calcolare

i valori. cos0 =1,sin0 =0,cos1 =1 — % + i — % -++. Se sommiamo 10 termini, I’errore & al
. ~ 1 1 1|
massimo | Y ;20 71| < g7 2ok=10 7g¢| = 0-000003.
Se usiamo il fatto che le serie cosz,sinx sono alternanti otteniamo da cosl = 1 — 5 +
1 1 1
54 — 755 T 20335 """ © I'errore della somma 1 — = —|— ﬂ — ﬁ dal vero valore di cos1 €& minore

di 45355 ~ 0.000025. Dunque, siccome 1 — & + 5 — =35 = 253 = 0.540277--- otteniamo che
cos 1 € (0.5402778 — 0.000025, 0.540277 + 0.000025).

Lemma 22. Per ogni x € R, |z| <1, si ha
3
o |sinx —z| < %

o |cosz—1+Z 5 ] < Z —2. In particolare, sinx e cosx sono continue in x = 0.

Dimostrazione.
|sine — x| = kf;(—l)k(;;ji)' < im < |$6|3 i 32(;_1) < ]:c;i
cosz —1 “j = i(_l)ké:! = i 55; = ’;‘f > Qz(i—n < |g16’23
k=2 k=2 k=1
Segue che .

. ‘ ,
o lim, o 822 — 1. Infatti 822 — 1] < 21

° hmag—)O Cosx 1 _ %



Dalla formula di addizione, con y = —z segue che sin(—z) = —sinz e dunque 1 = cos0 =
(cosx)? + (sinz)?. In particolare, |cosz| < 1,|sinz| < 1.

Si scrive spesso (cosz)? = cos? z. Bisogna distinguerlo da cos(cos )).

cosx & continua su tutto R. Infatti, sia € R, allora cos(z + z) = cosz cosz — sinzsin z, e
lim,_, cos(x + z) = cosx — 0 = cos x.

Proposizione 23. Esiste 5 € (1,2) tale che cos 3 = 0.

. . _ 1 1 1 1 _ 22 4 26 28 1 :
Dimostrazione. cosl=1—5+ 5 — =5 >5,c082=1—-5+5 — =+ %+ < —5. Poi

si applica il teorema del valore intermedio. O

Da Lemma 22 segue che per |z| > 1 |cosz — 1| <  + 5 = 5, dunque | cosz| > 3.
Definizione 24. Chiamiamo il doppio del primo zero positivo del coseno 7, pi greco. Ossia,
m =20, dove cos =0, 8 € (1,2) e 8 ¢ il minimo di tali valori.

Proposizione 25. cos § = 0,sin§ = 1,cosm = —1,sinm = 0.

Dimostrazione. cos 3 = 0 per definizione.
Da cos®z + sin?z = 1 segue che |sin 3| = 1. Dall’altra parte, cos(3 — ) = cos 5 cosx —
sin § sin(—2z) = sin §. Sia z sufficientemente piccolo, 0 < x < 7, siccome § ¢ il primo zero di

cos, cos(i — x) > 0, mentre sinz > 0, dunque sin§ > 0, e sin § = 1.

— T Ty 27 in2T — _
005277 = COS(22 + %) =cos” § s1121 7 =—1.
cos” m + sin“m = 1, e dunque sin“ 7 = 0. [l
Proposizione 26. cos(z — 5) = sinx, sin(z — §) = —cosx. In particolare, sinx & continua.

Dimostrazione. cos(x — ) = coszcos 5 —sinzsin(—F) = sinz.

Il resto ¢ immediato. O
Teorema 27. sin(z + y) = sinxcosy + coszsiny.

Dimostrazione. sin(z+y) = cos(z+y—5) = cosxcos(y—5)—sinwsin(y—5) = coszsiny +

sin x cos x. U
Proposizione 28. e sin(x 4+ m) = —sinm, cos(z + 7) = — cos x, sin(z + 27) = sinx, cos(x +
27) = cos z.
e sin2z = 2sinz cos x, cos 2z = cos? x — sin? z.
e sinx +siny = QSinxTercos =
e cosz + cosy = 2cos LY cos L.
e sinzsiny = $(cos(z — y) — cos(z +y))
e coszcosy = 3(cos(z — y) + cos(z +y)).
Dimostrazione.
e segue da sinm = 0,cosm = —1.
e si usa sin 2z = sin(z + z).
e abbiamo
sinx—sin(m—i_y + x—y) —sinx+ycosx_y —l—cosx—i_ysinx_y
B 2 2 2 2 2 2
sin —sin(x+y + y—x) —smm—i_ycosy_x +Cosx+ysiny_x
v= 2 2 /T Ty 2 2 2

e si sommano 1 lati.



e abbiamo

cos(z +y) = coszcosy —sinzsiny

cos(x —y) = cosx cosy + sinzsiny

e si sottoraggono o sommano i lati.

U

Definizione 29. Una funzione f(z) su R ha periodo T'# 0 se f(z +T) = f(x).

sinx e cos z hanno periodo 2.
Definizione 30. tanx = f:(‘)nx per ¥ # 5 + km, k € Z. cotanxz = o per x # k.
Proposizione 31. e sinx ¢ strettamente crescente in [—3, ).

e cosx ¢ strettamente crescente in [0, 5.

e tanx ¢ strettamente crescente in [—3, 5.
Dimostrazione. Consideriamo [0, %]. Abbiamo sinz — siny = 2sin %% cos Z3¥. Siano

r>y,0<xzy< 3. Allora cos x+y > 0 perché 7 ¢ il primo zero di cos. Da sinz = Cos(z -2,
segue che 0 < sinz < 1 per 0 S z < 72’ Dunque sinx—;y > 0 e sinx —siny > 0. Inoltre

sin %5 = cos w non assume 0 perché 7 & il primo zero di cos.

Il resto segue immediatamente: per z € [0, 3], cosz = /1 — sinz. Per z € (=5, 5),
: R __ sinz
sin(—r) = —sinz, tanz = £2L. O

Nov. 21. Il teorema di Weierstrass. Derivate.

Il teorema di Weierstrass

Definizione 32. Un insieme K C R ¢ detto compatto (per successioni) se per ogni successione
in K esiste una sottosuccessione convergente in K.

Abbiamo visto che un insieme & compatto se e solo se € chiuso e limitato.
Proposizione 33. Un insieme compatto K non vuoto ha massimo e minimo.

Dimostrazione. Siccome K ¢ compatto, ¢ limitato (superiormente e inferiormente). Dunque

esiste sup K = M. Per Proposizione 2.39 (del libro), per ogni n esiste z,, € K tale che M —z,, <

%. Allora z, =& M. Ma K é chiuso, dunque M = limz, € K, cioé K ammette il massimo. Il

minimo é analogo. O
Si denota con C'(K) l'insieme delle funzioni continue su K (in R).

Proposizione 34. Se K C R ¢ compatto e f € C(K), allora f(K) & compatto.

Dimostrazione. Sia y, € f(K) una successione. Allora esisono x,, € K tali che f(zy,) = yn.
Siccome K & compatto, esiste una sottosuccessione z,, convergente in K. Ora f(z,,) ¢ una
sottosuccessione di {y,}, mentre x,, — = € K, e dunque f(z,,) = f(z) € f(K). Cioé¢ ogni
successione vy, = f(x,) ammette una sottosuccessione convergente f(x,,) in f(K). Dunque
f(K) & compatto. O

Definizione 35. Sia f una funzione da A in R. f & detto di assumere il massimo (globale) in
x € Ase f(xr) > f(y) per tutti y € A. Il minimo (globale) ¢ definito analogamente.

10



Teorema 36 (Weierstrass). Se K C R é compatto e f € C(K), allora f assume massimo e
minimo su K.

Dimostrazione. Per Proposizione 34, f(K) ¢ compatto, e per Proposizione 33 f(K) ammette
il massimo y. Questo vale a dire che esiste x € K tale che f(x) =y > z per tutti z € f(K), cioe
f assume il massimo in x. O

Esempio 37. (e non esempi)

e f(z) = 2% ¢ continua, dunque su ogni K compatto ammette il massimo e il minimo, ma
non su R.

o f(z) = {x} non ¢é continua, e infatti non ammette il massimo su [0, 1] anche se [0, 1] ¢&
compatto.

Derivate

e Supponiamo che f rappresenti il moto di una particella: f(¢) ¢ la posizione della particella
a tempo t. Che vuol dire la velocita a tempo t?

e Sia f laltezza di una montagna. Che vuol dire che la montagna é ripida o piana?

Definizione 38. Sia I C R un intervallo aperto, f: I — R.

e sia x € I e h piccolo tale che x + h € I.

flz+h) - f(z)
h

si chiama il rapporto incrementale tra = e x + h.

11



e la funzione f ¢ detta derivabile in x( se esiste il limite in R

lim fl@o+h) - f(z)
h—0 h '

Se esiste un tale limite, esso si chiama la derivata di f in zg e si denota f'(zg) =
. h)—
limy, o LEHI=LE0) D f(20) 0 L (wp).

Osservazione 39. e la derivata in x rapprensenta la pendenza di f in z.

e se f rappresenta la posizione di una particella, la velocita & definita da f'(¢).

A
|
I
i

Derivate delle funzioni elementari.

e Sia f(z) = ¢ per z € R (costante). Per ogni z € R, w

J(@)=o.

e Siano A € Re f(z) = Az per x € R (retta). Per ogni x € R, f($+h})l_f(x) = A(HZ)_A“T =
% = A, dunque f'(z) = A.

= ¢ = 0, dunque

e Siano A € R e f(r) = Az? per z € R (parabola). Per ogni x € R, 7f(x+h});f(x) =

A(mH;L)Q*A"B = A(2x2+h2) = A2z + h), dunque f'(x) = limp_0 A(22 4+ h) = 2z A.
e Sianon € Ze f(z) = 2™ per x € R. Vale che (z+h)" = > _, (1)a"h" % = 2" +na"Th+
n(n—1)

Tm”_QhQ 4+ .... Per ogni x € R,

fle4+h)— f(z) (z4+h)"—2 x"—l—nx”*lh—i—@w"”fﬂ—i—...h"—m"

h h h

—1
5 )xn72h+ "‘hnil,

dunque f'(z) = limy_,o(na™ ! + @x"‘Qh +- A = ppn L

. SianonEZef(x):%perxeR,;ﬁO. Per ogni z € R, # 0,

feth) —f@) _ mn—e _e-(th) 1
h h hx(x 4 h) z(z + h)
dunque f'(z) = limy,_y0 _m _ _%2.

e Sia f(z) =logz, x > 0. Allora

_ h "
log(z + h) —loga _ log (1 n h) _ llog (1 n h) ’
x x

h

dunque f'(z) = limj,_,0 1 log(1 + %)% = limy o 2 log(1 + y)i = 1 (limite notevole)

12



e Sia f(x) =e”, x € R. Allora

h h
e th — e _ ot 1
h h
dunque f'(x) = limp_ exehT_l = ¢” (limite notevole).

o f(z) =sinz,z € R. Allora, sin(z + h) = sinx cos h + sin h cos z, dunque

, . sinxzcosh +sinhcosz —sinx . sinz(cosh — 1) + sinhcos z
fi(z) = lim = lim = cosx
h—0 h h—0 h
(si usano limy_o ©51=1 = 0 e limy,_o S22 = 1.

e f(x) =cosz,x € R. Allora, sin(xz + h) = cosx cos h — sin hsinz, dunque

, . cosxcosh —sinhsinz — coszx . cosz(cosh —1) —sinhsinz .
fi(z) = lim = lim =sinx
h—0 h h—0 h

Osservazione 40. Se f(x) ¢ derivabile in xg, allora & continua in z¢. Infatti,

Pl W)= T00) ) — a0 =0

lim f(x) — f(wo) = lim f(wo +h) — f(zo) = lim

T—T0 —0 h—0

Definizione 41. Sia f : [zg — d,29] — R dove 6 > 0. Se esiste il limite lim_,o_ w

(da sinista), f & detta derivabile in ¢ da sinistra, e il limite si denota con D_ f(xg), la derivata
sisnitra. Analogamente si definisce la derivata destra.

Esempio 42. Sia f(x) = |z|,z0 = 0. D_f(0) = limp_,o— W = limp,_,0— %h = —1, mentre

Dy f(0) =limpop 1t = 1.

Nov. 27. Derivate. Valori estremi.

Le regole di derivazione:
o D(af(z) +bg(z)) = aDf(x) + bDg(x) (linearita).
o D(f(z)g(x)) = Df(x)g(x) + f(x)Dg(x) (Leibniz).
o D( ) = Df(x)g(ﬂg)(x)f( z)Dg(z)
e D(f(9(x))) = Dg(x)Df(g(x)) (catena).
o D(f~'(y)) = gy dove y = f(2).

Esempio 43. e Sia f(z) = sinz,g(z) = 22 Per linearita, D(sinz + 22?) = cosz + 2.
Prendiamo sin(z?) = f(g(z)). Per laregola della catena, D(sm(xQ)) = D(2?)-(Dsin)(2?) =
2z - cos(x?). Per (sinz)? = g(f(z)), D((sinz)?) = D(sinz) - 2(sinz) = 2sinz cos z.

\
3

/\
v

2

e Per la regola della catena D(exp(—z)) = D(—x)- (D exp)(—z) = — exp(—=z). Per linearita,
Dsinhz = D(1(e® —e7®)) = 1(e” + e %) = coshz. Analogamente D coshz = sinhz.

e Si ha a® = (e!°82)% = £l°8@%_ Per ]a regola della catena,

D(a") = D(exp(loga-x)) = D(loga-x)-(Dexp)(loga-x) =loga-exp(loga-x) = logaa®.

13



e Siaa>0e f(x) =2%per z > 0. f(x) =exp(logx - a), e per la regola della catena,

a a—1

Df(x) = D(logx - a)D(exp)(logz - a) = % -exp(logz - a) = % ‘% =ax

Per a < 0, si considera f(z) = 2% = L e si ottiene la stessa formula f/(z) = az®~!. Ma
non vale per a = 0.
_ sinz\ _ cosz-cosz—sinz-(—sinz) _ 1
e Dtanx = D(5:2) = 73 = oo

e f(x) = arctanx. Ovvero, f(z) = g !(z), dove g(z) = tanx. Per la regola per I'inversa,

abbiamo D f(y) = #(x) = cos? x, dove y = g(x) = tanz. Dunque y* = % = %,
cos’x = I +1y2. Sostituendolo nel risultato precedente, D arctany = D f(y) = ﬁ
1
o f(z) =tanhz. f'(2)= —>-.
e f(z) =arcsinz. f'(z) = 1£x2.

Definizione 44. Siano ACR, f: A—>Rexg € A.

e 1 ¢ detto un massimo locale (stretto) se esiste un intorno U di xg tale che f(zg) > f(x)(>
f(z)) per x € U N A.

e 1z ¢ detto un mimino locale (stretto) se esiste un intorno U di xq tale che f(xo) < f(x)(<
f(x)) per x € UN A.

e g & detto un punto estremale se ¢ un minimo locale o un massimo locale.

bss e mo Globde
o fome

SN :
VRS = i.g;fﬁ'.-{ll

A i
Ms

“\._-"-
Ii' Monaiwe oo g
-

- f
LAY ATRY T ';f'i‘:
.J'

Proposizione 45 (Fermat). Sia I un intervallo aperto e f : I — R. Se f & crescente (decres-
cente) in I ed ¢ derivabile in xo € I, allora f'(xo) > 0(<0).

Dimostrazione. Se f ¢ crescente, allora w >0 (sexop+h >xzoseh >0, z9+h < xo
se h < 0). Allora f'(x¢) = limp_,q w > 0.
Il caso decrescente é analogo. O

Proposizione 46. Sia I un intervallo aperto e f : I — R. Se xg & un minimo (massimo) locale
e f e derivabile in xo, allora f'(xg) = 0.

14



Dimostrazione. Sia zg un minimo locale. Se h > 0, allora %HW > 0, dunque
si ha limp_,04 w > 0. Analogamente, se h < 0, allora w < 0, dunque

limy, _o— w < 0. Siccome f & derivabile in xy, due limiti coincidono al limite f/(zg) =
limp,0 7f(xo+h;)l_f (zo) — .

¢ analogo per massimo. O
x ¢ detto un punto critico se f’(x¢) = 0.

Anche se f/(x¢) = 0, non & detto che x( sia un minimo o massimo locale: f(z) = 23

,.%'0:0.

§

PR—— e S )

Proposizione 47 (Rolle). Sia f continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Se f(a) = f(b), allora
esiste xo € (a,b) tale che f'(xp) = 0.

Dimostrazione. Se f & costante, allora f/(x) = 0 per tutti = € (a,b).
Senno, per il teorema 36 di Weierstrass, f ammette un minimo e un massimo zg e in questo
caso g # a,b. Prendiamo un intevallo aperto intorno a zy. Ora per Proposizione 46 f/(zq) = 0.

A By
L e ]l
o l,:‘:_,—o--—'—v"—'~---—-----~ o _i_
i =¥
©

Proposizione 48. Sia f continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Allora esiste xyg € (a,b) tale
che 7f(bl)):£(a) = f'(z0).

Dimostrazione. Sia F(z) = f(z) — W. Allora F(a) = W = F(b), e per
Proposition 47 esiste g tale che F'(z) = 0. Cioé f'(xg) — fO)=1a) _ g, O

b—a

} £ Y

1hng
o/

Corollario 49. Sia f continua in |a,b] e derivabile in (a,b). Se f'(x) = 0 per tutti z € (a,b),
allora f & costante.

Dimostrazione. Siano = < y € [a,b]. Per Proposition 48, esiste g € (x,y) tale che
1) — p1(a) = 0, dunque f(x) = f(y). 0

15



Corollario 50. Sia f continua in [a,b] e derivabile in (a,b).
e Se f'(x) > 0(>0) per tutti x € (a,b), allora f & crescente (strettamente).

e Se f'(x) <0(< 0) per tutti x € (a,b), allora f ¢ decrescente (strettamente).

Dimostrazione. Sia z <y € (a,b). Per Proposition 48, esiste xg € (z,y) tale che (() f)(x)

f'(zo). Se f'(x0) > 0(> 0), allora f(y) — f(x) > 0(> 0), cioé f & crescente (strettamente).
Il caso f’(z) < 0(< 0) ¢ analogo. O

Esempio 51. o f(z) =22 f'(z) = 2x, dunque f é decrescente se x < 0, z = 0 & un punto
critico, € crescente se x > 0.

o f(x) =sinz. f'(x) = cosz, dunque f & crescente se z € (-7,

critici, e f ¢ decrescente se x € (5, 37“)

), T = %5, —% sono punti

wol3

Nov. 28. Teorema di Bernoulli-de I’'Hoépital. I simboli di Landau.

Proposizione 52 (Teorema del valor medio di Cauchy). Siano a < b, f,g continue in [a,b] e
derivabile in (a,b). Allora esiste un xg € (a,b) tale che f'(x)(g(b) —g(a)) = ¢'(z0)(f(b) — f(a)).

Dimostrazione. Sia F(z) = f(z)(g(b) —)g(a,)) g(x)(f(b) — f(a)), allora F(z) & continua su

[a,b] e derivabile su (a,b). F(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = F(b). Per il teorema di Rolle, esiste

o € (a,b) tale che 0 = F'(zo) = f'(20)(9(b) — g(a)) — g(z0)(f(b) — f(a)). O

Teorema 53 (Bernoulli-de I’'Hépital, caso 1). Sia a < my, f,g derivabili in (a,zq) tali che
g () # 0 vicino a xo,x # x0, limg_y, f(2) = limy_yy, g(x) = 0, limy_yy, % =L e R*. Allora
g(x) # 0 vicino a xg,x # xo e limg_z, g((zg =1L.

Dimostrazione.  Possiamo estendere f,g a (a,zo] ponendo f(xg) = g(zo) = 0, cosi sono

continue. Per Iipotesi, possiamo assumere che ¢'(x) # 0 in (b, xg). Sia z € (b, zg), per il teorema

del valor medio, esiste y € (x, ) tale che g(x) = g(z) —g(x0) = ¢'(y)(x —x) # 0, in particolare,
g(z) # 0.

Per il teorema di valor media di Cauchy, per x come sopra, esiste y € (z,xg) tale che

(W) (g(z) — g(w0)) = g'(y)(f(z) — f(z0)), ovvero,

J@) _ f@) = I(x) _ I')
g(@)  g(z) —glzo)  ¢'(y)
Quando x — x, tale y tende a zp. Siccome limy_,., f/g ; — I per Dipotesi, si ha limy s, ;z)) _
L. -
. Vale che (sinz)’ = cosz # 0
vieino a o = 0 Inoltre (e® N 1) = ex Dunque lim, 0 S sinz hmma() Cs::p - % =1
Analogamente, lim,_,o S222 = Jim,_,o 28822 — 2,

Cos T
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Teorema 55 (Bernoulli-de 'Hépital, caso 2). Sia a < mg, f,g derivabili in (a,zo) tali che

g (z) # 0 vicino a xo,x # xo, limg_yq, f(2) = limg_z, g(z) = 400, limy_4, g;gg = L € R*.

Allora g(x) # 0 vicino a xg,x # xo e limg_,4, % = IL.

4 e
R A
|.r} .I'l'.‘I i b }: [

Dimostrazione. Consideriamo il caso L € R (L = 00 & analogo). € > 0. Per le ipotesi, esiste
b tale che |f(x — L] < §. Inoltre esiste b < b < g tale che in (b,zo) f(z) > 2f(b) > 0,9(z) >

9(b)
2¢g(b) > 0. Allora la funzione h(x) = - fc((b) ¢ continua. Inoltre vale che
f(=)
fa) = 1®) 0 1@
g(x) = g(b) g(x)

limg sz h(x) = 1. Sia b tale che |h(z) — 1] < 30T Per T € (b, o). Per il teorema del valore
medio di Cauchy, esiste y € (b, z) tale che

f@) @) - ) ')
- h(z) = g,
0@ = @ =g "= g
Ora |28 ) = | LW p(e) — L) < |20 |1+ gfp) + Llk(x) ~ 1| < 5+ 5 +5<e. O

Teorema 56 (Bernoulli-de I'Hopital, caso 3). Sia a < zo, f,g derivabili in (a,00) tali che
g (x) # 0 vicino a 0o, limg oo f(x) = limy_ 00 g(x) = 400 0 0, limy o0 % = L € R*. Allora

g
g(x) # 0 vicino a 0o e limg 00 % =L.

Dimostrazione.  Consideriamo f(y) = (1_ ),9(y) = g(l%) Siccome ﬁ — 00 quando

Df(:L,) Dy(L)

y — 1—, e D(f(y)) = W,D(g(y)) = =y Possiamo applicare i teoremi precedenti e
W = lim, o f(2)g(x))- 0

sin 2z
sin x

&,

L =limy 1

Q)

2cos2x __
cos T =2.

Esempio 57. e lim, o = limg;_yo

1/x —0.

= lim; o 1/sin? x

. log x
o limg 0 1/tganx

cos T

— lim, o S —

log(sin x)
log x

4 hma:—)()

2 —.

2
: T : 2z
o limy o0 &5 = liMg 00 55 = liMg 00 5

6(L’
. n
o lim; oo &z = 0.

logcoshz __ sinhz/coshz 1
T — S .

e lim, . = lim; 00 T

Definizione 58. Sia A C R,zy € D*(A) oppure xy = o0 e f, f1, f2,9 : I — R, e supponiamo
che g(z) # 0 vicino a xg, z # x¢. Si scrive:

o f(z) =0(g) (vicino a x() se esiste M > 0 tale che |f(z)| < M|g(z)| vicino a xo.
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o f(z)=o0(g) (vicino a x¢) se limg_,4, % =0.

o fil@) = fol@) + O(g) 0 filz) = fala) + olg) se fi(x) — fo(w) = Olg) 0 = o(g), rispettiva-

mente.

[

..,' -R-_")" A 1
{
N A ol
S 1% S N
. ! :
Esempio 59. e sen > 1, 2" = o(x) vicino a g = 0 (perché lim,_,o % — 0).

e 2" = o(x™) vicino a xg = 0 se n > m (perché lim,_, ;’3—; —0).

.. L1 m
e 2™ = o(x") vicino a x = 0o se n > m (perché lim; . 7 — 0).

e logz = o(1) vicino a = 0 (perché lim,_,g zlogz — 0).

e logx = o(z) vicino a = oo (perché lim, o loiz ~0).

e sinz = O() vicino a x = 0 (perché lim,_,o S22 — 1).

. . .. . L e sin x
e sinx = o(x) vicino a x = oo (perché lim, ;o *2% — 0).
e cosx = O(1) vicino a x = 0 (perché lim,_,gcosx — 1).
— 2 S _ . H cosz—1 1
e cosz — 1 = O(x?) vicino a z = 0 (perché lim, o “*5— — 3).

Lemma 60. Si considera vicino a xg = 0.

(a) Siano a,b € R. Se f(z) = O(z), g(z) = O(z), allora af(z) + bg(z) = O(z).
(b) Siano a,b € R. Se f(z) = o(z), g(z) = o(z), allora af(z) + bg(z) = o(z).
(¢) Se f(z) = o(x), allora f(z) = O(x).

(d) S(zm)w J(2) = o() e gla) = O(x) e (0) = 0,9(0) = 0. Allora f(g(x)) = olx) e g(f(x)) =

Dimostrazione.

(a) Abbiamo [f(z)| < Milz|, |g(x)] < Ma|z|, dunque [af(z) + bg(x)| < lal|f(z)| + [bllg(x)] <
(la[ My + [b| My)||.

(b) analogo.
(c) Se lim@ — 0, allora ‘@‘ < M per z vicino a 0, dunque |f(x)| < M.

g(x)
X

(d) Siano limy—o 282 = 0 ¢ g(@)| < Mlal, allora lim, | £422 <

T

= lim, o |14

0-M = 0. L’altra affermazione ¢ analoga.

O

18



Dic. 4. Analisi qualitativa di grafici.
Sia f derivabile in (a,b). Allora per ogni = € (a,b) esiste il numero f’(z). In altre parole, f'(z)
definisce una nuova funzione, detta la derivata di f(x).

Definizione 61. Siano A C R, f: A = R e xzg € DA. Se lim,_,¢,+ f(x) = 00 0 —00, la retta
x = x0 ¢ detto un asintoto verticale. Se esistono a,b € R tale che lim,_,+(f(z) — (ax +b)) = 0,
allora la retta y = ax + b é detta un asintoto obliquo.

Esempio 62. o f(x)= % ha un asintoto verticale = 0 e un asintoto obliquo y = 0.

e f(x) =logx ha un asintoto verticale x = 0.

e f(z) =+vz?+ 1 ha asintoti obliqui y = z, —z.

Definizione 63. Sia I un intervallo aperto, f : I — R. Se f ¢ derivabile due volte e f” cambia
segno in xg, xg é detto un punto di flesso.

Esempio 64. o f(z) =23 f"(r)=6x, dunque x = 0 & un punto di flesso.

o f(x) =sinz. f’(z) = —sinz, dunque x = F, n € Z sono punti di flesso.

Procedure per il grafico. Il grafico di una funzione f si pud ottenere come segue.

0) Determinare il dominio A di definizione (naturale).

1) Vedere se f ha una simmetria o un periodo.

(

(

(2) Studiare dove f(z) > 0,=0,<0.

(

(4) Studiare il segno della derivata f’ e trovare punti critici (dove f(z) = 0).
(

)
)
3) Studiare i limiti a D*A\ A (dove A & la parte interna di A) e determinare gli asintoti
)
)

5) Studiare il segno della derivata seconda f” e determinare se i punti critici sono massimi o
minimi locali, e gli intervalli di convessita e concavita.

Esempio 65. o f(x)= e~ (22-1)?,

(0) f(x) e definito per tutti x € R = A in maniera naturale.
(1) flz+3)=f(—z+3), cioé f(z) ¢ pari rispetto a z = 3.
(2) e=@2=1% 5 0 per tutti z € R.
(3) D*A = +o0. limy_ 1 f(x) = 0. Gli asintoti sono y = 0.
4) fl(x) = 42z —1)e ® V. fa)=0e2r-1=0cz=1 fi)=1
5) f"(z) = (16(2z — 1)2 — 8)e~2*=1* = (6422 — 64z + 8)e~(2*=1)” I punti di flesso sono
(

le soluzioni di 82% — 8 + 1 =0, cioé z = 2(2+V/2).

A cona
i
~
l | N
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o f(z) =log(5)-

(0) logy ¢ definito per y > 0, dunque
pern € Z.

> 0, ovvero sinz > 0 < z € (2nm, (2n + 1)m)

sin x

(1) sin(z+27) = sinz, dunque f(z+27) = f(z). Basta fare il grafico per (0, 27). Siccome
sin(z — §) = sin(—x + E) f(x) ¢ pari rispetto a x = 7.

(2) 0 <sinz <1, dunque = > 1 e log(:2-) > 0.

(3) D(0,7) = {0, 7}. limg_o f(z) = limy—» f(z) = co. Gli asintoti sono x = 0, 7.

(4) f(x OSL f(x)=0&coszx=0cz=7. f(5)=0. f(z) <0sez€(0,F), e

)= —
f’(x)>Osex€( ).
(5) f(z) = Fz5 > 0.

{Bank i, |

0) \/y ¢ definito per y > 0, dunque—>0 ovverox > 1o x < 0.

2 ()>0perdeﬁnlzlone f()—0<:>— 0 z=0.
3) \/amr = Izl

3 2
2 x
3 — — . . N
o/ E+a=22—=—~1— — —1 quando z — —oo. L’asintoto obliquo &
X €T
V z—1 :I: V z—l_z

(0)
(1) Simmetria non ce.
(2)
(3)

= |z| + o(]z|) vicino a Foco.

x

1

3 3 _ 2 z2 1
2z g = == = =1 - % quando x — oco. L’asintoto obliquo &
x—1 23 23 2
z—1+x z—1+m
1
y=z+3.

— limg_yo— f(z) = 1.
— limy 14 f(z) = co. L’asintoto verticale ¢ x = 1.
332 X _33 xr
(4) f'(@) = 5oy = st @) > 0sex>Fe fi@) <3 £(3) = /T
f

(5) Abbiamo f”(l‘) — (2x(2z—3)+2x%)(2(z—1)2f (Z)()I__af)?;(;;’g(4(33_1)f(37)+2(55_1)2

8(x — 1)3f(x)? + 2(x — 1)222%(22 — 3)
2(z —1)*f(=)

@) Vale che

4z —1)f(2) +2(x —1)*f'(z) =

_ 4a3 + 22 (22 — 3) _ (x —1)(6x — 3) f(x)
/(=) x
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(L — 3?2 Tr— 2 T))—x(Lx— xr— Xr— x xT
Dunque /(z) — ZH2=942)C P f0) sCood)e N6e-IIE) _ S Sogue

che f"(z) >0sex <0, f"() >0sex>1. f(x) & convessa.
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1 \ S
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Applicazione: numero di soluzioni. Possiamo fare i grafici delle funzioni f(z) =1 — 22 e

g(x) = e* — 1. Si puo dimostrare che ci sono due soluzioni f(z) = g(x).

Infatti, consideriamo g(x) — f(z) e basta trovare tutti x tale che g(z) — f(x) = 0. Siccome
limg 100 g() — f(x) =00 e g(0)— f(0) = (1—1)—1 = —1. Per il teorema di valore intermedio, ci
sono soluzioni in z > 0 e x < 0. Inoltre, ¢'(z) — f'(z) = e”+2x, che ha una sola soluzione (perché
in 2 > 0 la funzione & positiva e negativa per z sufficientemente piccolo, mentre ¢"(z) — f"(z) =
e® 4+ 2 ¢ positiva, cioé ¢'(x) — f'(z) & strettamente crescente). Dunque g(z) — f(x) ¢ decrescente
in una semiretta ed é crescente nel resto, ed e pud avere al massimo due zeri.

Dic. 5. Derivate di ordine superiore. Formula di Taylor.

Sia f : (a,b) — R derivabile. Allora la prima derivata f’ definisce una funzione su (a,b). Puo
capitare che f’ sia di nuovo derivabile, e cosi via. In questo caso, si scrive f” = f(2) = 3271; = D?f.
Analogamente, " = f®) ... Si pone anche f(© = f.

Definizione 66. Sia n € N, (a,b) un intervallo aperto.

e Si dice che f ¢ derivabile n volte in z¢ € (a,b) = I se ) & derivabile per 1 <k <n—2e
f=1) & derivabile in un intorno di .

e Si denota con C™(I) l'insieme delle funzioni derivabili n volte su I e le derivate n-ma sono
continue.

Esempio 67. o f(z) = 2™ Df(z) = ma™ 1, D2f(x) = m(m — 1)a™2,...D"f(z) =

™ sem >, D" f(x) =0 sem <n.

N

° f($) = sinx. Df($) = COSQZ’,D2f(J)) = —Sinl‘, DSf(x) — _COS$,D4f(3;‘) _ Sinx, o
o f(z)=¢" Df(z) =e", D*f(z) = e,

e f(x) =logx su (0,00). Df(z) = %,DQf(:E) = —m—lg,---D”f(m) = Ll(n_l)!,---

) 2z >0
T x>0 , , N
o f(z) = |zjx = ) . fli(z) =<0 x =0 dunque f'(x) = 2|z|, non & pin
—z¢ <0
-2z <0

derivabile. Dunque f € C1(R) ma f ¢ C%(R).

Proposizione 68. Siano f,g derivabili n volte in xo € (a,b)
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(i) f+g,f-g sono derivabili n volte in xy.
(ii) Se f(x) # 0 in un intorno di xg, allora % ¢ n volte derivabile in xg.
(iii) Se h é derivabile in g(xo), allora f(g(x)) & derivabile n volte in xy.

(iv) Se f'(x) # 0 in un intorno di xo e f & iniettiva e continua, allora f~1(y) ¢ derivabile n
volte in yo = f(xo).
Dimostrazione.
i +¢) ™ = f) 4 g Per f.g, vale (f-g) = flg+ fd, e '.g’ sono n — 1 volte
(i) (f+9) g 9, g g+ fd.efg.f.9g
derivabili, dunque per induzione fg é n volte derivabile.
i) (1) = —=L, ed f' e % sono n — 1 volte derivabili per (i), dunque per induzione % & n
f f f !
volte derivabile.

(i) (fog) =g -fog,edgef ogsonon—1 volte derivabili per I'ipotesi di induzione, dunque
f o g én volte derivabile.

(iv) fl(y) = % con z = f(y), ovvero, f~1(y) = m Per (ii) e (iii) € n— 1 volte derivabile
in yo = f(xo).

O

Formula di Taylor

Sia f derivabile in xg € (a,b). Per definizione, limj_, w = limg_q, %ﬁém = f'(x0),
f (@)= f(wo) = f'(x0) (x—20)

T—T0

f(@) = f(@o) + f'(zo)(z — z0) + oz — o)

ovvero, limg_,, = 0. Con i simboli di Landau,

vicino a z¢ (Formula di Taylor al primo grado). In altre parole, f si puo approssimare con
f(zo) + f'(z0)(x — x0) fino al primo ordine di z — xy.

A

Proposizione 69 (Formula di Taylor al secondo ordine). Sia f derivabile due volte in xo € (a,b).
Allora f(z) = f(z0) + (z — m0) f'(z0) + 5 (x — 20)* f"(w0) + o((x — m0)?) vicino a xo.
Dimostrazione. Poniamo Ps(z) = f(xo)+ (z — x0) f'(z0) + 5 (x — 20)* £ (x0). Allora Pj(z) =
f(xo) + (x — z0)f"(x0). Inoltre, vale la formula di Taylor al primo grado per f: f'(z) =
(o) + (x — 20) f"(x0) + o(x — x0) vicino a xg. Cioe

. D(f(z) — »(x)) — lim f'(@) = f'(w0) — (& — 20) f" (x0) _1 Miea) — f(20)) =
wlig&lo D=z 1 2(a — z0) —2(f (z0) — f"(20)) = 0.

T—T0
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Per il teorema di Bernoulli-de I’Hépital,

L 1) = Pa(a)

=0.
z—zy  (x — xo)z

Ovvero, f(x) = Py(z) + o((z — 70)?). O
Formula di Taylor-Peano al grado n

1
n!

+ (2 00) (@) + 50— 202 (w0) + -+ (= 20)" ) o) + ol — w0)")

0) +
f (o)
k!

f(x) = fa

(x — a:o)k + o((x — z9)")

o

Lemma 70. Siano f,g derivabli n volte m (a,b) e zg € (a,b). Assumiamo che g¥)(z) # 0

per © # 10,0 < k < n ma f®(z0) = g®(x0) = 0 per 0 < k < n— 1. Allora per ogni
z # z0,x € (a,b) esiste € tra z,xo tale che iy _ 126 (¢),
Dimostrazione. Per Proposition 52,

f@) _ f@) - fla) _ fE&)  FE) - Pl P [

g()  g(z)—glw) ¢(&) &) —d (@) (&) 9™ (&n)
e poniamo £ = &,. O
Proposizione 71. Siano F derivable n volte in xo € (a,b). Allora F(x) = o((x — x¢)") vicino

a xo se e solo se F¥)(x0) =0 per 0 < k < n.

Dimostrazione. Sappaimo la tesi per n = 0 per definizione. Dimostriamo la tesi per induzione.
Sia F(x) = o((x — z0)"!). Allora F*)(x) = 0 per 0 < k < n per lipotesi di induzione.

0 = limg_g, (m_iﬁ D’altra parte, (xli(z?)n = nfg_(i)o) per qualche & tra x,zg per Lemma
. . ol (n+1)
70. Se x = xp, £ — 0, cioé 0 = lim,_,4, % limg_s 5, I (i)o) = £ +nl! (10), dunque

F(n+1) (xo) =0.
Siano F®*) () = 0 per 0 < k < n. Allora per il teoream di Bernoulli-de I'Hopital,

_ FO4D) (z0) Cm FM) () — F)(z) e FM) () ~m FO=1)(g)
(n+1)! z—zo  (n+ 1)!(x — x0) a—zo (n+ 1)!(x —x9)  a—wo W(x_xop
F(x)

—. lim —
mig:lo (x — zo)"t1’

Ovvero, F(z) = o((x — m)"™1). O

Sia f(x) derivabile n volte in zg € (a,b). Allora, con Py(z) = Y, A k(,xo)( — z0)¥,
D*(f(x0) — Pu(x0)) = 0 per 0 < k < n. Per Proposizione 71, f(zo) = Pp(x0) + o((x — x0)").

Dic. 11. L’integrale nel senso di Riemann.

Data una funzione f, consideriamo lintegrale. E un concetto che estende 1’area delle figure
famigliari come triangoli e dischi. Se f(¢) rappresenta la velocit di una macchina a tempo t,
I'integrale di f ci da la distanza che la macchina fa in un intervallo di tempo. Oppure se f
rappresenta la densita di un filo di ferro, I'integrale ci da il peso.

L’area di una regione definita da una funzione si potrebbe approssimare con rettangoli.
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Per un intervallo I = (a,b) o (a,b] ecc., |I| = b — a.

Definizione 72. (i) Sia [ un intervallo limitato in R. Una partizione di I ¢ un insisme finito
di intervalli P = {I; : 1 < j < n} distinti tali che Jj_, I; = I.

(ii) diam(P) = max{|[;|:1 < j <n}.

(iii) Una partizione P’ & detta un raffinamento di P se ogni intervallo di P ammette una par-
tizione formata da intervalli in P’. Ovvero, ogni I; € P si scrive come I; = UZ]: 1 Lk, Lig €
P’. Si scriver P’ > P.

(iv) Se P, P’ sono partizioni di I, si definisce PA P ={INI': 1€ P, I € P, INI # 0}
PAP - P P.

(v) Per una partizione P di I e f: I — R una funzione limitata, si pongono

n n

=> inf |1 <= > (sup f)|I;] = Si(f, P).

7j=1 j=1 Ij

Se P ¢ una partizione, |I| = > 1, |I;].

Esempio 73.

= [0, ] P, ={[0,1),[2,2),... [=L1]}. Se n’ = mn per m € N, allora
P, - P,. diam( ) =

e Se f(x) = a, allora S;(f, P,) = S;(f, P.) =a

e Sia f(z) =

~J 1 1 nn+1)
T T
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Analogamente,

Jj=1

Dunque, prendendo n — oo, otteniamo lim,, oo S7(f, Pn) = limy, 00 S;(f, Py) = %, che &
larea del triangolo {(z,y) : z € [0,1],0 <y <z = f(x)}.

Lemma 74. Sia I un intervallo limitato, f : I — R una funzione limitata. Se P, P’ sono due
partizioni di I, allora

(i) Se P < P, allora B B
ﬁ[(f,P) Sﬁ[(fapl) SSI(fvpl) SS[(f,P)

Equivalentemente, S;(f, P') — S;(f, P") < Si(f,P) — S;(f, P.).
(ZZ) ﬁj(f,P) ng(fvp/)
Dimostrazione.

(i) Se P < P', allora possiamo prendere P = {I; : 1 < j<n}e P ={[;;:1<j<mn1<
J < nj} tale che UZ;IIjk = I;. Allora, per ogni j, k, infy; f <infr, f, supy, f> supy,, fo.

Segue che
Si(f, Py =) _(inf )| —Z inf f) Zmu <Z inf f) Zum Si(f, P
=1 "
Si(f,P)=> (s up f) !I!—Zsupf ZrI]k|>Zsupf Z\Im S1(f,P").
=1 b

Si noti che S;(f,Q) < S;(f, Q) per ogni partizione Q.
(ii) Siccome P < PAP', P' < PAP', segueda (i) che S;(f, P) < S;(f, PAP') < Si(f,PAP') <
Sl(fv P/)
O

Definizione 75. Sia I = (a,b) o [a,b] ecc. un intervallo limitato e f : I — R limitata. f ¢ detta
integrabile su I se

inf S;(f,P) = supSi(f,P) ,
P P

integrale inferiore integrale superiore

dove infp e supp si prende tra tutte le partlzlom P di I e siscrive f 1 f(z)dr = f f(x)dx. x non
significa nulla, e dunque si scrive anceh [, f ; f(b)dt.
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Esempio 76. . fol adr = a. Infatti, per tutte le partizioni S;(f, P) = S;(f, P) = a.

. fol zdx = 1. Infatti, abbiamo trovato P, tale che S;(f,P) = "(;n_zl),SI(f, P) = n(;n_;),
dunque il sup e il inf coincidono ed ¢ %

In generale, ¢ difficile dimostrare l'integrabilita per definizione. Fortunatamente, abbiamo
il teorema fondamentale del calcolo (Teorema 86) ci permettera di calcolare integrali usando la
conoscenza di derivate.

Proposizione 77. Siano I un intervallo limitato, f,g limitati e integrabili su I.
(i) Sec,d € R, allora af +bg ¢ integrabile su I e [((cf(t)+df(t))dt = c [, f(t)dt+d [; g(t)dt.
(i) Se f < g, allora [; f(t)dt < [, g(t)dt.

1wi) Se I C I, allora f é integrabile su I. Se P ={Il; :1 < j <n} é una partizione di I, allora
J

Jrf®)dt =35 [, f(t)dt.
Dimostrazione.

(i) L’integrabilita di cf & facile: S;(cf, P) = ¢S;(f,P) se ¢ > 0e S;(cf,P) = cS;(f, P) se
c < 0. Se ¢ = 0 tutto diventa 0, e se ¢ > 0 si ottiene il limite direttamente, e se ¢ < 0 basta
scambiare il sup e il inf.

Siano f, g integrabili. Abbiamo inf; f 4 inf;, g <inf7,(f + g), dunque per ogni partizione
P7 ﬁj(f,P) +§](Q,P) Sﬁ(f—i_gvp) Analogamentev §[<f—|—g,P) Sg[(fap) +§I(97P)

Prendendo inf e sup rispetto a P, otteniamo l'integrabilita di f + ¢g e I'ugualianza.
(ii) Se f < g, allora S;(f, P) < S(g, P) per ogni P.

(iii) Sia I C I. Allora, per ogni partizione P di I, possiamo prendere un raffinamento P’ che
consiste dagli intervalli della forma I; N1 e I; \ I (questo ultimo puo essere un’unione di
intervalli). Sia P, = {I; N1 :1 < j <n}. Allora

S1(f,P2) = Sy (1, P2) < Su(f o) = Sy(f. o)+ 3 (sup f = nf DI\

7=1 J\L

:gl(fvpl)_ﬁl(fvpl)

Siccome f ¢ integrabile, esiste P’ tale che Sy(f,P’) — S;(f,P') < e, allora S;(f, Ps) —

ﬁl(fv PQ) < e
> _,___,._...‘..-_]':.t_____ |
I e
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Consideriamo il caso n = 2. Sia [ = Iy U Is. Per Py, P, partizioni di I;,1o, P = PLUP, ¢
una partizione di I. Allora

Si(f, P1) + S5, (f, P2) = 8;(f, LU P2) < Si(f,PLUP) = Sp,(f, P1) + S1,(f, P2).

Seg[l(-ﬂpl)_ﬁll(fapl) < % egIQ(f?PZ)_EIQ(f?P2) < %7 allora?l(fvPIUPQ)_EI(.ﬂPlU
Py) < ¢ eilimiti coincidono: [} f(z)dx = [ f(z)dz + [, f(x)dz.

O

Dic. 12. Continuita uniforme, l’'integrabilita delle funzioni con-
tinue.

Quando una funzione ¢ integrabile? Scopriamo che tutte le funzioni continue su intervalli limitati
chiusi sono integrabili.

Definizione 78. Siano A C R, f: A — R. f é detta uniformemente continua su A se, per
ogni € > 0, esiste 6 > 0 tale che |f(z) — f(y)| < € per tutti z,y € A, |z —y| < 6.

Esempio 79. (funzione non uniformemente continua) f(z) = 1 ¢ continua in {z > 0}. Ma

non ¢ uniformemente continua. Infatti, per ¢ = 1 per tutti §, se z = % < 0,y = %, allora

fly) — f(x) = % > 1 se N ¢& abbastanza grande, anche se x —y = %

Teorema 80 (Heine-Cantor). Siano K compatto e f : K — R continua. Allora f é uniforme-
mente continua.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista ¢ > 0 tale che per tutti § > 0 esistono
z,y € K|z —y| <6 ma |f(z) — f(y)] > e. In particolare, per 1 esistono z,,y, € K tale che
2 —y| < L ma |f(zn) — f(yn)| > €. Siano z,, una sottosuccessione convergente (esiste per
Proposizione 2.39) a & € K. Siccome | — yp, | < | — xp, | + |Tn, — Yn,| — 0, anche {yp, } &
convergente a T € K.

Allora im_, o0 | f(zn,) — f(yn,)| = |f(Z) — f(Z)| = 0, che contraddice l'ipotesi che |f(xy,) —

f(ynk)| > €.
Dunque per tutti € esiste § tale che per tutti z,y € K, |x —y| < d vale |f(z) — f(y)| <e. O

Proposizione 81. Sia I = [a,b] un intervallo chiuso e limitato. Allora ogni funzione continua
f su I & integrabile.

Dimostrazione. Per Teorema 80, per m esiste 0 tale che per x,y € I,|x —y| < § vale

|f(z) = f(y)| < 355 Ora, per qualunque partizione P = {I;}7_; con diam P < §, si ha
n

_ , " € €
Si1(f,P)—S8;(f,P) :;(Szpf—lgf)uj’ < ]Z;Q(b_a)uﬂ =5 <€
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Dunque f ¢ integrabile. O

ﬂz)dxl <

Corollario 82. Se f é continua, allora |f]| ¢

Jr1f (@)l da.

0 ional
Esempio 83. (di una funzione non integrabile) Se f(x) = { o Tamonate , f(x) non ¢ inte-

1 « irrazionale
grabile: S;(f,P)=1,S;(f,P)=0
Definizione 84. Se a < b, allora poniamo [, f(z)dz = — f:f(:r)dx

Lemma 85. Vale fff(:[:)dx = [* f(z)dz + fcb f(z)dz per tutti a,b,c € R.

Dimostrazione. Se a < b < ¢, allora segue da Proposizione 77(iii). Se a < ¢ < b, allora

[ = [ s@ars [ = [ s [ @

Altri casi sono analoghi. O

Teorema 86 (Teorema fondamentale del calcolo 1). Siano I = [a,b] un intervallo chiuso e
f: I — R continua. Allora, la funzione di x su I

- /I F(t)dt

¢ derivabile e F'(x) = f(z).

Dimostrazione. Si ha

Path) =Pl _1 ( / " ftyar - / ’ f(t)dt> = U:Mf (£)dt

Siccome f & continua, f;+h f)ydt — f(z h‘ < f”r+h |f(t) — f(x)|dt e per ogni € > esiste § > 0

tale che se [t — x| < ¢, allora |f(t) — f(x)| < €, dunque fx+h|f (t) — f(z)|dt < he. Dunque
F(z4+h)—F(x)
h

limp, o ‘ = ’hmhﬁg 7 fx+h ft)dt — f(ac)‘ < €. Siccome € > 0 ¢é arbitrario,

limy, 0 w _ f(ac) 0

Teorema 87 (Teorema fondamentale del calcolo 2). Siano I = [a,b] un intervallo chiuso e
f € CYI), cioe f ¢ derivabile in (a,b) e f' & continua e si estende a [a,b] in maniera continua.

Allora .
= / f(t)dt

Dimostmzione D(f(:z:) — f(a)) = f'(x), mentre D [’ f’ dt = f’( ) per Teorema 86.

Dunque D(f(z f f/(t)dt) = 0, e per Corollario 49, f — [7 f'(t)dt & costante,

macona:—af ff’ t)dt = 0, dunque f(x) ff’ t)dt = 0. O
Teorema 87 ci permette di calcolare molti integrali delle funzmm che conosciamo.
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° f tndt 11( n+1 _ n—l—l).
o [Teldt = (e" —e%).

Definizione 88. Sia f : I — R. Se esiste una funzione F' : I — R tale che F’ = f, allora F ¢
detta una primitiva di f.

Per Corollario 49, se esistono due primitive F,G di f, allora F'(x) — G(x) & una costante.
Per Proposizione 81 e Teorema 86 esiste una primitiva se f ¢ continua: F(z f f(t)dt &
una primitiva di f.

Corollario 89. Sia f una funzione continua su un intervallo chiuso I = (a,b), e F una funzione
primitiva di f. Allora f: f(t)dt = F(b) — F(a).

Dimostrazione. Sia F f f t)dt. Allora F ¢ una primitiva di f, e dunque F — F = ¢
(costante). Per Teorema 87, fa f(z)dt = F(b) — F(a) = F(b) — F(a). O

Una primitiva di f si scrive [ f (a meno di un costante) ed ¢ chiamato anche l'integrale
indefinito.

Dic. 18. Vari integrali.
Il calcolo di integrale di f si riduce al calcolo di una primitiva [ f.

Funzioni razionali

Sappiamo che

. fid:n—log|x—a|.

e perneN,n>2 [ (xja)”dx = (n_l)(gl_a)nﬂ-

o [ x%ﬂdx = arctanz, [ ﬁdm = Larctan(2).

o [ mdaz = Larctan( za_b)).

Abbiamo anche
1 1422 — 22 1 —2x-x
/(x2+1) de / @2+ 1) dx__/(x2+1)+/2(3:2+1)2d$

T 1 T 1
:arctanx—l—w_i_l)—/w_'_l):arctan:E—I—W_'_l)—Qarctan:L‘

1 ¢ n x
= —arctanx + ———.
2 2(z2+1)

Verificare la primitiva prendendo la derivata:

L ctans o+ & ! L (2 +1) — 222 1
—arctanx = = .
2 2(z2 4+ 1) 2(z2 4+ 1) 2(x2 4+ 1)2 x?+1

In generale, la derivata della primitiva deve essere la funzione di partenza. Possiamo verificare
la primitiva prendendo la derivata, che € spesso piu facile.
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z—4 __ r—4 __ 4
—dz. Notiamo che I = seenEe — & T

Esempio 90. o [ 2 Ly = =/ iUat—a)+g-1

4a3 —x
7

9
) —3
55-1 T 3731 © dunque

zd — 1 z 1 4 -1 -2
2t dr== - = 2 2 d
/4x3—a:$ 4+4/ 2 2m—1 21 ™

7 9
:Z%—log]aﬁ\—Elogum—l\—ﬁlogﬂm—i—l].

413 T

1 _ Az+B | Cz+D _ —5+l
[ ] Usando (x—1)2(x2+1) - (x_1)2 z2+1 (x_1)2 +

1 -t g
/(56—1)2(302—1-1)613:_/ x—l da:—l—/
Dy
= d —=—dx
/( —1)? H/ 41
+

3
> € dunque

1 1 1
— Cloglr —1|— ——— + ~log(z2 +1).
510812 1] = 5t o log(a? + )
In generale, se P(x) e Q(z) sono polinomi di coefficienti reali, % si puo scrivere come la
somma di (f_(Z))n 0 ((m—f)(;ia?)"’ e per ognuno di questi si pud trovare una primitiva.
_ 1 —fa34iai—2q43
Esercizio: m =z a® (léil)g“m 4
Cambio di variabile
Sia F'(x) una primitiva di f(z), cio¢ [ f(z)dy = F(z). Quando ¢ difficile trovare F' direttamente,

si puo considerare x = p(t ) Per la regola della catena, % F(p(t)) = f(p(t)¢'(t). Se G(t) & una
primitiva di f(p(t))¢’(t), allora F(x) = G(p~1(t)).
Per ricordare la regola, é comodo scrivere

[ o= [ )5
Esempio 91. o f(z)= ew+1 Cont=ce"+1,2=p()=log(t—1),¢(t) = ﬁ,

1 1 11 t—1
— dr= | ——dt= [ [—— — )@t =log |
/ew+1x /t(t—l) /(t—l t> Og‘ ¢ ‘

econt=e"+1, [

anche se la formula & solo formale.

eszm = log -£ 1

. Con x = ¢(t) = sint, p'(t) = cost,t = arcsinz, se t € (=3, F),

2 ) .
T sin“ ¢ 1 — cos?2t t sin2t
/dx:/ costdt:/sin2tdt:/dt:—
V11— 2 cost
e con t = arcsinx,sin 2t = 2sintcost = 2xv/1 — x2, otteniamo f \/%daz = %arcsinx -

2:6\/1 — 2.
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Integrali definiti
Ci ricordiamo che f(b) f f!(x)dz. Poniamo [f(z)]2 = f(b) — f(a).

Corollario 92. Se f,g sono deriwabili e f',g" sono continue, allora

b b
/ f@)g(@)dz = [f(@)g()]] — / f(2)g/(2)dx

Dimostrazione. (fg) = f'g+ f¢', dunque [ f'(z)g(z)dzx = — [ f(= dx (primi-
tive) e l'affermazione seque da Teorema 87. ]

Corollario 93. f continua su [a,b], ¢ derivabile e ¢’ continua su [a, 5], e p([o, B]) C [a,b] e
o(a) =a,p(B) =0b. Allora

b B8
/ f(@)de = / Fo(t)) - o (t)dt

Dimostrazione. Sia F(z) = [T f(z)dx. Siccome 4(F(p(t))) = f(p(t)) - ¢' (1),
B
[ st 0ar = e = wik = [ 1w

Esempio 94. Notiamo /1 — sin?¢ = | cost| ed & uguale a cost se |t| < 5, dunque con = = sint,

/ \/1—m2daj—/ V1 —sin?costdt = / cos® t dt
_ /’2’ os(2t) + 1dt _ [5111(225) N t]g
0

2 4 2],

|

Esercizi:

e tcos(t?) = ($sin(?))’, dunque con x = ¢2,

2 4
/ tcos(t?)dx = / sin zdr = sin 4.
0 0

Oppure, direttamente

2 2
/ tcos(t?)dx = / sin(t?)dt = sin 4.
0 0

o [ ze®dr = Lxe)l — [} Ledr = L(e2—0) — L) =9 — L -1) =9 +

PN

Dic. 19. Formula di Taylor con resto integrale e integrali general-
izzati (improprii).

Osservazione 95. e Se f(z) = f(—=), allora fi)af(x)dx = fi)af(x)dx = ff f(=z)(—x)dx =
Jo f(@)dz, dunque [ f(x)de =2 [} f(x)d. f_ll V1 —22dx =2 fol V1—aide =7.

e Se f(x) = —f(—x), allora f?a f(z)dz = ffu f(z)dz = fao —f(—=z)(—2)'dr = — foaf(x)da:,
dunque [* f(z)dz = 0. f_ll sinze® dx = 0.
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Proposizione 96. Se f ¢é derivabile n + 1 volte vicino a xg, allora, per x vicino a xg,
n k)
F® (a0
1) =3 T 0wt 4 R, o),

dove Ry (x,x0) L fzo f("+1)( )Nz —y)"dy.

Dimostrazione. La tesi vale per n = 0, perché
fao)+ [ 1)y = fao) + W), = £(o).

FE(
Assumiamo la tesi per n, e sia f n + 1 volte derivabile, allora f(z) = > "), k':vo (x — z0)* +
R, (x,z0) e

(, o) / FO () (z — y)"dy
=G - y’"“]; o | AP e =y

O

Integrabli si possono definire (a volte) per funzioni non limitati e intervalli non limitati.

Definizione 97. Sia (a,b) un intervallo, a € R oppure a = —oo e b € R oppure b = +o0. Sia
f una funzione integrabile su tutti [a, 8], dove a < a < 8 < b,a, 8 € R. Se esiste il limite
limg—q [, 5 f(z)dz, allora si scrive

’ f(z)dz = lim ﬁf(x)dx.
IRCESEY

Vale anche la regola fv x)dr = fﬁ x)dx = fﬁ x)dz per v € (a,b). Analogamente, se esiete

il limite limg_,; fa f(x)dz, allora fa f(x)dx = limg_y fa f(x)dx. Se esistono tutti i due limiti,
allora si pone f; f(@)de = [ f(z)dx + f;o f(x)dx

Questo non dipende da xg € (a,b). Infatti,

/a:co f(z)dz + /z: f(z)dx = /az(’ f(z)dz + /ﬂ: f(z)dz + /:J f(z)dz + /Iz flz)dz
= / f(z)dz + /b f(x)dx

Esempio 98. e Consideriamo (0,1) e la funzione f(z) = 2% a € R. Per ¢ > 0, se v # —1,

1
1 1
Ay — at+11l _ 1— a+1
/gx T vl kT e,

e quando € — +0 questo ultimo converge a a%rl se a > —1, e diverge se a < —1. Per
a=—1,

1
/ 2 de = [logz]} = —loge,
£

che tende a co quando € — 0+. Dunque, per o > —1 fl x%dr = —1.
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e Consideriamo (1,00) e la funzione f(x) = z% a € R. Per § > 1, se a # —1,
B 1 1
/1 wde =t h = e )

e quando 8 — +oo questo ultimo converge a —ﬁ = \a—lkll
Per a = —1,

se a < —1, e diverge se a« > —1.

B
/ e dr = [log:c]? = log 3,
1

che tende a co quando f — +00. Dunque floo flx)dx = ‘a+1| per a < —1.
e Consideriamo (—o0,00) fﬂ ze P dr = 7[e—z2]§ = 3(e —B% _ ") ¢ tutti e due limiti
limg—s— oo, limg o0 esistono. Inoltre, [ ze e dy = 2(le” 210 4 [e"’]5°) = 0.

Proposizione 99. Siano f,g integrabili su tutti (o, f] C (a,b).
(i) Siano 0 < f < g. Se f;g(:n)d:v converge, allora anche f;f(m)dz: converge. Se f:f(x)dx
diverge, allora diverge anche fbg (x)dz.

(i1) Siano 0 < f, e limg,_,p— f— =c#0. Allora f f(z)dzx esiste se e solo se f;’g(ac)dx esiste.

(iii) Sia f >0 decrescente su [ov,00). [ f(x)da converge se e solo se o> f(n) per qualche
N.

(iv) |2 f@)dz] < [ 1f()ldo.
Dimostrazione.

(1) Su ogni intervallo o, 8] vale [ f f z)de < [ g P g(z)dz, dunque o f P #(z)dz & limitato e cresce
quando «, 8 si avvicinano a a, b.

(ii) Sia ¢ > 0 (l'altro caso ¢ analogo). Per g vicino a b vale §g(x) < f < 2cg(x). Dunque segue
da (i).

(iii) Vale f(n+1) < ["* f(x)dz < f(n), dunque SN o < [oF fx)de < M f(n).
(iv) Segue da —|f| < —f~ <0< f* <|[fle (i)

O

Possiamo dimostrare che )_>° | - ¢ divergente usando integrale. Infatti, fl 1d > Zr]:[ 11 %,
ma fl 1dz = [logz]l¥ =log N — 0 — o0, dunque anche N1 1 — o0 quando N — co.

Esempio 100. o [ %%dx converge. Infatti, |3 < % e [" Hde =[-1]¢ =1— 1 che

tende a 1 quando o — oo.

o0 sinx

* h

~£dx converge. Infatti, per integrale per parti,

sinx — COS cos cos o cos
/ dx:[ ] +/ Tdac—cosl— +/ 2d
1 xr X 1 1 X (6% 1 xr

I primi due termini tendono a cos a mentre 'ultimo é convergente.

o [7°|822|dy diverge Infatti, f(nH | Sl

fl ’smx‘dw > Zn 27rn+1) — 00.

| > (n+1 fo sinzdr = (n+1)7r e dunque si ha

1

° fo T dx é Convergente Infatti, basta considerare fl \/m%dx e siccome ) <
_ 1
\/7 =7 fl 3+ dx < fl 2~ 2dz, dove il lato destro e convergente.
00 1 N : 1 g1 _ 11 _
o [, 7= dx ¢ convergente. Infatti, == < \/T = Loe [[hdr = [ 5 pdr =

[—J;_l]f =1- % — 1 quando 8 — co.



Gen. 08. Area e lunghezza.
Area
Sappiamo l'area di rettangoli, triangoli e di dischi. Definiamo ’area di una regione pitu generale.

Definizione 101. e Siano f > ¢ due funzioni integrabili su un intervallo I. L’area della
regione tra g, f € definita come segue:

Dys:={(z,y) eR* 1z € [ g(z) <y < f(a)}
wea(Dyg) = [ (@) = gl
e Anche se I non ¢ limitato, se 'integrale improprio [;(f(x)—g(x))dx esiste, allora si definisce

Varea di Dy s = {(z,y) e R?*:z € I,g(z) <y < f(x)} con la stessa formula.

e Se D ¢ 'unione di tali regioni, allora area(D) ¢ la somma delle aree di quelle regioni.

N \\
ha) gt
N .
Esempio 102. . rettangoli = {(z,y) € R? : 2 € I,a < y < b}, cioé la lunghezza a e
largezza b, allora area(D f[ —a)dz = (b—a)|l|.
e triangoli. D = {(z,y) € R?: 2 € [0,a],0 <y < L2}, ciod la lunghezza a e largezza b, allora
area(D) = [ g:r:dx = [i 2]8 = Qb.

e dischi. D = {(z,y) € R? : \/22 + y% < a}, cioé il raggio a, allora D si pu‘o scrivere anche
P <a? -1 = —Va2 — 22 <y < Va?—22
Inoltre, —a < z < a perché se x > a non esiste y tale che 22 + y? < a?. Dunque

D={(z,y) eR*: —a <z <a,—-Va2—12<y< Va2 -2}
é la forma standard. Per definizione,
a
area(D) = / (Va2 —122—(—va?—x?))dx

—a

a

= 2/ Va2 — x2dx.
—a

Per cambio di variabile x = asin 6 con % = acos#, corrlsponde all'intervallo [—7, 5] perché

asin} = a,asin(—=%) = —a, [* Va®—a22dx = f2 Va2 — a?sin? fa cos fdh. Usando
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(3082 g — cos 2294—1,
area(D) = 2 / Va2 — a2 sin? fa cos 0dO
3
2 o9 2
= 2/ a” cos” 0do
%
= / cos 20 + 1)df
g
20 2
_ 2 [sm +9]
2 =
2
= a’r.
Lunghezza

Una curva, almeno parzialmente, si pud rappresentare con una funzione.
o retta. {(x,y):x € I,y =ax + b}.
e semicerchio. {(z,y): 2 € (—a,a),y = Va2 — z2}.
e parabola. {(z,y):z € R,y = 22},
e iperbola. {(z,9):z € R,y = Va2 +1}.

Come abbiamo definito ’area di una regione generale usando integrale, definiamo la lunghezza
di una curva con integrale.

Definizione 103. Per una curva rappresentata da G := {(z,y) : © € [a,b],y = f(x)}, dove f
¢ differenziabile e f’ & conitnua, si definisce la lunghezza

b
((Gy) ::/ V1+ f(x)?de.

Se Gy ¢ I'unione di tali grafici, allora £(G¢) ¢ la somma delle lunghezze di quelli grafici parziali.

Vediamo che questo coincide nel caso di retta: una retta che va a orizzontalmente e b ver-

ticalmente & rappresentata da {( ,y) s x € [0,a],y = “:):} Dunque f(z) = ¢z, f'(z) = ¢. Per
definizione, £(G) fo V14 (4)%dz = a\/ 1+ (%)? = Va® + b2, che coincide con il teorema di
Pitagora.

Se una curva ¢ una unione di diverse parti di cui ognuna ¢ rappresentata da una funzione f;,
allora la lunghezza della curva ¢é la somma delle lunghezze delle parti.

Un’altra possibile definizione ¢ approssimare una curva con poligonali: sia f(x) una funzione
su I = [a,b] e prendiamo una suddivisione a = 29 < x1 < -+ < x, = b. Corrispondentemente,
si considera la poligonale iscritta Pr({x1}): (xo, f(x0)), (z1, f(21)), -+, (zn, f(2n)). Chiamiamo
maxi<g<n—1{ZTr+1 — Tx} Uampiezza della suddivisione.

Proposizione 104. Sia f derivabile e f' continua. Allora per ogni € esiste § tale che se a = xg <
x1 < - < xp =b ¢ una suddivisione con ampiezza minore di §, allora [((Gf) —€(Pr({z}))] < e.
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Dimostrazione. Per il teorema del valor intermedio, esistono zp < & < iy tali che
f(xr) = f(@r1) = /(&) (@ — xp41). Siccome Py({zy}) ¢ 'unione di segmenti,

n—1
((Pr({zi}) = Z V(@ee1 — 21)? + (f(weg1) — far))?
k=1
n—1
=3 V(@ri1 — 2x)? + (&) (@1 — o)
k=1

3
—

V14 (&) (@h+1 — o).

B
Il
—

D’altra parte, /1 + f'(x) ¢ continua e dunque integrabile. Cioé per continuitd uniforme, esiste ¢
tale che |\/1+ f'(z) — /1 + f'(y)| < < se |z —y| < 6. Sia P la partizione di I che corrisponde

alla suddivisione, allora Si(V1+ f'(z), P) < l(Pr({zx}) < Si(/1+ f(x), P).
Se I'ampiezza ¢ piccola, la differenza di due estremi ¢ minore di €, e S;(1/1+ f/(x), P)

<
UGy) < S1(\/1+ f'(x), P). Dunque |¢(Gy) — ((P({z}))| < e. O

1,,.‘ -

g
—_— -\.\II
R
// Fel (g )

Esempio 105. Semicerchio. I =[—1,1], f(z) = V1 — 22, f'(z) = \/%

1
0ay) = /1 1+ () 2de

dx = [arcsinz]t | = 7

1
B /_1 V1 — 22
Ovvero la lunghezza del cerchio & 2.

Gen. 09. Riepilogo dei concetti e teoremi.

Numeri reali

e R: l'insieme dei numeri reali con operazioni +,- e relazione <. L’assioma di continuita:
per ogni coppia di insieme A < B, esiste € R tale che A <z < B.

A ¢é detto limitato se esistono a,b € R tali che a < A <b.

e ACR. supA ¢ il minimo = € R tale che A < x (esiste un tale z se A ¢ limitato grazie
all’assioma di continuitd). inf A.

Intervalli [a,b] = {z : a < x < b} (chiuso), (a,b) = {x : a < x < b} (aperto), [a,b) = {z :
a<z<b}, (a,b] ={zr:a<z<b}.

Una funzione f su A C R ¢ un’associazione di f(x) € R ad x € A. Ovvero, f C A x R tale
che x =y se f(z) = f(y). Il grafico di f & f stesso, come un sottoinsieme di R x R. Esempi:
f(x) = |z|,anz™ + ap_12" 1 + -+ 4+ ag (polinomi), p(z)/q(x) dove p, q sono polinomi ed &
definito dove g(x) # 0.
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Limiti e continuita

—o0 < R < 0.
Sia A C R. x € DA se per ogni € > 0 esiste y € A tale che |z — y| <e.

Sia f: A — R,z € DA. Si scrive lim,_,,, f(z) = L se per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che
|f(x) — L] < e per tuttiy € A, |y — x| < 9.

Se f(x) > 0 vicino a zg, allora lim,_,,, f(z) <0.
Se f(z) < g(z) < h(x) e limy—yy, f(x) = limy_y4, h(z) = L, allora lim,_,,, g(z) = L.

Se limg 4y f(x) = L, limg sz, g(x) = M, limg 0, f(2)+g(x) = L+M,lim, 4, f(x)g(x) =
LM, ese M #0, limg_z, f(z)/g9(x) = L/M.

f & detta continua in z¢ se limg_,,, f(z) = f(z0).
somma, prodotto e composizione di funzioni continue sono continue.
Lo . o ¥ . .
Esemplo. llmx%m(m) = hmxﬁoo 24»%71% = (5) =3
xT

Successioni e serie

Z C R: Vinsieme dei numeri interi, N C Z: I'insieme dei numeri naturali.
una successione € una funzione a, da N in R.

{an} ¢ detto convergente a L € R se per ogni € > 0 esiste N tale che |a,, — L| < € per tutti
n > N.

limiti notevoli: per a > 1,p € N, lim,, Z—Z — 00. limy, nw — 1. lim,, an — 1.
data una successione {a,}, la serie ¢ la successione Y ,_; a.

vari criteri: rapporto, radice, contronto

e :=lim,(1+ %)"

2 anp1 _ (n41)? 1

2
L o0 n N . _-n
Esempio: ) 1”7, 55 & convergente: a, = gz, =g 2 g <L

Alcuni funzioni come serie

et = Zoo %.eaer — €a€b,€ab — (ea)b.

n=0
coshz = “EE— sinha = €52
loge® = z,e'°8% = 2. log(ab) = logalogb,logz® = alogx.

N Y o L PR VR o )
COST 1= 0o SINT =30y

cos(x + y) = cosx cosy — sinz siny, sin(x 4+ y) = sinx cosy + cos zsin y.
lim sinx __ 1. lim cos—1 _ 1
z—0 " ) z—0 T 42 PR
. . log(1+x . T _
limg o0 (1 4+ £)* = €f. limg 0 % =1. lim,_,o % =1.
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Derivate

: (a,b) = R. f é detta derivabile in zg € (a,b) se il limite limy_,q M esiste. Si
[

denota f'(z0), 4 (o), D f (o), ecc.

D(z") = na" !, D(z%) = az®! (per a # 0), D(e*) = €%, D(a®) = logaa®, D(logx) =
) =

1 D(sinz) = cosz, D(cos —sinx, D(arcsinz) = ﬁ,D(arctan x) = ﬁ

D(f+g) = Df + Dg,D(fg) = Dfg+ fDg, D(£) = PLJPE),

D(fog)=D(f)og-D(g). D(f™!) = prerr

f ¢ crescente in (a,b) se f' > 0 in (a,b). I punti in cui vale f/'(x) = 0 sono detti punti
critici.

f & concava in (a,b) se f” > 0in (a,b). I punti in cui f'(z) cambia segno sono detti punti
di flesso.

grafico: dominio, (eventuale) simmetria, segno, limiti e asintoti, f’, f”.

(=
g'(z)

—

de PHopital: se limy_,4, f(2) = limy—0 g(x) =0 0 00 0 —00, lim,_¢, =Leg(x)#0
fl=) _ L.
g(@)

vicino a xg, allora lim,_,,

Formula di Taylor. Se f ¢ derivabile n volte vicino a o, allora f(z) = >, ](Cl,ﬂ

F@) =30 B (2—a0)*

(z— xo)"

((E xo)k-i-
=0.

o((z — zo)™), ovvero, limy_z,

Integrale

f ¢ detto integrabile su [a,b] se vale suppS;(f,P) = infp Sr(f, P), dove S,(f,P) =
>op(infzer, f(2)|L;] e Si(f, P) = >k (supser, f(2))|1;] per una partizione P = {I;} di
[a, b] e si considerano tutte le partizioni in sup e inf sopra. Si scrive questo valore fab f(z)dz

funzioni continue sono integrabili.

Se f ¢ continua, F(z) = [ f(t)dt, F'(z) = f(x).

Se f & derivabile e f’ & continua, allora f(z) = [T f (=

J (e (x)dz = f(p) (sostituzione ff’ g(z)dx = — [ f(z) x (inte-
grale per partl ,J fx)de = [ f(e '(t)dt (cambio di Varlablle)

L’area della regione Dy ;= {(z,y) e R? 1z € I, g(z) <y < f(z)} & [,(f( (x))dx.

La lunghezza della curva Gy = {(z,y) : © € [a,b],y = f(x)} ¢ f; V 1+ f(z)de.

Gen. 15. Esercizi su serie.

Criteri di convergenza

Sia {a,} una successione di numeri reali. La serie {> }_,ax} ¢ detta convergente a S se per
ogni € > 0 esiste N tale che per n > N valga | Y ,_; ap, — S| < e. Siscrive S =3 72, ay.

(criterio del rapporto) Sia a, > 0 e ““* — L. Se L < 1, Y. a, converge. Se L > 1,
Yo an diverge. !
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(criterio della radice) Sia a, > 0 e (an)% — R. Se R <1, Y7 ay converge. Se R > 1,
Yol an diverge.

(criterio di confronto) Siano an,b, > 0,¢ > 0 tali che a, < cb,. Se Y 7 b, converge,
converge anche > > ja,. Se > 7 ay diverge, diverge anche Y7 by,.

(confronto asintotico) Siano ay,bn,c > 0 e §= — c. Allora, ) a, converge se e solo se
>, bn converge.

(convergenza assoluta) si dice che la serie converge > > a, assolutamente se > >~ |an|
converge. In questo caso, converge anche > >° ; ay.

(criterio di Leibniz per serie alternante) Se a,, > 0, ap > ap41 € a, — 0, allora )~ (—1)"ay,
converge.

o0 .
se .. an converge, allora a, — 0 (ma non viceversa).

Esercizi

. . n.oo.
Studiare la convergenza della serie Y 2 | % sinn.

‘an+l‘ 2

Soluzione. Sia a, = %l Per il criterio del rapporto, == = —%5 — 0, dunque la serie
. n

S°0° 21 ¢ (assolutamente) convergente. Siccome |Z;sinn| < 27, anche > 0%, Zrsinn ¢
convergene (assolutamente) per il criterio di confronto.

: : oo Vnitn—vnt-n
Studiare la convergenza della serie )~ 4 BV

: ~ _ Vartn—vnton . _ n'4n—(n'-n) 2n :
Soluzione. Sia a, = Tn = ATV \/ﬁ(\/n4+n+\/n4 = Siccome

4_ > nd > : 2n < 2n,

n n > % per n > 2, abbiamo T S f“\ﬁ . Siccome Z

convergente, convergente anche questa per il criterio di confronto.

Studiare la convergenza della serie Y o sin(3).

Soluzione Per la formula di Taylor, sinz = = + o(x?), in particolare, per = vicino a 0,
sinx > x Allora 2 < sin( 1) e siccome ) % diverge, diverge anche > >° | sm( ) per il
criterio d1 confronto.

Studiare la convergenza della serie —1)nntl
g n n2
: : _ n+l _ n342n N
Soluzione. Poniamo a, = “5-. Se n > 1, apt1/an = et < 1, ovvero, a, &

decrescente per n > 2. Allora per il criterio di Leibniz, ), (—1)"a, converge.

Studiare, al variare di z, la convergenza della serie Y (1+ 2)"z".

Soluzione. Sia a, = (1 + 2)"|z[". Per il criterio della radice, (an)% = (1+ 2)|z| — |z
Dunque la serie converge asssolutamente se |z| < 1, e diverge se |z| > 1 (in questo caso,
(14 2)"z" non tende a 0).

Studiare, al variare di z, la convergenza della serie >} _, m

Soluzione. Sia x # 0, allora coshkz =) (?292;' 1+ km) , e Zk (kz)2 <>k ﬁ e
Ea

convergente. Invece se x = 0, la serie ¢ ), 1, dunque ¢ divergente.

. . o0 o . 1 1 . .
Studiare la convergenza della serie ) ° (n“(sin ;- — =) al variare di a € R.

: : : _ z3 3 1 1 11 2
Soluzione. Per la formula di Taylor sinz = x — 5 + 0(2°), 533 < n sin 2~ < 53

per n grandi. Se o > 2, n®( L _gjnl ) > 12”, dunque ¢ dlvergente ed ¢ divergente anche
Sa6int —1ySea<2n (sm%—l)<

" dunque é convergente.

3n3 a

39



e Studiare la convergenza della serie > o0 ) == (v/n + 1 — /n)(222 — 5)" al variare di = € R.

Soluzione. /n+1—/n = ﬁ, dunque 2\/}? Vn+1—+/n < 5=, Per il criterio

della radice, ((z=(vVn+1— f)(\2a)c |”)% — 3[22% — 5|, Se |z| < 1, é dlvergente. Se
n=0 Vn+l+yn
¢ decrescente). Se 1 < |z| < 2, ¢ convergente Se x = +2, la serie ¢ Y _°°

x = *+1, alloralaseriee > °° ed & convergenze per il criterio di Leibniz (

-1
VntI+yvn
=0 \/7+\f’ che ¢
divergente per il contronto con y = T Se |z| > 2, ¢ divergente.

e Dimostrare che > )| —F5F
T e

L2 © convergente per tutti z € R.

e Studiare la convergenza di Y °° al variare di xz € [0, 1).

nllm”

n
e Studiare la convergenza di > ;_, W al variare di x.

Gen. 16. Esercizi su derivate, la formula di Taylor e infinitesimi.

e (confronto asintotico) Siano an,bn,c > 0 e ¢ — c. Allora, ) a, converge se e solo se
n
>, bn converge.

1 i1
1 . 1 _ 1 1 . . TS — 1
o —sin. = o5 4+ o(.5), cioé == — 3, e siccome ) 3 converge, converge

n3

Esempio:

anche >4 —sind.
Per una funzione f su (a,b), la derivata di f in zg € (a,b) ¢ il limite limy_o w e
si denota con D f(xg), f'(z0), fgg (x0) ecc.. Se f & derivabile in (a,b), allora f’(x) definisce una
nuova funzione, detta la derivata. Per una funzione composta f o g, vale la regola della catena

D(fog)=(Dfog)- Dg.

Si scrive, vicino a xg,

fi(e) = fa(x) + o(g(x))
(@)= fa

se g(z) # 0 e limg_,4, ) ) — (). Si considera anche Ty = 00.
Se f & n volte derivabile vicino a zy(# £00), allora vale la formula di Taylor del n-mo grado:

) (p
0= 3 TN o)),
k=0

f@)-3n 1 ))“” e _
(z—=z0 -
Il teorema di de I'Hopital (anche zg = £00): se limg_z, f(2) = limy—0 g(x) =0 0 00 0 —00,

ovvero, lim,_,,,
flz) _ fl=) _
lim, ¢, 7o) = L e ¢'(x) # 0 vicino a xg, allora lim,_,4, o) = L.

Esercizi

e Calcolare (sin(z?)). Soluzione. Per la regola della catena, si ottiene cos(x?) - 2.

e Calcolare ((sinx)?)’. Soluzione. Per la regola della catena, si ottiene 2sinz - cosz.

(
e Calcolare (exp(sin(x?))). Soluzione. Con f(y) = expy,g(z) = sinz, h(xz) = 2%, si ha

exp(sin(a2)) = f(g(h(@))) e Fg(h(@)) = F/(g(h(@))) - (g(h@))) = F(g(h())) - ¢ (h(x)
h'(x), dunque con f'(y) = expy,g’(z) = cosz, h'(xr) = 2z, si ottiene (exp(sin(z?)))’ =
exp(sin(x?)) - cos(x?) - 2z.
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Sia F(z) = meQ e~ dt. Calcolare F'(z).

Soluzione. Per il teorema fondamentale di calcolo, abbiamo F(z) = G(2?) — G(0), dove
G(x) ¢ una primitiva di e‘xQ, cioé G'(x) = e~ Dunque per la regola della catena,
F'(z) = G'(2?) - 20 = 2ze™"".

Sia F(z) = f;;x log(t? + 1)dt. Calcolare F"(z).

Soluzione. Per il teorema fondamentale di calcolo, abbiamo F(z) = G(e*) — G(sinx), dove
G(z) & una primitiva di log(x? + 1), cioé¢ G’(z) = log(x? + 1). Dunque per la regola della
catena, F'(z) = G'(e?) - €* — G'(sinx) - cosx = log(e?® + 1)e® — log(sin?z + 1) - cosz, e

F'(z) = iéif? + log(e?® 4 1)e® — % + log(sin® z 4 1) sin .

cosz—1

Calcolare lim,_,0 “%3

Soluzione 1. Per il teorema di de ’'Hépital,

cosx — 1 . —sinx . —cosx -1
m ——— = lim .
z—0 €T z—0 2z z—0 2 2

Soluzione 2. Per la formula di Taylor, cosz =1 — % + o(2?), dunque

2
cosz—1 —Z +o(z?) 1
im ——— = lim ————+ = —_.
z—0 X z—0 X 2

22
cos xfl+7

Calcolare lim,_q pee

Soluzione 1. Per il teorema di de I’Hopital,

2 . .
. cosz— 1+ % . —sinz+=z . —cosz+1 . sinz 1
im ——————= =lim ———— =lim ———— = lim = —.
x—0 T x—0 4x xz—0 12z z—0 24x 24

Soluzione 2. Per la formula di Taylor, cosz =1 — % + ﬁ—? + o(z?), dunque

2 4
cosx — 1+ % o +o(z?) 1

im = lim &—F— = —.
z—0 934 z—0 [L‘4 24
Calcolare lim;_, o xiz Soluzione. Per il teorema di de 'Hopital,
log(e®” +1)
. x2 . 2x(62I +1) . (ef"’2 +1) . e’
lim ————=lim —— = lim ——— = lim — = 1.
T—00 10g(€33 + 1) T—00 2re® T—00 er x—00 T
. log:pf(:pfl)+(z_1)2 .
Trovare n tale che lim,_,; @=T)" 2 =qa # 0, e calcolare a in tal caso.

Soluzione. Per la formula di Taylor, logz = (x —1) — % + @ +o((x—1)3). Dunque
: @=03 o 1)3
logac—(x—l)—i—@ = @%—0((:)0—1)3) e % =a # 0seesolosen =3,

con a = %
sviluppare la serie di Taylor fino al 3 grado.

— F(x) = flem sint2dt (vicino a x = 0, si noti che e® = 1).

— log(sinz + 1) (vicino a z = 7).

e e 1 P
Calcolare il limite lim,_.q %.

(e*—1)(cos —1)

Trovare n tale che lim,_.q P = a # 0 e calcolare a in tal caso.
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Gen. 22. Esercizi su integrali indefiniti

Nota: lezione del 23 si tiene in aula B6, e non c’é eserciazione.

Sia f una funzione continua su un intervallo chiuso I = [a,b]. Allora ¢ integrabile: gli
integrali inferiori e superiori coincidono supp S;(f, P) = infp S;(f, P), dove si considera tutte le
partizioni P di I, e si denota con fab f(z)dx (o anche fab f(t)dt

Se si definisce F(z) = [ f(t)dt, allora F'(x) = f(x) per z € (a,b). Invece, se f ¢ derivabile
in (a,b) e f'(z) si puo estendere ad una funzione continua su [a, b], allora vale f(z) — f(a) =
[ f'(t)dt per z € (a,b).

Dunque per calcolare un integrale fab f (a:)dx basta trovare una funzione F(z) tale che F'(z) =
f(z) (una primitiva di f, si scrive spess [ f(z) = F(z) + ¢), allora f f(z)dz = F(b) — F(a).

Per alcune funzioni (e.g. polinomi, sinz, cosx, e”, E=nE 002 1 x2) sappiamo le primitive.
Per altre funzioni, ci sono varie tecniche. Simbolicamente:

o ff’(cp(a:))cp’(x)dx = f(p) (sostituzione)

o [f(x)g(x)dx = — [ f(z)d'(z)dz (integrale per parti)
o [f(z) ff ¢ (t)dt (cambio di variabile). per integrale definito, fab f(z)dz =
fﬁ '(t)dt, dove a=¢(a),b=p().

Per verificare che si ha una primitiva corretta, basta prendere la derivata (che ¢ spesso pit facile).

Esercizi

. " . 2
e Trovare una primitiva di xe®

. . 2 2 . . 2 . .
Soluzione. Siccome xe® = %23365‘ e 2z = (x2)', si ottiene %ex per sostituzione.

e Trovare una primitiva di logx.

Soluzione. Siccome logz = 1-logz e 1 = (z)’, si ottiene per integrale per parti zlogx —
Jz-(logz) =zlogz — [1=uxlogz — x.

e e . 1
e Trovare una primitiva di - —.
Soluzione. Con cambio di variabile e* = ¢, ovvero x = logt, dt = %, basta trovare una
1_
primitiva di t+t Ty = t2+1, dunque arctant = arctan e”®.

o . g3
e Trovare una primitiva di 7.

Soluzione. Si ha
2 z@® -1+ x 1( 1 1 )

r2—-1 a2-1 :x—l_(x—i—l)(:n—l):x—i_i x+1+x—1

dunque si ottiene [ m;‘—ildx = %2 + log|z + 1| + 3 log |z — 1].

e Trovare una primitiva di ﬁ

Soluzione. Si ha

1 1 1 x+2
B-1 (@-D@@+z+1) 3a—1) 3@2+z+1)
1 32z +1) 3
T 3(x—1) 3@ita+l) 3((w+1)2+3)

dunque [ ﬁdw =1iloglz— 1| — tlog|a? + 2+ 1| — @arctan(%(x + %)
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Trovare una primitiva di —282
log(cos x)

: : : _ tan _ sinx tanx _ 1
Soluzione. Con sostituzione cosz = t, e o (eosr] = conz ba(eosT) f Tog (cos ) 4% = = ogidt;

e con cambio di variabile t = %, & = ¢°, fﬂ(}gtdt = [ £.ds = logs = log|log|t|| =
log |log | cos ||

Trovare una primitiva di e sin x.

Soluzione. Siccome e” = (e®), si ottiene per integrale per parti f e’sinxdr = e*sinx —

J €* coszdr = e* sinz—e* cosz— [ e” sinzdr. Dunque [ e*sinzdr = %(e’” sinz—e” cos ).

Trovare una primitiva di cos® z.

Soluzione. Siccome cos(a 4+ ) = cosacos B — sinasin 3, si ha cos?z = (1 + cos2z)

e cos(2z) cosz = g(cos 3z + cos ), dunque cos®z = cos?xcosz = (1 + cos2z)cosz =
C%”%—i(cos?xn—i—cosx e [ cos? mdm—ismx—i— 15 sin .

Trovare una primitiva di z2 sin z.

Soluzione. Siccome sinxz = (—cosz) e cosz = (sinx)’, si ottiene per integrale per parti

[a?sine = —z%cosx + [2zcosxzdr = —x?cosz + 2zsinz — [2sinzdr = —z?cosx +
2zsinx + 2cos .

Trovare una primitiva di x arctanx.

z2 arctan _

Soluzione. Siccome x = (‘%2)’, si ottiene per integrale per parti [ z arctan zdx = 5

x? _ z?arctanz . 1 _ z?arctanz x| 1
f 2(z2+1)d$ - 2 f (1 g(xzﬂ)) dr = 5 5 T3 arctan x.

e e . 1
Trovare una primitiva di @I

. : 1 1 a2 1 _ x 1
Soluzione. Siccome G T P )R f (xQH)Qdaz = arctanz+ ST f STT)

1
5 arctanx + PIE 2+1)

Trovare una primitiva di .

_ _ 1 1+si
Solusione 1. [ hodr = [ (<25 dr = [ Lydr = log| Fsnr|
. . 1 z . 1—tan2 &
Soluzione 2. Siccome (tan §)" = 260152 T = +th 2 e cosx = COSQ% — sm2% = thiﬁgg,
con cambio di variabile t = tan% ovvero x = 2arctant e % = tQ?H,
1 2 1 1
[l [ 2 [ L)
cosx 1—t¢ t—1 t+1
t+1
t—1

e alla fine [ ﬁdw = log M

7| (che ¢ apparentemente diversa ma uguale come sopra).

Trovare una primitiva di cos(nz)sin(mz), dove m,n € Z (usare la formula sin(a + ) =
$(sin(a + B) + sin(a — B)).

Trovare una primitiva di <1- (veda sopra).
smx

Cos T

Trovare una primitiva di zv/'1 — 22 (per parti o sostituzione).
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Gen. 23. Esercizi su integrali definiti, impropri, area e lunghezza

Abbiamo definito integrali (di funzioni continue) su intervalli chiusi e finiti. In alcuni casi,
possiamo estenderli ad intervalli aperti e infiniti.

Sia f una funzione continua su (a,b), dove a € R o possibilmente —o0 e b € R o possi-
bilmente co. Per ogni o, tali che a < a < § < b, abbiamo f B x)dx. Se esiste il limite
limg_q fa f(x)dx, si scrive ff (z)dz. Analogamente, se esiste, fa f( )dm = limg_,p fa f(zx)

Se tutti e due esistono, f: f(@)de = [T f(z)dx + fcb f(x)dz, dove a < ¢ < b (e questa definizione
non dipende da c).

Abbiamo visto che fol a¥dw esiste se @ > —1, e [ a®dx se a < —1. Vale anche [~ e *“dx =

filimﬁﬁoo[e_w]g =1

E.
Per altri funzioni, i seguenti criteri sono utili:

e (confronto) Siano 0 < f < g. Se ffg(x)dm converge, allora anche ff f(x)dx converge. Se
f; f(z)dx diverge, allora diverge anche ff g(z)dzx.

e (asintotico) Siano 0 < f, e lim, f—) ¢ # 0. Allora f f(x)dx esiste se e solo se

folj g(z)dx esiste.

< [0 (@)lda

Esercizi

e Determinare per quali valori di « esiste il seguente integrale improprio: fo 102?1 fx) dx.

Soluzione. Quando z € [0,1], 1 < 1+ z < 2 e dunque l'unica discontinuita ¢ x = 0,
dove log(1l + x) = 0. Vicino a = = 0, abbiamo ’espansione log(1 + z) = x + o(x), ovvero

sin®
log(1+x) __ log(1+x)
x

sinz — 1 dunque limg_s a1~ = 1. Per il

lim,_.q = 1. D’altra parte, lim,_,o Z*%

criterio asintotico, l’esistenza del integrale & equivalente a quella di fol z* dz, dunque
a—1>—1, ovvero a > 0.
e Determinare per quali valori di « esiste il seguente integrale improprio: f2 ﬁdm.

Soluzione. La funzione & continua su tutti [2, 3], 8 < co. Per cambio di variabile z = ¢!,

. 1 I e .
abbiamo ff mdw = flooggf etlta etdt = fk;)ggf t%dt, e il limite 8 — oo esiste se o > 1.

e Determinare per quali valori di « esiste il seguente integrale improprio: floo re*rdx.

Soluzione. Se o > 0, xze®* > 1, e dunque non converge. Se a < 1, allora flﬁ re*dr =

(L (ze™ — ée‘”)]f che converge.

e Determinare per quali valori di « esiste il seguente integrale improprio: fooo “awdr.

Soluzione. La funzione ¢ continua su tutti [0, 3], § < oo. Siccome limg,_, iz = 0 per

tutti n € N, vale anche lim, .o e”fl—z; = 0 per a« > 0,p > 0 per cambio di variabile.
= éz < éz per z sufficientemente grande. D’altra parte,
€ €

. 2
In particolare, & =
@

floo E%Idl‘ = —% lim,gﬁoo[e_fx}g = %, dunque l'integrale & convergente per tutti @ > 0. Se

. 2
a < 0, la funzione S5 ¢ crescente, dunque non converge.
. . .. . . . . - . rllog(1+z%)
e Determinare per quali valori di « esiste il seguente integrale improprio: fo —= o dw.

. . .1 . . . . . 2_
e Determinare per quali valori di « esiste il seguente integrale improprio: fooo e “*dx.
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Abbiamo definito ’area di una regione definita da due funzioni f, g come segue:
Dyj:={(z,y) eR*:x e L, g(x) <y < fla)}
area(Dy f) = /I(f(x) —g(x))dx.
Se la regione ¢é definita su un intervallo infinito I, 'area & definita come un integrale improprio (se

esiste). Analogamente, per una curva rappresentata da f (derivabile e f’ continua), la lunghezza
del suo grafico Gy := {(z,y) : « € [a,b],y = f(x)} ¢ definita da

b
z«%y:/’w1+ﬁmym;

e Calcolare 'area della regione {(z,y) € R: 22 < y? < x,y > 0}.

Soluzione. Per la condizione y? < x, ¢ necessaria che > 0. La disuguaglianza si puo
riscrivere equivalentemente z < y < y/z. Inoltre, un tale y esiste se e solo se © < /z,

ovvero, 22 < x equivalentemente z(1 — x) > 1, dunque 0 < = < 1. Per la definizione,

dobbiamo calcolare
! 2 5 1,
/(\/E—x)dac:[ T2 — = ] =
0 0

w |
[\V]
| =

e Calcolare 'area della regione {(z,y) € R: (z — 2)? +4(y — 3)> <9, }.

Soluzione. La disuguaglianza si puod riscrivere equivalentemente
(x—2)°+4(y—3)2<9e4(y—3°<9—(z—2)?
—V9— (=22 <2(y—3) < /9— (v —2)?
&2 97@72P+3§y§%v5f6i5?+3

2

Inoltre, un tale y esiste se e solo se 9 — (z — 2)? > 0 ovvero, —3 < xz — 2 < 3, ovvero
—1 <z < 5. L’area ¢, con cambio di variabile t = 5= e t = sin 6,

/\/mdx—?,/ 1/1— d:r

:9/ V1 —t2dzx

= 9/ cos? 0do = gﬂ'.

s
2

|
[SIE =

e Calcolare 'area della regione {(z,y) € R: 22 +4y? —4dy +1 < 1}.

e Calcolare la lunghezza del grafico per f(z) = coshz su [—1,1].

Soluzione. Per la definizione, f’(x) = sinhz e dobbiamo calcolare

1

1

/ V1 + sinh? zdx = / coshzdr = [sinhz]l; =e— =
-1

1 €

e Calcolare la lunghezza della curva definita da {(z,y) € R: (x —2)?2 +4(y — 3)> =9, }.
Soluzione. La curva si puo scrivere y = j:%\/Q —(z—2)2+3.

e Calcolare la lunghezza della curva definita da {(z,y) € R : 22 +y? = 1,y > 1}. (Deter-
minare il dominio in z).
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