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(代数的)場の量子論

場の量子論とは: 素粒子 (電子、光子、クォーク (⇒ 陽子、中性子))
を記述する物理の理論

力学: 常微分方程式. Newton 方程式 m d2

dt2 x(t) = −V ′(x(t))
量子力学: 作用素論. Schrödinger 方程式
i ∂

∂t Ψ(x , t) = [ 1
2m P̂2 + V (Q̂)]Ψ(x , t)

場の理論: 偏微分方程式. Maxwell 方程式
場の量子論: (Wightman 公理 (作用素値超関数), Araki-Haag-Kastler
公理 (von Neumann 環のネット)), ??

具体例は? 構成的場の量子論 (d=2,3)、cf. 楠岡氏
谷本がこれまでやったこと: d=2 の具体例の構成 (共形場理論、可積
分系)、公理の間の関係
d=4 では自由場のみ. 素粒子標準模型? (量子電磁気学、Yang-Mills、
Higgs...)
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構成的場の量子論の困難

量子電磁力学の作用
SQED =

∫
d4x

[
−1

4F µν(x)Fµν(x) + ψ̄(x)(iγµDµ − m)ψ(x)
]

場の量子論なので、F µν , ψ(x) は作用素値超関数 であってほしい
超関数の積?? (紫外発散)

低次元 (d=2,3) の良い例ではくりこみによって積の定義が可能。漸
近的自由
(Lagrangian によらない構成: 共形場理論、可積分系 d=2)
d=4 では Yang-Mills (量子色力学の一部) で漸近的自由が期待 (⇒
Millenium problem)

最近の発展??
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構成的場の量子論の状況

なぜ素粒子標準模型/Yang-Mills 理論がまだできていないのか?
技術的に困難... だけではない!
Bałaban の論文: Yang-Mills 理論 (d=4) の紫外安定性 (∼1989)

20本ほど、計 n*100 ページ
別のモデルの結果を流用
(不完全な議論)

1990年ごろの構成的場の量子論の状況
激しい競争
不完全な議論による論文出版
厳密な構成をする動機の喪失

Dimock による Bałaban の方法の解説、QED (d=3) の紫外安定性
(∼2020)
最近は Dybalski-Stottmeister-谷本 (Bałaban の方法による φ4

3理論や
σ理論の収束を目指す) arXiv:2303.10754, 2403.09800
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https://arxiv.org/abs/2303.10754
https://arxiv.org/abs/2403.09800


数学の形式化

最近の結果が正しい保証は? 誰が読むのか?

証明支援系 (コンピュータによる証明の確認) (6= 自動定理証明)
記号化された数学の証明

推論規則 Φ Φ → Ψ
　　　　　　　　 Ψ
公理 ∀x∀y [∀z(z ∈ x ↔ z ∈ y) → x = y ] (集合の外延性) etc.

コンピュータによる確認が可能 (Mizar, Metamath, Coq, Isabelle,
HOL Light...)
最近までの状況: 簡単な定理にも冗長な証明、古い定理のみ
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Lean + Mathlib

学部レベルの数学の形式化
Buzzard-Commelin-Massot: perfectoid space (Scholze) の定義の形
式化 (2020)
Gowers-Green-Manners-Tao: polynomial Freiman–Ruzsa conjecture の
証明
+25 人: 3週間後 に Lean での形式化 (2023)

ライブラリ (Mathlib)に十分な定理があれば、最新の結果の形式化も
可能
進んでいる分野: 数論, 抽象代数
できてないこと (解析): Cauchy の定理 (長方形), 多変数解析, 超関
数, スペクトル定理
参入は容易! cf. Mathematics in Lean
谷本も最近 pull request
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https://leanprover-community.github.io/mathematics_in_lean/index.html
https://github.com/leanprover-community/mathlib4/pull/11566
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