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Cos’è un Sistema Hamiltoniano ?

Sistema Dinamico: sistema (fisico,
geometrico, biologico, ecc. . .) che
evolve nel tempo, secondo leggi che
legano il suo stato presente a quello
futuro e/o passato.

X → Insieme degli Stati
= Spazio delle fasi

Φt → Flusso = Evoluzione.

Hamiltoniano: le leggi che
determinano l’evoluzione del sistema
sono espresse attraverso le derivate
parziali di una funzione H : X −→ R
detta Hamiltoniana.

(Sir William Rowan Hamilton, 1805-1865)

Contributi simili già presenti in
precedenti lavori di Lagrange (1808),
Poisson et al.
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Dalle Equazioni di Newton alle Equazioni di Hamilton

Consideriamo una particella di massa m in Rn che si muove per effetto di
una forza conservativa ~F = −∇V .

Se q(t) ∈ Rn denota la posizione al
tempo t, le equazioni di Newton
sono:

mq̈(t) = −∇V (q(t))

Stato → Posizione q (e velocità q̇)

Consideriamo posizione q ed il
momento p = mq̇ come variabili
indipendenti. Otteniamo:{

q̇(t) = p(t)/m
ṗ(t) = −∇V (q(t))

Hamiltoniana: H(q, p) = 1
2m ‖p‖2 + V (q)
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Sistema Hamiltoniano in R2n

Data una funzione H(q, p) : Rn × Rn −→ R, il Sistema Hamiltoniano
associato è il sistema di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine:(

q̇
ṗ

)
=

(
∂H
∂p (q, p)

−∂H
∂q (q, p)

)
=: XH(q, p)

XH −→ Campo vettoriale Hamiltoniano
ΦH

t −→ Flusso Hamiltoniano

Proprietà del Flusso Hamiltoniano

ΦH
t preserva il volume [Teorema di Liouville]

Se A è un insieme (misurabile)
di dati iniziali:

Vol(A) = Vol(ΦH
t (A)) ∀t.

4 / 20



Sistema Hamiltoniano in R2n

Data una funzione H(q, p) : Rn × Rn −→ R, il Sistema Hamiltoniano
associato è il sistema di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine:(

q̇
ṗ
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Invariante di Poincaré: ΦH
t preserva l’azione dei cappi.

Se γ è un cappio, allora:∮
γ
p dq =

∮
ΦH

t (γ)
p dq ∀t. (∗)

Se γ = ∂D, segue dal Teorema di Stokes:∮
γ=∂D

p dq =

∫
D
dp ∧ dq.

In particolare, (∗) permette di concludere che per ogni disco D e per
ogni t: ∫

D
dp ∧ dq =

∫
ΦH

t (D)
dp ∧ dq

=⇒ (ΦH
t )∗(dp ∧ dq) = dp ∧ dq per ogni t.

ΦH
t preserva la 2-forma dp ∧ dq (forma simplettica standard)
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Cos’è una varietà simplettica?
È una coppia (M, ω), dove:

M è una varietà differenziabile (finito-dimensionale);
ω una 2-forma chiusa e non-degenere, detta forma simplettica.

ω chiusa −→ l’area simplettica di una superficie S con bordo, non
cambia per deformazioni di S che fissano il bordo.

ω non-degenere −→ per ogni direzione tangente v 6= 0, esiste w tale
che ω(v ,w) 6= 0 (i.e., il parallelogramma generato da v e w ha area
simplettica non nulla).
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Cosa vuol dire Simplettico ?

L’aggettivo Simplettico (συμπλεκτικός) fu coniato da Herman Weyl
(1885-1955):

(H. Weyl, “The classical groups: their invariants and representations”, 1939 [Chapter VI, footnote])
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Esempi di varietà simplettiche (M, ω)

Osservazione: ω non-degenere =⇒ dimM è pari

(R2n, ω0 = dp ∧ dq);
ogni superficie orientata Σ con una forma d’area ωΣ;
se V è una varietà differenziabile, il suo fibrato cotangente T ∗V ha
una naturale struttura simplettica (spazio delle fasi della Meccanica
classica);
varietà di Kähler (struttura simplettica + struttura complessa);
et cetera, . . .

Attenzione:
Non tutte le varietà di dimensione pari ammettono una struttura
simplettica! (Controesempio: S2n con n ≥ 2)
Le varietà simplettiche di dimensione 2n sono localmente indistinguibili
da (R2n, ω0) [Jean-Gaston Darboux, 1882]! (È una geometria globale!)
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Cosa è un Sistema Hamiltoniano su (M, ω)?

Data una funzione H : M −→ R, il campo vettoriale Hamiltoniano XH è
l’unico campo vettoriale tale che (esiste grazie alla condizione di
non-degenerazione!):

iXHω := ω(XH , ·) = dH.

XH è anche detto gradiente simplettico di H.

Esempio: Flussi geodetici
Sia (V , g) una varietà Riemanniana. L’Hamiltoniana H : T ∗V −→ R data
da

H(q, p) =
1
2
gq(p, p)

descrive il flusso geodetico sulla varietà.
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L’ultimo Teorema di Poincaré
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L’ultimo Teorema di Poincaré

Consideriamo un Anello A := S1 × [a, b] e T : A −→ A continua tale che:

T conserva l’area (simplettomorfismo);
T fissa il bordo dell’anello ∂A e “muove” le due circonferenze in versi
opposti (condizione twist).

Queste mappe sorgono considerando la “mappa di primo ritorno” su una
sezione S trasversale al flusso (su una varietà tridimensionale).
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L’ultimo Teorema di Poincaré

Teorema [Poincaré e Birkhoff]
T ha almeno due punti fissi nell’interno di A.

George David Birkhoff fornì una dimostrazione il 25 ottobre 1912
(“Proof of Poincaré’s geometric theorem”, Trans. Amer. Math. Soc.,
1913) −→ Argomento di teoria del grado topologico.

Problema: I due punti trovati potrebbero coincidere!!
G. D. Birkhoff, “An extension of Poincaré’s last geometric theorem”,
Acta Math., 1926.

Senza richiedere la conservazione dell’area o la condizione di twist il
teorema è falso!
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Idea di Poincaré
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Ed in dimensione maggiore?

Il 27 ottobre 1965 Vladimir I. Arnol’d presentò un breve articolo ai Comptes
rendus de l’Académie des sciences de Paris:

Sia Ω = Tn × Bn con forma simplettica ω = dp ∧ dq.

Se T : Ω −→ Ω è un diffeomorfismo che preserva ω ed è omologo
all’identità [+ alcune ipotesi tecniche], allora T ha almeno 2n punti fissi
(contati con molteplicità), di cui almeno n + 1 geometricamente distinti.
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Esempio "illuminante"

Sia (M2n, ω) una varietà simplettica chiusa (i.e., compatta e senza bordo)
ed H : M −→ R un’Hamiltoniana.

Se x0 ∈ Crit(H) =⇒ XH(x0) = 0 =⇒ ΦH
t (x0) ≡ x0 ∀ t.

Per t fissato (contando anche le molteplicità):

{Punti fissi di ΦH
t } ≥ Crit(H) ≥ ?

Sia H una funzione di Morse: se x0 ∈ Crit(H) =⇒ det
(
∂2H
∂x2 (x0)

)
6= 0.

Esempi:
dimH∗(T2n;R) = 22n (almeno 2n + 1 geometricamente distinti);
dimH∗(Σg ;R) = 2g + 2 (almeno 3 geometricamente distinti);
dimH∗(CPn;R) = n + 1 (almeno n + 1 geometricamente distinti).
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Congettura di Arnol’d
Sia (M, ω) una varietà simplettica chiusa. Ogni simplettomorfismo
omologo all’identità ha un numero di punti fissi almeno pari al numero
minimo di punti critici che deve avere una funzione su M.

(V. I. Arnold, AMS Symposium on Mathematical developments arising from Hilbert problems, May 1974)

Yakov Eliashberg (1979): Superfici di Riemann;
Charles Conley e Eduard Zehnder (1983): T2n;
Mikhail Gromov (1985): esiste almeno un punto fisso se π2(M) = 0;
Andreas Floer (1988-89): congettura completa, se π2(M) = 0;

(1989): monotone symplectic manifolds;
Helmut Hofer e Dietmar Salamon (1995), Ken Ono (1995): weakly
monotone symplectic manifolds;
Caso generale: Fukaya-Ono (1996-97), Liu-Tian (1996-97),
Hofer-Salamon (1997).
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Rigidità simplettica

Preservare il volume versus Preservare forma simplettica

Non-squeezing Theorem [Gromov, 1985]
Se R > r non esiste alcun simplettomorfismo Φ tale che

Φ(B2n(R)) ⊂ Z2n(r).
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Un’interpretazione fisica

Un insieme di particelle inizialmente distribuite uniformemente in B2n(R)

Quest’insieme non può essere “compresso” in uno stato statistico in cui la
posizione q1 ed il momento p1 siano distribuiti meno che nello stato iniziale.

Analogo in dinamica classica del Principio di indeterminazione di
Heisenberg: ∆p ∆q ' ~ (~ = costante di Planck).
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Un problema analogo: il Cammello Simplettico

No, se R > r !
Il problema sono le
“gobbe”!

Idea di Gromov −→ studiare e sfruttare il legame tra geometria simplettica
e geometria (quasi) complessa.

Nuovo strumento −→ le curve pseudo-olomorfe
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Curve pseudo-olomorfe

(M, ω) varietà simplettica =⇒ ammette (almeno) una struttura quasi
complessa J (compatibile con ω).

Sia (Σ, j) una superficie di Riemann.
f (Σ) è una curva pseudo-olomorfa in
(M, ω, J) se f : Σ −→ M soddisfa un
analogo delle eq. Cauchy-Riemann:

J ◦ df = df ◦ j

Curve pseudo-olomorfe −→ superfici minime (rispetto ad un’opportuna
metrica ottenuta da ω e J).

Applicazioni: trovare orbite periodiche, definire invarianti simplettici
(Omologia di Floer, Invarianti di Gromov-Witten, ecc . . .), dimostrare
l’esistenza di sezioni di Poincaré (à la Hofer, Wysocki e Zehnder), ecc . . .
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