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Parte 1

Testi degli esercizi



Capitolo 1

Calcolo differenziale in R"

1.1 Spazi normati, topologia standard in R"

Esercizio 1. Verificare che la funzione .|| : C([0,1,R) — R, t.c. f— |f] =
1
Jo 1f(@)] da

¢ una norma su C([0, 1], R).

Esercizio 2. Trovare un esempio in cui vale la stretta disuguaglianza triango-
lare, nel caso della ||.||» ; cioe:

24+ Ylloo < l2lloo + Yl

Esercizio 3. Dimostrare che I'unione di due curve, con un estremo in comune,
& ancora una curva.

Esercizio 4. Dimostrare che I'anello A = {x € R? : 1 < ||z| < 2} & connesso
per curve.

Esercizio 5. (Spazio delle funzioni Lipschitziane)
Sia E C R™ un insieme compatto e si definisca il seguente sottoinsieme di
C(E,R™):

. m m f(z)—fly
LipB.R™) = { f € CER™): |[fllup = sup LI g ()] < o0
Si dimostri che (Lip(E,R™), || - ||lLip) ¢ uno spazio di Banach.



Esercizio 6. (Spazi di successioni: /! e ()
Sia x = {x,}, € RY una successione a valori reali (o complessi) e definiamo

Izl = Jzal el = suplan.
neN neN

Consideriamo i seguenti sottospazi di RY:

= {zeRY: |z); < oo}
* = {zeRY:  ||z]o < o0}.
1 Mostrare che (¢}, || -]]1) e (£%°, || - |so) SOnO spazi di Banach.
2 Mostrare che ¢! C ¢, ma non & un sottospazio chiuso di (/*°, | - |«)
(quindi (£}, || - ||eo) non & uno spazio di Banach).
3** Qual ¢ la chiusura di ¢! rispetto alla metrica indotta dalla || - [ ?
Esercizio 7. Si consideri lo spazio di Banach (¢!, || - []1).

(i) Si dimostri che I'insieme
Q:={zcl: |z <1}
non & compatto.
(ii) Dire se & compatto l'insieme

D:={xect: |z <1 VEk =0 Vk>10}.

1.2 Funzioni da R"” in R™: regolarita, polinomio
di Taylor, estremi liberi e vincolati, etc ...

Li

7 non ¢ continua in 0=(0,0,..,0)

Esercizio 8. Mostrare che la funzione f(x) = |

Esercizio 9. Fissato un € > 0, si trovi un ¢ tale che |f(z) — f(zo)| < €, per
ogni |z — zp| < & nei seguenti casi:

1. f=1z|* a >0 2 € R*, 2 = (0,1,1,2) (ripetere il calcolo per
zo = (0,..,0) );

2. f=sin 5, € R®, = (-1,0,-1);
3
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f =loglcos (ITi—; z:)], z € R™, 29 =(0,..,0);
4. f = Z:(:)f) eklel® 2 e R, g9 = (1,..,1);
5. f=tanh |x|;, v € R", 20 =(1,..,1);

(=)

. f=(|z|2, tanh|z|1), z € R*, zo = (0,1,1,2);

Esercizio 10. Sia §? = {z € R?: |z|=1},7 = (2,0,0), 29 = (1,0,0),
f = zimo(sin|z — 7)) 7L,
Trovare 4 tale che |f(z) — f(zo)| < €, per ogni z € §? tale che |z — x| < 6.

Esercizio 11. Sia
f:RY — R?

v — (fi(x), f2(x))

( ! sin(zyx ))
— si .
1+ ] 1%4

Calcolare il modulo di continuita in 29 = (0,0, 0,0).

Esercizio 12. Mostrare che
f:ECR* —R™

& continua se e soltanto se sono continue le funzioni componenti
fi:ECR® —R

perognit=1,...,m.

Esercizio 13. Trovare, se esiste, una costante L > 0 tale che

|f(x) = fy)| <Lz -yl Va,yeQ

con x € R™ e f cosi definita (con | - | si intende la norma euclidea):

(i) f) = (21|x| sin[ [

>7 Q= DB(0);

. 1
(11) f(z):ﬁa Q:Bl('r())a 1'0:(27"'32)
2 —|z|z
oppure zo = (0,...,0) (per il primo dominio
dobbiamo supporre che n # 3, 4, 5, 6);
(iii) f@) =z, Q=B.(0),r>0.



Esercizio 14. Sia P = {(z,y) € R? taliche y = z%e (z,y) # (0,0)} e
consideriamo la funzione di due variabili definita da !:

0 se(z,y) &P
@) = { 1 se(z,y)€eP
Si controlli che, per la funzione f sopra definita, si ha %ch (0) = 0, per ogni
£#0.
Esercizio 15. Calcolare 8)92[;” , Ve e R"\ {0},eVa eR.

Esercizio 16. Si consideri la seguente funzione f : R?> — R, con o, > 0 :

0 sex=0

Trovare condizioni necessarie e sufficienti affinché:

1. f sia continua nell’origine;
2. f abbia derivate direzionali nell’origine;
3. f sia differenziabile nell’origine;

4. f sia C1({0}).

Esercizio 17. Sia f: A C R" — R™ con A aperto.
Dimostrare che se f € C*({zo},R") con 79 € A, allora f ¢ differenziabile in
Zo -

Esercizio 18. Si consideri la funzione

f:R? — R
(2,y) — (sinzy), ).

af of
1. Calcolare %(%y) e a—y(w,y)

2. Usando la definizione, mostrare che f ¢ differenziabile in (0, 0).

1Vedi anche [C], Esempio 5.18



3. Sia
g:R — R

t — tght+ /142

e si definisca F(t) = f(g(t), 1 — g*(t)). Calcolare F’(0).

Esercizio 19. Siano f € C'(R3,R) e h € C*(R?,R).
Calcolare: 5 5

%f(x,h(:mz)?z) e af(x,h(x,z),z).

Esercizio 20.
1. Dimostrare che se y = f(x) ¢ una soluzione C? in un intorno di z = 0

dell’equazione
22 4+ sinhy 4 e =1

tale che f(0) = 0, allora ha un massimo relativo nell’origine.

2. Cosa si puo dire relativamente all’esistenza di una funzione siffatta?

Esercizio 21. Siano z € R? e y € R3 e consideriamo la funzione f : R> —

RS con f € CL.

1. Calcolare g—i e g—?’; ;

2. Se g: R — R?® ¢ una funzione C! | calcolare % flz, g(t)) .

2
Esercizio 22. Consideriamo la funzione f(x,y,t) = (sin(tz1), |z|, (yl;riii%) ),

conz € R?,
y € RZ et eR.

1. Calcolare g—i, g—; e%{ con x # 0et# —1;

2. Se g(t) = (tanht, In[lnt#]), calcolare 2 [f(z,g(t),t)] con z # 0

et>1.

Esercizio 23. Sia f(z) = ¢/’ (z; + 1) con z € R™. Calcolare:

L D'f(0)(§) e D*f(0)(L,2,..,n)*;



65
2. 73%8&;2’?“6% (1,1,..,1) conn > 5;

3. gLh0-10 flxzo) conxg = 0exy =(—1,1,-1,..,(=1)");
4. 81(0).
Esercizio 24. Sia:
e@+y) sex #vy
Jz.y) = { 1+(x+y)+% sex =1y
1. Si discuta la continuita di f su R?;

2. Dato e > 0 sitrovi § > 0 tale che |f(x,y)— f(0,0)] < € per ogni |(z,y)| <
0

3. Discutere la differenziabilita di f in (0,0);

4. Trovare il massimo k tale che f € C*({(0,0)}) e calcolare il polinomio di
Taylor di grado k£ di f in (0,0).

Esercizio 25. Calcolare il polinomio di Taylor di grado 6 in x = 0 della funzione
Xy
17{D2£D3[D4 :

Esercizio 26. 1. Sia f(x) = x3e*17®2 . Calcolare il polinomio di Taylor di
ordine 3 nell’intorno di x =0;

2. Trovare § tale che |f(z)| < 1 per ogni |z| < 4.

Esercizio 27. Sia:

1 sex =0

f(x):{ " sea #0

Dimostrare che f € C*(R™) e calcolarne le derivate parziali.

Esercizio 28. ) )
2 +yt sex#y
Y R R s

Discutere la regolarita di f .



Esercizio 29. Si trovino i punti stazionari e si dica se si tratta di massimi o
minimi (relativi o assoluti) di f(z,y) = (z + 3y)e *Y.

Esercizio 30. Determinare i massimi e minimi assoluti di f(z,y) = 22y sul-
I'insieme
D= {22 +y* <1}

Esercizio 31. Calcolare %g(m) dove z € R™\ {0} e g ¢ una funzione

€1 ((0, +00)) . "

Esercizio 32. 1. Si calcoli il polinomio di Taylor di ordine 1000 di log (s + t)
nell’intorno di (sg,%0) = (1,0);

2. Si calcoli il polinomio di Taylor di ordine 1000 di log (x — y?) nell’intorno
di (.’lﬁo,yo) = (1,0) .

Esercizio 33. Sia:

0 se T =1
flay) = { ye_(%)2 se v #1
1. Dimostrare che f € C®(R?\ {(1,0)});
2. Studiare la continuita e la regolarita di f in (1,0);

3. Studiare i punti critici di f;

4. Trovare § > 0 t.c. |f(z,y) — f(z0,%0)| < 155 per |(z,y) — (z0,%0)| < & con
(z0,9y0) = (1,1) e (qualora f sia continua in (1,0) ) con (zg,yo) = (1,0).

Esercizio 34. Calcolare 2L per:
ox

L f(z) = H?:1 x3;

2. f(z) = (z1 + 3, cos (r122)) conz € R"n > 2 ;

3. fl,y,2) = =

Spiegare il significato del simbolo % in ciascuno dei precedenti casi.

Esercizio 35. Calcolare il polinomio di Taylor di ordine N attorno a xzg = 0,
della funzione |z|sin |z| (z € R™).

10



Esercizio 36. Supponiamo che esista una funzione z = z(z,y) che soddisfi, in
un intorno del punto (1, 1), la relazione:

23— 2xy+y=0 con z(1,1) = 1.

Si calcoli il polinomio di Taylor di ordine 2 nell’intorno di (1,1) (possibilmente
senza esplicitare la z = z(z,y), ma applicando il teorema di differenziazione
delle funzioni composte).

Facoltativo: Ripetere il ragionamento precedente per una funzione z = z(x,y)
che soddisfi localmente al punto (1,1) la relazione: 2% — 2xy + 2z =0

con z(1,1) = 1.

E se la relazione fosse stata z® — 22y —32 =0 con 2z(1,1) =17

Cercare di giustificare le risposte date.

Esercizio 37. Siano:

sinl t#£0 cost t+£0
s(t)z{ ()t ti() ec(t)z{ Ot tiO

Si definisca f(z,y) = x%s(z)+y?c(y) ; discutere la regolarita di f (continuita,
differenziabilita, etc..).

Esercizio 38. Trovare Massimo e minimo di f(z,y) = —~—2%_ su D =

Vit
{2? +y? < 4}

Esercizio 39. Trovare il rettangolo di area massima, che puo essere inscritto
nella circonferenza z2 + y? = R2.

Esercizio 40. Sia
flz,y) = 2® —ay”

e K il compatto intersezione tra il cerchio 2% 4+ y? < 1 ed il rettangolo [—%7 %] X
-2, 2].

1. Trovare I’estremo superiore ed inferiore di f in R2.
2. Determinare i punti critici di f e la loro natura.

3. Calcolare il massimo e il minimo assoluto di f in K.

11



Esercizio 41. Calcolare il massimo ed il minimo assoluto della funzione
f(x):sz reRY,

sull’insieme

4
D={zecR*: x;, >0, inzl}.
i=1

Esercizio 42. (%)

Sia f(z,y) = IQ—}WQ ; determinare I’estremo superiore ed inferiore (specificando

se si tratta di massimi o minimi) di f sull’insieme

A= {(z,y): 2y + %sin(wy) >1}.

1.3 Equazioni differenziali ordinarie e problemi
di Cauchy

Esercizio 43. Consideriamo il seguente problema di Cauchy in R2:

SN iy;w eos (512m)

HOBHORSE

1.1 Trovare la soluzione di tale problema, il suo intervallo («, ) di esistenza
massimale e disegnarne un grafico approssimativo.

i aist (a0 00), {u=31) =

i |(2(t), y(1))] = +o0.

1.2 Mostrare che

In particolare mostrare che comunque si sceglie un punto P € [—1, 1]x { % },
esiste una successione di tempi ty | «, tale che

((t), y(t) “=5° P.

12



1.3 Dedurre che per ogni compatto K C Rz\{y = %} eperogni0 < d < f—a,
esistono due tempi tg € (o, 4+ 6) e t; € (8 — 6, f) tali che

(z(to),y(to)) ¢ K
(z(t),y(t)) ¢ K.

2
¢_52<1+;2)

al variare del parametro 5 € R\ {0}. Trovare la soluzione z(t, 8) al variare di
B ed il relativo intervallo di esistenza massimale /3.
Mostrare inoltre che esiste una L > 0 tale che

|£(t07ﬁ) _ﬁ(thﬁ/)‘ S L ‘ﬁ - B/|

per ogni 3, 8/ € K C R\ {0} compatto e per ogni ¢ty € C' C NgekIs compatto.

1.4 Successioni e serie di funzioni. Elementi di
analisi complessa
Esercizio 45. Dimostrare che valgono le seguenti due affermazioni:

1. Se u,, € C([a,b]) e u, converge uniformemente in (a,b), allora u,, converge
uniformemente in [a, b].

2. Se uy, € C([a,b]) e u, converge in (a,b) ma u,(a) non converge, allora u,
non converge uniformemente in (a, b).

Esercizio 46. Sia f, la funzione continua che vale 0 se z ¢ (0, +), per z = 2%

. . o . . 1 1 1
vale 1 e coincide con una retta negli intervalli (0,5-) e (55, ) -
Dimostrare le seguenti affermazioni:

1. lim, 00 frn(x) = 0 per ogni z;

2. fn non converge uniformemente su [0, 1];

3. lim [, fr = [ lim f, = 0.

13



Esercizio 47. Trovare una successione di funzioni continue f, € C([0,1]),
convergente puntualmente ad una funzione continua f € C([0,1]) ma tale che

lim [ fo # fo f -

(Facoltativo): Sia k € N. FE’possibile trovare una successione di funzioni
fn € Ck([0,1]), convergente puntualmente ad una funzione f € C*([0,1]) tale

che lim [ fn # fo f?

E se richiedessi alle funzioni di essere C*°([0, 1]) ?

Esercizio 48. Sia f,(z) =n ( T+ L - \/§> .

1. Trovare, per > 0, il limite puntuale f(x) di f,(x) al tendere di n ad
infinito.

2. Discutere 'uniformita della convergenza di f,, ad f.

Esercizio 49. Studiare la convergenza delle seguenti serie di funzioni di =z,
(ossia si trovino i piu grandi insiemi dove le serie convergono puntualmente,
uniformemente e totalmente) al variare, qualora appaia, del parametro reale «:

1. -
Z e~ an
n=0
2.
o an
>
n=1 .
3.
Z (zsinn)™
2
o 1+ n*x
4.
5t
ot n!
5.
o) n
Z un(x) con up(z) = (Zf)fl
n=1 j=1

14



Esercizio 50.

Usando le proprieta di derivazione delle serie uniformemente
convergenti, si calcoli il valore delle seguenti serie:

Esercizio 51. Sia u, =
uniforme e totale) di u(z) = 3, 5 un(x) e di v(z) = 3, 5, uy, (), e dire per

quali z la funzione u(x)

Z% (i) zn

R .
% fo e~ "t dt. Discutere la convergenza (puntuale,

¢ derivabile e la sua derivata coincide con v(x).

Esercizio 52. Dimostrare gli sviluppi in serie di Potenze delle seguenti funzioni

elementari:
1 % = ﬁﬂ( "_11:"1“% )xk nomeN,n>1 |z <1
2o —TINE W
3. log(1+a) = 325 (~1)k+1el g <1
4. log (B2) =253 4 lal <1

5. (1+x)* = Z_(Xa(z)xk aeR\Z, x| <12
6. sinz =>4 (—1)’“% Va

7. cosx = ',:i% (—1)’“% Y

8. arcsinz = >;°0 %ﬁm%“ lz| <1

9. arccosz =% — 3% %ﬁ?”ﬁx%“ lz| < 13
10. arctanz = 3,0 (—l)k%_:l1 lz] <1

11. sinhx = +§)% Vot

12. coshz = 3,29 (:S}: Va®

21 coefficienti binomiali sono cosi definiti ( g ) =1, ( @ ) = ae ( @ ) =

ala—1).. (a k+1)

per k> 2.
Sugg: Usare la formula del resto integrale di Taylor, e dimostrare che questo tende a 0, usando
i seguenti accorgimenti:

Siano z € (=1,1) e |z] < # < 1 = esistee > 0 tc. 6(1

+e) < 1

Sia inoltre

ko t.c. Vk > ko

(

1
o k
)

v <1+ € (perche posso dire che esiste un tale ko?)

3Qsservare che arccosz = T — arcsinx

2

4Osservare che sinh z = —isin iz
5Qsservare che cosh z = cosix

15



: e8] -1l
13. arcsinhz = 30, (fl)k%ﬁz%“ lz] < 16

2k+1
14. arctanhz = Y% ST lz] <17

Esercizio 53. Si diano le definizioni di exp(z) e di 7 e si dimostri (nella maniera
pit completa possibile) che exp(im)= —1.

Esercizio 54. Data ¢.(x) € C*, @.(x) > 0 con supp(p:) = [0, ], si costruisca
g- € C*, monotona non decrescente tale che g.(x) =0 per z <0 e g.(z) =1
per & > e. Si calcolino le serie di Taylor di g inz=0e z =¢.

1.5 Teorema delle funzioni implicite e della fun-
zione inversa

Esercizio 55. Sia M una matrice di funzioni nella variabile t: ¢ — M (¢) ; dire-
mo che M(t) é continua <= M, ;(t) & una funzione continua V4, j. Dimostrare
che :

M (t) & continua <= Ve >0, 35 t.c. | M(t)— M(to)|| <e,V|t—to] <6

Esercizio 56. Si consideri la funzione f: y € R? — f(y) = (fi(y), f2(y)) €
R? definita come:
fi=y+yicosys fo=1ya+ys

Si dica se f & invertibile in un intorno di yo = (0,0) e se si, si dia una stima di
r in modo che valga la condizione del teorema della funzione inversa.

Esercizio 57. Sia
fla,y) = |z> +y° — 221 + 425 — 6y — 11
con z € R?, y € R.

1. Quante soluzioni g di classe C* in un intorno del punto xzg = (1,-2),
esistono per l'equazione f(z,g(x)) =07

2. Si verifichi che se g(xg) > 0 allora g ha un massimo relativo stretto in xo.

60sservare che arcsinhz = —iarcsin iz

7Osservare che arctanhz = —iarctaniz oppure che arctanhz = % log (1£2)

1—x

16



Esercizio 58. 8
Sia v € R™ un vettore di norma minore o uguale a 1 e sia

f(z) =2+ vsin|z|?.

Si dica se f € invertibile in un intorno di x = 0 ed in caso affermativo si trovi
un r > 0 tale che f~! sia definita su B,.(0).

Esercizio 59.
1. Dimostrare che in un intorno di (0,0) 'equazione
e Y g2 2y? + 2siny = 1
definisce una funzione y = f(x).
2. Dare una stima sull’intorno di definizione delle f.
3. Calcolare

lim /(@) .

z—0 22

8Questo esercizio pud essere formulato nella seguente maniera equivalente:
Sia v € R™ un vettore di norma minore o uguale a 1 e sia

f(z) =z +vsin|z|?.

Si dica se I'equazione

fl@)—y=0
ammette una soluzione = ¢g(y) in un intorno di y = 0 ed in caso affermativo si trovi un r > 0
tale che g sia definita su B (0).

17



Capitolo 2

Integrazione in R"

2.1 Misura di Peano-Jordan e integrale di Rie-
mann in R"

Esercizio 60. Sia f = 0su ([0,1]\Q)U{0} e f(z) =Lsex=Zcon0<m<n
(m e n relativamente primi).

1. Dimostrare che I'insieme di discontinuita di f ¢ Q N (0,1];

2. Dimostrare direttamente (senza usare il Teorema di Vitali-Lebesgue) che
f e R([0,1)).

Esercizio 61. Dimostrare che A C R"™ limitato ¢ misurabile secondo Peano-
Jordan <= Ve > 0, 3E;, E5 insiemi elementari t.c. By C A C Ey e mis, Fy —
mis, B < e.

Inoltre mis, A = inf{mis, F> : A C E,, E5 insieme elementare} = sup{mis, E :
E, C A, E; insieme elementare}.

Esercizio 62. Dimostrarg che se A ¢ un insieme misurabile secondo Peano-
Jordan, lo sono anche A, A edA.

Esercizio 63. Dimostrare che Q" N E (con E rettangolo qualunque, non dege-
nere) & un insieme di misura nulla, non misurabile secondo Peano-Jordan.

Esercizio 64. Dimostrare o confutare le seguenti affermazioni:

1. Se X C R™ ha misura nulla, allora X=10 ;
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2. Se X C R™ con )% = (0, allora X ha misura nulla;

3. Se @, , Q¥ C R hanno misura (unidimensionale) nulla, allora
Q. x QY C R? ha misura (bidimensionale) nulla;

4. Se @ C R? ha misura nulla, allora Vz,y € R, Q, ={y : (7,y) € Q} e
QY ={z : (x,y) € Q} sono insiemi di misura nulla in R.

Esercizio 65. Sia X C R linsieme degli elementi di una successione {x,},
di numeri reali convergente. Dimostrare che X & Peano Jordan misurabile e
mis(X) = 0.

Cosa si puo dire se la successione non é convergente?

2.2 Integrali iterati
Esercizio 66.

i) [y ‘Z’—z dx dy dove
i) [[px*y? dedy dove
iii) [[pyie” dedy dove
w) [[pxydedy dove

{(z,y) eR?: 1<x<2 L<y<a}
{(z,y) eR?: 2?+y* <1}

{(z,y) eR?*: y>0, <1, z>y*}
{(z,y) eR?: x+y>1, 22 +9* <1}

oo o

Esercizio 67. Dimostrare che:

1 1
o wapn=s e [l [ gt

Come mai in questo caso non si puo invertire ’ordine d’integrazione?

Esercizio 68. Calcolare

Esercizio 69. Calcolare

//ye dx dy

dove D = {(z,y) eR*: y >0,z <1, 2>y},
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Esercizio 70. Calcolare

// zy dx dy
D

dove D={(z,y) €eR*: z+y>1, 2> +y><1}.

Esercizio 71. Sia a > 1. Calcolare I’area della regione di R? delimitata dalle

2

T .
rette y = ax, y = = e la parabola y = a?z?. Per quale valore di a tale area &
a

massima?

Esercizio 72. Calcolare il seguente integrale triplo:

/// z? dx dy dz
D

sull’ellissoide D = {(z,y,2) € R3: % + Z—j + z—z <1} con a,b,c > 0.

Esercizio 73. Trovare il volume della palla unitaria di R3 con la ||.||; (cioé
{(z,y,2) € R®: |z| + |y| + |2| < 1}). Usando il risultato precedente, trovare il
volume della palla unitaria di R* con la ||. ||;.

*(Facoltativo) Generalizzare il risultato precedente nel caso di una palla unitaria
n-dimensionale.
(Sugg.: Procedere per induzione)

Esercizio 74. Si definisca:
Dn={(x1,...,2n) €ER": 0<z; <23<...<x, <1}
Calcolare:
1. I, = fD2 zydrdy ;
2. I3 = st ryzdrdydz ;

3. *(Facoltativo) I, = [, (z1...xp)dzy. .. de, .

Esercizio 75. Trovare il volume della regione interna al cilindro di equazione
22 + 4% < 1, compresa tra la superficie di equazione z = 2% 4+ y? — 2 ed il piano
r4+y+z=4.
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Esercizio 76. Sia
E={(x,y) eR*: x>0, (*+¢°)* < (@® —¢*)}.
1. Descrivere F in coordinate polari (ed eventualmente disegnarlo).
2. Calcolare 'area di F.

3. Sia k > 0; trovare ’area dell’insieme

E, ={(kz,ky): (z,y) € E}.

4. Trovare il volume dell’insieme

G={(z,y,2) € R¥: >0, (2 +¢3)? < (1—2%) (2% —o?), |z| < 1}.

Esercizio 77. Calcolare il seguente integrale doppio:

/ / 2 (y — 2)e’ " dady
T

T={(z,y) eR®: 2°<y<3, z>1}

dove:

(Sugg.: Considerare il cambio di variabili u =y — 2% e v = y + 23)

Esercizio 78. (Teorema di Guldino)

Sia D un insieme Peano Jordan misurabile e connesso, contenuto nel semipiano
< x,z > e non intersecante 'asse delle z. Consideriamo il solido A ottenuto
ruotando D attorno all’asse delle z. Dimostrare che:

Vol(A) = QWMHHSQ(D).

Dedurre che tale volume coincide con la misura dell’insieme D, moltiplicata per
la lunghezza della circonferenza percorsa dal suo baricentro.
Applicare questo risultato per calcolare il volume dei seguenti solidi di rotazione:

1. Sfera di raggio r;

2. Toro tridimensionale, ottenuto ruotando il cerchio di centro (a,0) e raggio
r<a;

3. Cilindro di altezza h e raggio di base r;
4. Cono circolare retto di altezza h e raggio di base r;

5. Tronco di cono di altezza h, raggio della base inferiore R e della base
superiore 7.
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Esercizio 79. Sia Q il solido limitato dal cono z = y/x2 + 32 e dalla sfera
2+t + 2 =1

Calcolare:
/// (1’€1+22 In(1+ 2% —ysinz +1)dzdydz
Q

Esercizio 80. Dopo aver disegnato la regione D delimitata dalle superfici
224+ y?—2y=0
4z = 22 492
z=0

calcolare il seguente integrale:

// x/|yz| dz dy dz.
D

Esercizio 81. Calcolare qualora esista [, ze™*Y da dy, dove D = {(z,y) € R :
x <y, x,y > 0}.

(Si ricorda che f ¢ integrabile su un dominio D non limitato, se esiste una suc-
cessione crescente { Dy }; di domini limitati tale che D = U Dy, f @ integrabile
su Dy, per ogni k e supy, ka | f| < oo. In tal caso, [, f = limj_,q0 ka f)

Esercizio 82. Si dica per quali valori di @« € R e p > 0, la funzione z* ¢é
integrabile su

Fy={(z,y,2) eR*: 0<z<1, 2®+y* <2},

/// 2%dx dydz .
Fp

e per tali valori calcolare

2.3 Integrazione su varietd di R"” e forme diffe-
renziali

Esercizio 83. Sia I la curva in R? data dall’intersezione delle superfici {y = 22}

e {z = 23} e limitata dai piani {x = 1} e { = 2}. Verificare che I é un elemento

di curva regolare e calcolare fr fdscon f= %.
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Esercizio 84. (Superfici di rotazione in R?)
Sia T' = {(u(t),v(t)) : t € (a,b)} un elemento di curva regolare (eventualmente
chiusa) in (0,00) x R e o un numero in (0, 27]. Si dimostri che:

S={(z,y,2) €ER®: z=wu(t)cosh, y=u(t)sinb, z=wv(t)conte (a,b)edc(0,a)}

é un elemento di superficie regolare in R3 e se ne calcoli ’area in termini di un
integrale su (a,b).

Esercizio 85. Sia v la curva in R?, espressa (in coordinate polari) dalla condi-
zione:
p=a(l+cosh) 6 €[0,2m).

Calcolarne la lunghezza al variare del parametro a > 0.
(Nota: Tale curva prende il nome di “ Cardioide”.)

Esercizio 86. Calcolare ’area della superficie di un Toro tridimensionale T3,
avente raggi r e R (con r < R).

(Nota: Tale toro puo essere visto come un insieme in R? generato dalla rotazione
completa intorno all’asse z (od intorno ad una qualsiasi altra retta) di un cerchio
di raggio r che giace su un piano contenente ’asse z e tale che la distanza del
centro del cerchio dall’asse sia uguale ad R > r.)

Esercizio 87. Verificare il teorema della divergenza (in R?) nel seguente caso:

flz,y) = (1 4+ 2y, x) ed A={(z,y) eR?: (x -2 +y> <1, y>0}.

Esercizio 88. Sia {2 un aperto connesso di R? la cui frontiera 02 ¢ una superficie
regolare chiusa. Sapendo che il volume di © ¢ 1, si calcoli il flusso (esterno)
attraverso 9Q di F(z) = x (v € R3).

Esercizio 89. Dire se le seguenti 1-forme differenziali sono chiuse o esatte nel
loro dominio di definizione; qualora siano esatte, trovarne una primitiva:

1. w(x,y,2) =23de +y*dy + 2dz ;

2. wz,y) = pimde+ s dy;

2
3. W(%yaz) = l+1y2 dx — (1+‘Zy2)2 dy ;
4. wiz,y,z) = A5tDy

dr + iﬁifzy dy al variare di A,B,C,D € R.

23



Esercizio 90. Calcolare I'integrale curvilineo della 1-forma differenziale
w(z,y) = 2? de + zy* dy

lungo la frontiera ¢ del quadrato [0,1] x [0, 1], percorso in senso antiorario.

Esercizio 91. Sia 7 = {(z,y,2) € R3: |z|+ |y| + 2| <1},
1. Calcolare fT |z|7 dx dy dz per iy € R per cui esiste finito;

2. Calcolare [ (|x|* 4 |y|? + |z|") dxdydz per gli o, 8, v € R per cui tale
integrale esiste;

3. Calcolare il flusso uscente da T del campo vettoriale F(x,y,2) = (x +y+
ZT+Y+2,0+y+2);

4. Calcolare il flusso di F' attraverso la porzione di 7 contenuta nel primo
ottante.

Esercizio 92. Calcolare [ rosW direttamente e per mezzo del teorema di Stokes,
dove:

rdy —ydx
$2+y2+227

o w =

e S ¢ la superficie laterale del cilindro {z? + 4% < 1, 0 < z < 1}, con
Dorientazione della normale esterna.

Esercizio 93. Sia C = {(z,y,2) € R3: 2<4, 22 +y2 <2, 2?2 +92 <1} :
1. Calcolare il volume di C;
2. Sia F(z,y,z) = (,0,0); trovare il flusso di F uscente da C;

3. Trovare il flusso di F' uscente da ciascuna delle singole porzioni della
frontiera di C;

4. Calcolare ’area della frontiera di C.

Esercizio 94. Consideriamo il dominio tridimensionale
E={(r,y,2) eR®: 2® + ¢’ +2° <1, 2> Va? +¢°} .

1. Calcolare ’area di OF .
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2. Sia F' il campo vettoriale cosi definito:

F(‘Tayaz) = (IL’,y,Z) ;

trovare il flusso uscente di F' attraverso ciascuna delle due superfici regolari
che costituiscono OF .

3. Utilizzando il punto precedente, dedurre il volume di F.

Esercizio 95. Si consideri il dominio tridimensionale di R?, definito da

E={(zy2) €R®: a®+y2+:2<1,0<2<Va? 197 } .
1. Si calcoli ’area della superficie OF;

2. si calcoli il flusso uscente del campo vettoriale F'(z,y, z) = (z,y, z) attra-
verso OF (direttamente senza utilizzare il teorema della divergenza);

3. usando il punto precedente, calcolare il volume di E.

Esercizio 96. Si consideri la 1-forma differenziale

(y° —2?y)de + (2° —y’x)dy

w(z,y) = (@2 + 2)?

1. Dimostrare che w é chiusa. Si puo dedurre da cio che w & esatta? Perché?

2. Sia @ > 0 e sia 7, = +9B4(0) (cioé una circonferenza di centro 1'origine
e raggio «, orientata positivamente). Calcolare

[ e
Yo

3. *) Sia ora vy una qualsiasi curva chiusa e semplice in R?\ {0}, che “compia
un giro intorno all’origine”. Mostrare che

/w:O.
¥

4. Dedurre dai punti precedenti che w ¢é esatta e trovarne una primitiva.
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2.4 Serie di Fourier e applicazioni

Esercizio 97. Determinare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione 27-

periodica
2|x|

™

x € [—m, 7]

flz)=1

e studiarne la convergenza in [—m, 7.
Dedurre il valore delle seguenti somme:

(i) ano m ;o (44) Zn21 # ;o (i) ano m ;o (iv) anl n

Esercizio 98. Risolvere i seguenti problemi di Dirichlet per equazioni differen-
ziali del secondo ordine alle derivate parziali:

1.
ou_ 2w O<z<m t>0
u(0,t) = u(m,t) =0 t>0
u(z,0) == O0<z<m;
2.
Auz%+%’;=0 O<z<mO<y<m
u(z,0) = 22 0<z<m
u(x, ) = 2? 0<z<m
u(0,y) =0 0<y<m
u(m,y) = 72 0<y<m.
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Capitolo 3

Analisi complessa

Esercizio 99. Trovare i valori di:
L Im{(L4+0)" + (1= )"} 5
2. Re{(14+i)"+ (1 —0)"};
3. it
4. (=1)%
5 Vi.

Esercizio 100. Trovare I’estremo superiore e inferiore delle seguenti funzioni,
nel dominio D indicato:

1. |sinz] su D=C;
2. |sinz] suD={z€C: |Imz/ <R}

z—1

3. z+1

suD={z¢e€ C: Imz>0}

4. |e%§\ suD={z € C: Imz > 0}.

Esercizio 101. Dimostrare che:
1. f(2) ¢ analitica su Q@ <= f(Z) ¢ analitica su Q. !
2. Una funzione analitica non costante, non pud essere costante in modulo.

3. Una funzione analitica non costante, non puo essere tale che Re f = f.

I Abbiamo definito Q = {Z: =z € Q}
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4. Una funzione analitica non costante, non puo essere tale che Im f = f.

Esercizio 102. Trovare il pitt generale polinomio armonico della forma:
P(z,y) = az® + bx?y + cxy® + dy® .

Determinare, inoltre, la funzione armonica coniugata e la corrispondente fun-
zione analitica.

2z+3

—1 In serie di potenze di z — 1. Qual ¢ il

Esercizio 103. 1. Espandere
raggio di convergenza?

2. Espandere (1 — z)~™ con m > 0 in serie di potenze di z.

Esercizio 104. Trovare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze
L Yo%
2. 3 ynlz"
3.3 00 nlz

ot
\g
8
o
S
3
w
3

Esercizio 105. Studiare la convergenza delle seguenti serie:

oo z+i)"
1’ Zn:@ (1(+i)"+1’

o] v
2. Zn:() n(721+1)’
3' ZZOZO n\/zﬁ+1 °

Quanto vale la somma delle serie (1) ?

Esercizio 106. Data la serie ZZOZO anz™ con raggio di convergenza R, calcolare
il raggio di convergenza delle seguenti serie:

oo 2. n.
En:O anz;

e} 2n.
En:o An2="5

© 2 _9n
Zn:oanz .
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Esercizio 107. Calcolare i seguenti integrali:

1. fa x dz dove o ¢ il segmento orientato da 0 a 1 + i;

[N)

- Jjsj=g ® dz in due modi diversi:
(a) mediante calcolo diretto;

(b) osservando che z = == =1 (z + R;) sulla circonferenza {|z| = R};

f dz .
©J|z|=2 2210

4 f= £ dz al variare di n € Z;

w

ot

f dz .
©J|z|=2 22410

. f‘z‘:p |zi7fz|2 con la condizione che |a| # p;

(=2}

EN|

- Jij=1 Edz al variare din € Z;
z|=1 =z

oo

. f\z\:Q 2"(1 — 2)™dz al variare di n, m € Z.

Esercizio 108. (*) (Stime di Cauchy e applicazioni)

1. Sia f una funzione analitica su £, tale che |f(z)] < M per ogni |z| < R
(con Br(0) C ). Sia 0 < p < R; trovare una stima di:

sup | £ (2)] -

[z|<p

2. Mostrare che le derivate successive di una funzione analitica in un punto,
non possono mai soddisfare la relazione |f(™)(z)| > n!n™, per ogni n.

Esercizio 109. Dimostrare che una funzione intera con parte reale positiva, é
costante.

Esercizio 110. e Trovare f analitica su {|z| < 1}, e non identicamente
nulla, tale che possieda un numero infinito di zeri.

e Sia f come sopra. Esiste g analitica in |z| < R (con R > 1), tale che f = ¢
su {|z| < 1} ? (giustificare la rispostal)
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Esercizio 111. Sia f : C — C olomorfa e doppiamente periodica, allora f é
costante. (Doppiamente periodica: per ogni z € C, si ha f(z+w1) = f(z4w2) =
f(z), dove wy, ws € C sono linearmente indipendenti su R). 2

Esercizio 112. Sia f analitica sul disco unitario aperto, con |f(z)| < 1 per
|z| < 1; dimostrare che se f ha in 0 uno zero di ordine m, e f(z) # Az™ (con
[A] = 1), allora:

[FEI <z V] <1

Esercizio 113. Sia f : Q@ — C una funzione analitica tc [f(z) — 1| < 1 per
ogni z € (). Si dimostri che:

/
/ £ =0 per ogni curva chiusa v C €.

Esercizio 114. 1. Mostrare che ogni trasformazione lineare fratta che map-
pa l’asse reale in se stesso, pud essere scritta con coefficienti reali.

2. La riflessione z — Z ¢ una TLF? Giustificare la risposta

Esercizio 115. Trovare una TLF che mappi:

1. il semipiano Imz > 0 nel cerchio unitario di centro 'origine, in modo che
un punto fissato zp (con Imzy > 0) vada nel centro;

2. il cerchio |z| =2 in |z + 1| =1, in modo che =2 — 0e 0 — 7 ;

3. icerchi [z =1e|z— %] =1 in due cerchi concentrici. Qual ¢ il rapporto
tra i raggi?

4. la regione tra i cerchi [z| =1 e |z — 1| = 1, nel semipiano = > 0.
(Attenzione: in questo caso non viene proprio una TLF... andra composta

con qualche funzione elementare notal)

Esercizio 116. Sia R(z) = 2} una TLF; descrivere (completamente) I'imma-
gine tramite R delle rette Vertmah x = c al variare di c € R.

2Per la cronaca: una funzione con queste caratteristiche, si chiama funzione ellittica.
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Esercizio 117. (**) Sia f una funzione analitica su Imz > 0 tale che

3 lim f(z) <oo.

Z—00

Dimostrare che per ogni zg tc Imzg > 0 si ha la seguente relazione :

+oo
Flz0) = Tmzg / f(@) it

T oo [t =20l

(Sugg.: puo essere utile ricordarsi la formula di Cauchy su dischi ed aver fatto
Pesercizio 2.1 ).

Esercizio 118. 1. Sia f una funzione meromorfa con polo di ordine h in z;
dimostrare che:

1

ReSZOf = m

D, (2 — 20)"f(2)]

Lz -

2. Sia f una funzione analitica in ) e g meromorfa con polo semplice in
zp € . Calcolare il Res,,fg.

Esercizio 119. Trovare i poli e i residui delle seguenti funzioni:

(@ =

®)

() ST

(d) cotanz:= £
(e) s

Esercizio 120. Calcolare i seguenti integrali:

T do .
L [ a5coss con a>1;

2. [? =%y con |a > 1;

S z? .
3. Jo 52276 4%

O cosz
4. [, =52y dx con a € R,

Esercizio 121. Calcolare i seguenti integrali:
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™ __ do

L Jy afeosg cona>1;
% __do )
2. J? oxsere conal > 1;

S z? .
3. Jo 52276 A

o0 127x+2 .
4. —oo x4+10x249 dx’

ot

fooo(zﬁ%)g_dx cona € R\ {0};

(=2}

eSS de cona € R\ {0};

x2+a?

oo logx .
7y 15 dr;

8. foooloi(ll%%dx con 0 < a < 2.

Esercizio 122. Quante radici possiedono i seguenti polinomi, nei domini di
fianco indicati?

(a) Pi(z) =27 —22°+623—2+1,nel disco |z] <1;
(b) Py(z) = 2z* — 62+ 3, nell’anello 1 < 2| < 2;

(c) P3(z) = z* 4+ 22 +1 , nel quadrante {z = 2 + iy | z,y > 0}.

Esercizio 123. Sia P(x) un polinomio con coefficienti reali e con coefficiente
direttore 1. Supponiamo inoltre che P(0) = —1 e che P(z) non abbia radici
complesse nel cerchio unitario. Dimostrare che P(1) = 0.

(Sugg.: Per cominciare, dimostrate che se ho un polinomio monico

Q(z)=z2"4+...+ag

allora il prodotto delle sue radici (considerate con molteplicitd) ¢ uguale a
(=1)"ao.)

Esercizio 124. Sia f,, una successione di funzioni analitiche in 2, con al piu
m zeri in Q (contati con le relative molteplicitd). Supponiamo che f,, converga
uniformemente a f sui compatti di €2; dimostrare che o f ¢ identicamente nulla,
oppure f ha al pitt m zeri in Q (contati con molteplicita).

Esercizio 125. Sia f una funzione analitica in z = 0 tale che f'(0) # 0;
dimostrare che per ogni n, esiste g analitica in un intorno di 0, tale che per ogni
punto in tale intorno si abbia la rappresentazione:

f(z") = f(0)+9(x)" .
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Esercizio 126. (i) Mostrare che
1"—"[ L)L
n2) 2
n=2
(Sugg.: Trovare un’espressione ricorsiva per a, = [[,_, (1 — 7%))

(ii) Dimostrare che per |z| < 1, si ha:

A+2)1+22) 14201+ (1+22)... =

Sugg.: dimostrare che

m 2m -1
[Ta+=0=73"
n=1 n=0
Esercizio 127. Mostrare che la funzione:
0(z) = [J(1+r>" )1+ 1> 1e )
n=1

con |h| < 1, é una funzione intera e soddisfa I'equazione funzionale

0(z+2logh) = h~te™%0(z) .

Esercizio 128. (a) Applicare il teorema di Weierstrass ® nel caso della fun-
zione f(z) = sinrwz, lasciando, per ora, indeterminata la funzione g(z).

3Ricordiamo il seguente risultato:

Teorema (Weierstrass). Fissata una successione {an}n C C* tale che ap — oo, ed m € N,
esiste una funzione intera il cui insieme degli zeri (esluso eventualmente l'origine), coincide
esattamente con {an}n, ed avente nell’origine uno zero di ordine m se m > 0. Tale rappre-
sentazione non & ovviamente unica; infatti, se f & una funzione intera con esattamente tali
zeri, allora si pud rappresentare nella forma:

flz)=2meD ] (1 - ai) eai"+%(“i")2+m+”3" (@)™ (3.1)

dove g é una funzione intera, e gli myn sono certi interi.

La rappresentazione (3.1) diventa interessante quando possiamo scegliere gli m,, tutti uguali
tra loro (in tal caso parleremo di prodotti canonici). Una condizione sufficiente affinché si possa
fare cio é l’esistenza di un intero non negativo k tale che:

1
— < 0.
; |an|k+1

Denotiamo con h il piu piccolo di tali interi; allora h & detto genere del prodotto canonico.
Inoltre, se in (3.1) (con I'hp che il prodotto sia canonico) g(z) & un polinomio, allora la funzione
f si dice di genere finito, ed il suo genere ¢ proprio il massimo tra il grado di g e il genere del
prodotto canonico.
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(b) Usare il fatto che *

1 Z 1 1
t = - - )
corme z <z—n n>

n#0

per ricavarsi la funzione g(z).

(c¢) Dedurre dall’espressione ottenuta nei punti (a) e (b), il genere della fun-
zione sin 7wz, e la rappresentazione:

sinz =z H (1 — 2> .
n
n=1

(d) Usare i risultati ottenuti, per calcolare il prodotto nel punto (i), dell’eser-
cizio 1.

Esercizio 129. Sia n un intero positivo; calcolare il seguente integrale:

2m
/ (cos 0)%™ d6 .
0

Esercizio 130. Sia f una funzione analitica su C, e supponiamo che assuma
valori reali sull’asse reale e valori immaginari sull’asse immaginario. Dimostrare
che f & una funzione dispari (cioé f(z) = —f(—z) per ogni z).

Esercizio 131. Sia g una funzione continua su [0, 27] tale che g(0) = g(2n).
Rispondere nella maniera pit esauriente possibile alle seguenti domande:

(i) Supponiamo che esista una funzione analitica f sul disco unitario chiuso,
tale che

F(e) = g(0)

per ogni § € [0, 27]. Quanto vale f nell’origine?

(ii) Esiste almeno una funzione siffatta? In caso affermativo, darne un’espres-
sione esplicita.
Oss: Formalmente il nostro problema si puo riscrivere: f € C1(Q) tale
che .
{ g—é =0 se|z] <1
f(z) = g(Argz) se|z[=1

(iii) Quante funzioni di questo tipo possono esistere?

4Per una dimostrazione di cid si rimanda ad un qualsiasi testo di analisi complessa.
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(iv) Supponiamo di considerare un generico dominio 2 chiuso e semplicemen-
te connesso. Ammette ancora una soluzione il problema precedente? E’
unica? (Ovviamente stiamo supponendo questa volta di conoscere il va-
lore assunto su 992). Non ¢ richiesta questa volta di darne un’espressione
esplicita.

(v) Riflettere su quale proprieta della funzione f abbiamo veramente usato...
é necessario che sia analitica? A quale classe di funzioni a valori reali
potete estendere tutto cid? Vi ricorda qualche risultato noto?

Esercizio 132. Sia f una funzione definita nel semipiano superiore ¥T, con f
periodica di periodo 1 (cioé f(z) = f(z + 1) per ogni 2).

(i) Dimostrare che esiste una funzione g analitica nel disco unitario privato
dell’origine (che denoteremo D*), tale che:

g9(e*™) = f(2)
per ogni z € X,
(ii) Qual ¢ la serie di Laurent per g7 scrivere i coefficienti in forma integrale.

(iii) Dimostrare che la funzione f ha un’espansione della forma

e}
f — § cneZTrznz
—00

dove .
Cp = / f(ﬂf + Z‘y)6727rin($+iy)dx
0

per ogni y > 0.

Esercizio 133. Si calcolino i seguenti integrali definiti, usando il teorema dei

35



residui.

27
cos
@) /0 2+ cosd 40

27

b) / d a>b>0
o a-+bsind
™ 2

¢) / sin” 0 d a>1
o a+cosf
+o0 =@

d) / dx 0<ax<l1
0 1+l’
+o00o

e) / dxbdx b>1
+o0 1

f) / —BY _gp 0<a<1
o z(z+1)

Feo log =
——d b b
g) /0 ($+G)(.’L‘+b) X a, >Oa a’%
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Parte 11

Soluzioni degli esercizi
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Capitolo 1

Calcolo differenziale in R"

1.1 Spazi normati, topologia standard in R"

Esercizio 1. Osserviamo innanzitutto che la funzione definita ¢ a valori reali
non negativi (& una conseguenza immediata della positivita dell’integrale secon-
do Riemann'). Sara quindi sufficiente verificare le tre proprieta che caratteriz-
zano una norma?:

1. non degenerazione: L’implicazione (+) & banale; mentre per I'implica-
zione (—) si pud procedere per assurdo supponendo che 3 a € [0,1] t.c.
|f(a)] > 0, e applicando il teorema della permanenza del segno si giunge
immediatamente alla conclusione;

2. omogeneita: segue dalla linearita dell’integrale;

3. disug. triangolare: basta osservare che |f(x)+g(z)| < |f(x)|+]|g(x)|. Per
la monotonia e la linearita dell’integrale secondo Riemann, si ha la tesi.

Esercizio 2. Consideriamo ad esempio i vettori z = (1,0,0,..,0) ey = (0, 1,0, .., 0).

Esercizio 3. Siano date due curve 3

F={yeR": y=79(), a<t<b}
P={peR": ¢=09(t), a<t<b}
che soddisfano la condizione (b) = ¢(a). Consideriamo ’applicazione :

v(2t — a) seagtgaT“’
A(t)—{ St —b) se L <t<b

L[C], R 0.1
2[C], Definizione 6.1
3]C], Definizione 5.16
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Definendo la curva A = {A € R" : X = A(t), a <t < b}, si verifica che
A=TUo.

Esercizio 4. E’ conveniente utilizzare la rappresentazione in coordinate polari e
osservare che in tale sistema di coordinate 1'insieme considerato € un rettangolo,
quindi é un insieme convesso, che & connesso per segmenti.

Quindi dati comunque P = (rp,0p),Q = (rg,0g) € A, bastera considerare la
curva:

vit = (x=(trg+(1—t)rp)cos(tbo+(1—t)0p),y = (tro+(1—t)rp) sin(tbo+(1—t)8,)).

Esercizio 5. Cominciamo col mostrare che ’applicazione
|- lluip : Lip(E,R™) — R
& una norma su tale spazio.
e Chiaramente || f||Lip > 0 per ogni f € Lip(E,R™). Inoltre
[fllLip =0 <= sup|f(z)| =0+
rel
<~ f(z)=0 VzxeE.
Quindi abbiamo mostrato la positivita e la non degenerazione.

e Mostriamo 1’omogeneita. Per ogni a € R si ha:

laf(x) — af(y)]

lafluw = sup + sup af(z)] =
I;i_ff "/L‘ - y| z€FE
flz) = f(y
= ol sup LEOZIO o (@) =
w;y;yE |z — | z€EE
= Jal I

e Infine, facciamo vedere che vale la disuguaglianza triangolare. Siano f e g
due funzioni in Lip(E,R™). Osserviamo in via preliminare che

[(f(@) +9(=) = (fW) +9W)l _  [f(&) = f)

< +
|z — y| |z — vy
N lg(z) — g(y)| _
|z —
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Quindi:
|(f(z) + g(x)) = (f(y) + 9(v)|

If+9lup = sup T
suce |z —y
+ sup|f(x)+g(z)| <
el
x) —
< sup @) = /@)l + sup | f(z)| +
z,yeEE |1' - y| rxel
zAY
) —
z,yeEE |x - y| zel
zFY
= Iflluip + llgllLip -

Abbiamo appena mostrato che (Lip(E,R™), ||f]|Lip) € uno spazio normato. Ci
manca da mostrare che & completo, cioé che ogni successione di Cauchy (rispetto
alla norma sopra definita) converge ad un elemento nello spazio. Consideriamo
{fx}x una successione di Cauchy, cioé per ogni & > 0 esiste un Ny = Ny(e) >0
tale che per ogni k, h > Nj si abbia:

|(fx(2) = (@) = (fr(y) = fu(®))]

[fi = fallip = sup +
:c,y;éEE ‘CE _y|
+ sup |fr(z) — falz) <e. (L.1)
zelE

Quindi la successione {fi}r & una successione di Cauchy in*
(CE.R™), [ lloo,5)

e di conseguenza (poicheé tale spazio & completo) ammette un limite f € C(E,R™),
cioé esiste un Ny = Ny(e) > 0 tale che se k > N; allora

||fk - f”oo,E <e.

Da (1.1) ricaviamo che se z, y € E con z # y e k, h > Ny allora

|(fr(@) = fu(x)) = (fr(y) = fn ()]

<e
|z -y
da cui, passando al limite per h — +o0, otteniamo:
|(fi(2) = f(2)) = (fuly) = FOII _
|z =y -
4Denoteremo con || « ||loo, £ 1a norma del sup, cioé per ogni f € C(E,R™) intenderemo

oo,z = sup |f(z)|.
zeE
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Poiché cio é vero per ogni x, y € E possiamo concludere che se k > Ny allora

ap 0@ = £@) = (1) ~ )

ayeR lz -yl
TH#Y

<e.

Mettendo insieme le stime ottenute e definendo N = N (g) = max{Ny(e), N1(¢)},
otteniamo che per k > N
||fk - f”Lip S 2e

cioé f ¢& il limite di tale successione rispetto alla norma || - ||ip.
Per concludere la dimostrazione, ci manca da mostrare che f € Lip(E,R™).
Infatti, fissando k > N si ha:

I fllLip < I1f = fellip + | fellLip < oo.

Esercizio 6.

Nota: Denoteremo con x gli elementi di RN cio¢ le successioni a valori reali
x = {xn}n. Con il pedice indicheremo un elemento di una di queste successioni,
mentre useremo ’apice per indicare gli elementi di una successione in RY (ad
esempio {z(*)} indica una successione i cui elementi z(*) sono delle successioni,

cioe z(F) = {xg)}n)

1. Cominciamo col considerare lo spazio (¢*, || - ||1). Mostriamo che 1’appli-
cazione

|“:64 — R

ozl =) |zl

¢ una norma su tale spazio.

e Chiaramente [|z||; > 0 per ogni z € ¢!. Inoltre

ol =0 = 3 foa =0
neN
<~ z,=0 VneN.
Quindi abbiamo mostrato la positivita e la non degenerazione.
e Mostriamo 1’omogeneita. Per ogni a € R si ha:

> el -

neN

lal Y lzal = lal |1

neN

laz s

41



e Infine, facciamo vedere che vale la disuguaglianza triangolare. Siano
x e y due successioni in . Allora:

D J@n + ynl <

neN

S (@al + lyal) =

neN

= D lzal+ ) lyal =

neN neN
= =l + llyllx -

[l +ylh

IN

Osserviamo che il poter separare le due serie € giustificato dal fatto
che queste convergono entrambe assolutamente.

Dobbiamo mostrare ora che tale spazio ¢ completo. Sia {2} una suc-
cessione di Cauchy in ¢!, cioé per ogni € > 0 esiste un Ny = Ny(e) > 0
tale che se k, h > Ny allora

[ =2 ® =Y el — 2P| <e. (1.2)
neN

Ma quindi per ogni n € N fissato, si ha

joft? — 2l < e

e di conseguenza la successione {x% )}k ¢ una successione di Cauchy in R
e quindi ammette un limite (per k che tende a +00) che indicheremo con
T,. Possiamo quindi considerare la successione dei limiti

x={xn}n.

Mostriamo che z ¢ il limite della successione {z(®)}, rispetto alla norma

IRLEE

Osserviamo che da (1.2) si ha che per ogni M > 0 e per k, h > Ny

M
Dol —a) <6
n=0

passando al limite per A — +00 otteniamo:

M
> e~ < ¢
n=0

e, vista 'arbitrarieta di M, possiamo concludere che
) )

[e.¢]
€2 3 Joll? — ] = o) ~ 2l
n=0
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che é quanto volevamo mostrare. Per completare la dimostrazione, osser-
viamo che 2 € #1; infatti, se fissiamo un k& > Ny otteniamo:

2]y < flz = 2® ) + a®]l; < co.
Si procede in maniera analoga per dimostrare che (£°°, ||-||) ¢ uno spazio

di Banach.

. Se z € ¢ allora ||z|x < oo (altrimenti la serie Y |z,| non potrebbe
convergere!) e quindi z € £*°. Abbiamo appena mostrato che

0 Cre

d’altronde tale inclusione ¢é stretta (cioé si tratta di un sottoinsieme pro-
prio) come si verifica facilmente prendendo la successione

={1,1,...,1,...};

infatti tale successione ha norma ||#||c = 1 ma ||Z||; = co. Per mostrare
che non si tratta di sottoinsieme chiuso, facciamo vedere che esiste una
successione in ¢! che converge (rispetto alla norma || - ||« ) ad un elemeno
che non sta in ¢!. Definiamo

1
k) =d1.1,=.....2.0,...
m {?72) 7k77

e consideriamo la successione {z(®)},. Questa successione ammette un

&

limite rispetto alla norma || - ||« e tale limite ¢ dato da
1 1
=q1L,1, -, =0
x { b ) 27 ) k’ }
Infatti
1 %
(k) _ —_— kz¥xg
2% — 2o = = *2570.

Osserviamo che ||z]; = oo (& la serie armonical) e questo completa la
nostra dimostrazione.

. Abbiamo appena mostrato che ¢! non ¢ un sottospazio chiuso di

(€5 11+ lloo);

cioé rispetto alla topologia indotta da tale norma. Vogliamo determinare
la chiusura di £ (che indicheremo con ﬁ) rispetto a tale topologia, cioé il
pitl piccolo chiuso che lo contiene. Per far questo aggiungeremo a ¢' tutti
i suoi punti di accumulazione (abbiamo infatti visto nel punto precedente
che esistono punti di accumulazione che sono esterni ad ¢!). Osserviamo
che le successioni in ¢! godono della proprieta di avere limite nullo (questa

43



¢ infatti la condizione necessaria per la convergenza della serie ) |z,]);
questa condizione & necessaria ma non sufficiente per stare in ¢! (vedere il
punto precedente). Quindi quello che ci si puo aspettare ¢ che 'insieme

CE{&L‘ERN: limxnzo}
n—oo
sia proprio l'insieme che stavamo cercando.
Mostreremo i seguenti fatti:
a. C é chiuso ;
b. per ogni z € C esiste una successione {m(k)} C (' che converge a z

nella norma || - ||o-

Osserviamo che il punto b ci dice proprio che si tratta del pit piccolo chiuso
contenente ¢!; infatti afferma che ogni punto di C é punto di accumulazione
per ¢!, e quindi non puo esistere un chiuso piil piccolo che lo contenga.
Diamo uno sketch della dimostrazione di questi punti.

a. Per mostrare che ¢ chiuso, facciamo vedere che C contiene tutti i suoi
punti di accumulazione. Sia {z(*)}; C C una successione convergente
e sia z il suo limite. Per ogni € > 0 esistera Ny = Ny(e) > 0 tale che

Hx(k) - x”oo <e
per ogni k > Ny. Allora:
i — ] + el <
2% = zlloo + |23| < 26
(k)

per n sufficientemente grande (in quanto x;,° — 0). Dall’ arbitrarieta
di € otteniamo

|2

VANVAN

lim z, =0 = relC.

n—oo

b. Per mostrare questo punto si procede esattamente come abbiamo fat-
to nel punto 2. Data una successione z € C, costruiamo la successione
{z™)} cosi definita:

Jf(k) :{1'0,171,-~-’xk707"'}'

Chiaramente {z(*)} C ¢'. Mostriamo ora che z ¢ il limite di tale
successione rispetto alla norma || - || oo. Poiché z,, — 0, per ogni e > 0
esistera un No = Ny(¢) tale che

M
per ogni n > Ny. Quindi, prendendo k > Ny si avra
2% — 2l <&

e questo conclude la dimostrazione.
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Esercizio 7. Ricordiamo alcune definizioni che useremo in seguito.®

Definizione (Compattezza). Uno spazio topologico X si dice compatto se ogni
suo ricoprimento aperto (cioé costituito da insiemi aperti) possiede un sottori-
coprimento finito, cioé possiede una sottofamiglia costituita da un numero finito
di insiemi che é ancora un ricoprimento dello spazio.

Definizione (Compattezza numerabile). Uno spazio topologico X si dice nu-
merabilmente compatto se ogni sottoinsieme infinito Z C X possiede un punto
di accumulazione.

Definizione (Compattezza per successioni). Uno spazio topologico X si dice
compatto per successioni se ogni successione di elementi di X possiede una
sottosuccessione convergente ad un elemento di X.

Si dimostrano le seguenti relazioni fra queste definizione:
X compatto = X numerabilmente compatto <= X compatto per successioni.

Nessuna delle implicazioni precedenti é - in generale - un’equivalenza. Si puo
pero dimostrare in generale il seguente risultato:

Teorema. Sia X uno spazio metrizzabile. Le sequenti condizioni sono equiva-
lenti:

(a) X & compatto.

(b) X ¢ numerabilmente compatto.

(c) X & compatto per successioni.
Torniamo ora al nostro esercizio.

(i) Mostriamo che I'insieme € non & compatto. Poiché stiamo consideran-
do uno spazio normato (e quindi metrico) la definizione di compattezza
& equivalente alla definizione di compattezza per successioni. Facciamo
vedere quindi che esiste una successione in ) che non ammette alcuna
sottosuccessione convergente. Consideriamo la successione {z(™}, cosi
definita:

™ =(0,0,...,0,1,0,...).
~—

n—1

Se prendiamo due generici elementi della successione (™ ed (™) con
n # m, si osserva che la loro distanza (nella metrica indotta dalla norma)
¢ costante, cioé

d (x(m,w(m)) = Jla®™ — 2], =2

e quindi non é possibile estrarre alcuna sottosuccesione convergente.

5Cfr. E. Sernesi, Geometria 2, Bollati Boringhieri (1994).
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(ii) Anche in questo caso & pin semplice mostrare la compattezza per suc-
cessioni. Supponiamo di avere una successione {x(”)}n in D e facciamo
vedere che é possibile estrarre una sottosuccessione convergente. Possiamo
considerare la naturale immersione di D in R'°

i:D — R
xr +— (1’1,...,%10)

ed osservare che i(D) ¢ la palla unitaria in R19 rispetto alla || - ||oo; in
particolare

i:D — (D)

¢ una biezione.

Quindi ¢ possibile associare alla successione {z(™},, una sottosuccessione
{y™}, in i(D), data da y™ = i(z(™).

Osserviamo che (D) & compatto in (R, || - ||o) e quindi & compatto per
successioni, cioé esiste una sottosuccessione {yn, }x, convergente ad un
certo y € i(D), i.e:

Ve>0 3INy=No(e) tec se k>Ny allora |Jy™) —y|o <e.
Mostriamo che la sottosuccessione {z(")},, data da

(k) — i_l(y("k))

¢ una successione convergente in (¢!, | - ||1), e che converge ad un limite
x =i"!(y) € D. Infatti, se k > Ny abbiamo:
10
o) =l = 3™ -] =
j=1
10
= 2™ -ul<
j=1
< nfly"™ —ylloo < me.

Inoltre z € D per come é stata definita.

1.2 Funzioni da R" in R™: regolarita, polinomio
di Taylor, estremi liberi e vincolati, etc ...

Esercizio 8. Per mostrare che tale funzione non ¢ continua in O = (0, ..,0), &
sufficiente 6 trovare due successioni z(*), y*) ¢ R™\ {O}, t.c.

6[C], proposizione 5.8 i)
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limy s 00 2% = limp 100 y™® = O, malimy_ oo f(2®)) # limp_ioo fFly™).
Consideriamo ad esempio le successioni:

z®) = (0, .., %, ..0) (cioé ha componenti xg-k = 52’]', j=1,..,n)
y*) = (0,.., _Tl, ..0) (cioé ha componenti y](k = 7‘;‘”, ji=1.,n)

Esercizio 9. 1. Nel caso xg = (0,1,1,2) si ha 0(e) = min{z5, |zo| —1};
Nel caso zg = (0,0,.,0) si ha d(e) = en

2. §(e) = min{% , %},

6. 6(¢) =min{:, Sadn |zo] — 1}
Esercizio 10. E’ sufficiente considerare d(¢) = (sin3)e.

Esercizio 11.

Nota: In tale contesto | - | indica la norma euclidea, sia su R* che su R%. Uti-
lizzando le relazioni di equivalenza fra le varie norme si possono ottenere im-
mediatamente i moduli di continuita associati alle altre combinazioni di norme
definibili su tali spazi.

Trovare il modulo di continuita in zy = (0,0,0,0), equivale a trovare un § =

d(e) > 0 tale che se |z| < ¢, allora

1
1+ |z

() = FO)] = ‘( 1, Sin(x1x4)>' <e.

Cominciamo stimando separatamente le varie componenti di questo vettore.

e Prima componente:

1 ot =1—xf|
1+ |z o 1+ |x]
ol
1+ |z —
< x| <9

7Si puod dimostrare che se %’r <t< allora vale la seguente disuguaglianza:

-1
V142 sin? t

8(Osservare che si tratta di una serie geometrica

us
4
cost >
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e Seconda componente:
|sin(zq24)| < |z124] < J2|* < 6%

abbiamo usato che |sin¢| < |¢| per ogni ¢ € R e che |z;| < |z| per ogni
i=1,2,3,4.

Mettendo insieme le varie stime otteniamo:

(@) - FO)] = ‘(1:|x|—1, sm(mm)’g

V2 max -1
1+ |z

V2 max {6, 52} .

Assumendo che § < 1 possiamo semplificare tale espressione:

|f(x) — f(0)] V2max {6, 6°} =
= V2.

IN

, |sin($1x4)|} <

IN

IN

Quindi sara sufficiente prendere
€
0(e) =min< —, 1 .
@ =min{ 751}

Esercizio 12. Consideriamo una funzione
f:ECR" - R™
tale che f(z) = (fi(z),..., fm(z)) e sia xg € E. Vogliamo mostrare che
fécontinuain zy <= f;écontinuainzy, Vi=1,...,m.

Dimostriamo separatamente le due implicazioni. Osserviamo che anche in que-
sto caso considereremo la norma euclidea su entrambi gli spazi: questa non &
una scelta restrittiva in quanto le norme su spazi vettoriali di dimensione finita
sono tra loro equivalenti (cioé inducono la stessa topologia) e quindi le proprieta
topologiche (quali la continuita) non dipendono dalle norme scelte.

(=) Supponiamo che f sia continua in xg, cio@
Ve>0 35=6(e)>0: |z—axol<d = |f(z)— f(zo)| <e.
Quindi é sufficiente osservare che per ognii=1,...,m

|fi(@) = fi(zo)| < |f(2) — f(wo)]

per poter concludere la tesi.
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(<) Assumiamo che per ogni i = 1,...,m le funzioni f; siano continue in x,
cioe

Ve>0 357,:51(5)>0 : |IE—£E0| <jd = |fz(x)_f7,(l'0)| <

b

La tesi segue facilmente prendendo
d =0(e) = min{o1(g),...,om(e)};

infatti con tale scelta si ha che se |z — zg| < 6, allora

J@)~ Fwol < Vi mas {[f(x) - flzo)l} <
< \/E% =c.
Esercizio 13.
Nota: In tale contesto | - | indichera la norma euclidea su R™.

(i) Siano z, y € B1(0). Consideriamo separatamente le due componenti di

n n
sin H x; sin H yil | -
i=1 i=1

1 1
2— x| 2—yl’

f(fﬂ)—f(y)—<

Prima componente:’

1 1 ‘
2— x| 21yl

‘ 2yl =2+ || ‘_ =zl =yl .
C—lzD2 -1l C—lzDE—1lyl) ~

|z —y B
S Eohe-pn <l

Osserviamo che questa stima ¢ ottimale. Infatti, se consideriamo (al
variare di m in N) i punti
1
1——,0,...,0
(=g 00)

1
(1—,0,...,0)
m

1. ||z| = ly|| < |z — yl|, per ogni z, y € R™;
2. 2— |z| > 1, per ogni z € B1(0).

Tm

Ym

9Utilizzeremo i seguenti fatti:
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otteniamo:

1 1 ’
2_|x7n| 2_‘ym|

o214+ 2-1+1|
1 1

o1+ 1+L
2m m

(1+2m) (14+m)
2m+1)(m+1)
2m? 1

@Cm+1)(m+1)2m

2m?

= Gmrm el

Quindi la costante L, che rende sharp la disuguaglianza sopra (nel caso
Tm € Ym) ¢ data da

2
2m m—+00

L= G i DT D

1

e di conseguenza L > 1.

Seconda componente:!°

n n n n n n
sioni — sinHyi < sinHaci—sinHyi < HxZ—Hyl <
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
< | [Jzi—a [Jui+ o [Jvi—on [Jwi| <
i=2 i=2 i=2 i=2
n n n
< | H%*Hyz + Hyz lz1 — 1] <
i=2 i=2 i=2
n n
<z —wnl+ Hxi—Hyi <
i=2 i=2
< lzi—wl A+t o =yl =
= |lz—ylh <
< Vnlr—yl.

10Utilizzeremo i seguenti fatti:

1. 2l - |y/| < |z — yl, per ogni z, y €R™;
2. |sint —sins| < |t — s|, per ogni t, s € R;
3. ||lz|l1 < +/n|z|, per ogni z € R™.
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Mettendo insieme le due stime precedenti, otteniamo:

1 1 2 n
—— = — | 4+ | |sin] |
(2—z| 2—y|) ( 11

Viz—yP+nlz —yP=vn+1lz—yl.

[f(x) = f(y)]

;

n
sin H Yi
i=1

IN

Quindi possiamo prendere

L=vn+1.

(ii) Prendiamo innanzitutto in esame il caso in cui
Q= Bl (1'0)

con g = (2,...,2).
Facciamo delle osservazioni preliminari. Se xz € Q allora

2vn—1<|z] <2y/n+1

e quindi

pi=2—/2vn+1<2—|z|2 <2—/2Vn—1=:8,.

Osserviamo che:

1. Se n =1,2 allora o, 3, > 0.

2. Se n = 3,4,5,6 allora «a,, < 0 < f,, quindi la funzione f presenta
una singolarita nel dominio 2. In particolare se n = 4 tale singolarita
é proprio in xg.

3. Se n > 7 allora ay,, 8, < 0.

Considereremo quindi n # 3,4, 5,6. In tali casi avremo la seguente stima:
1 1
ap < (2—e|7)(2 - Jyl2) < 6.

Infine notiamo che in I,, = (2v/n—1,2/n+1) la funzione radice quadrata &
lipschitziana. Questa é una semplice conseguenza del teorema di Lagrange;
infatti se s, t € I, allora

Vs — V1

IA

1
sup —= | [s —t| =
(56% 2\/5)
1
= ——|s—1.

22vn— 1)

o1



Possiamo ora mostrare la stima cercata. Siano x,y € Bi(zg), allora:

1 _ Wl =Vl

2—falf 2-lFl T J@-lhe -l
< W VBl
o

S Ll s A1 Y
202(2y/n—1) —
< I !
— |z —y|.
= a2 2ymn-1 Y
Quindi possiamo prendere

1
202(24/n—1)"

Passiamo ora a considerare il caso in cui

Q= B1(0).

L =

Mostriamo che in questo caso non esiste una costante L che soddisfa la
condizione richiesta. Consideriamo infatti i seguenti punti (al variare di

m in N):

Otteniamo:

[f(@m) = flym)l =

1 1
2= Vleml 2= Vlyml|

1 1
2*\/# 2- 4722

9_ 1

_ m 2m _

T o 2m—-1 4m1‘

— m —
 @2m—-1)@dm—-1)

B 4m? 3
3(2m —1)(4m — 1) 4m2

4m3

= 3@moD@m =1 Yl
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Se esistesse una costante L con le proprieta richieste, si dovrebbe avere:

4m3 m—+00
L>L,, = —-X
= 3(2m — 1)(4m — 1) oo

e questo conclude la dimostrazione della non esistenza di una simile L.

(iii) Siano z, y € B, (0), con r > 0. Abbiamo:

2 2
@) = fw)l = |ele— e’y <
< elelP g — elal®y | 1 [elol®y — eloly| <
< el —y| 4 fyllel — el <
2 2
< o=yl e (ol + Iy 2l — lyl| <
< eT2(1+2r2)\x—y|.

Quindi possiamo prendere

L= erz(l +2r?%).

Esercizio 14. Osserviamo che la funzione che abbiamo definito ¢ ovviamente
discontinua nell’origine; nonostante cio si ha 'esistenza di tutte le derivate di-
rezionale V& = (£1,&) # (0,0) ; cid segue immediatemente dalla definizione
di derivata direzionale, osservando che 38 > 0 t.c. V [t| < § (t&1)? # t&s.

. . n : O|x|* a—
Esercizio 15. Vo € R"\ {0} e Va € R Si ha che: (l%:li 0) = alz|* 2, .

Esercizio 16. Le condizioni da imporre su « e S sono le seguenti:

1. 2a — B > 0;

2.2 — B> 1;
3.20 — B> 1;
4. 20 — B > 1.

Esercizio 17. Per la definizione di differenziabilita di funzioni vettoriali (|C|
Def. 5.46), facciamo vedere che:

lim f(@o +h) — f(zo) — L(h)
h—0 ||

=0

Usando il fatto che le funzioni componenti sono C! e quindi differenziabili, e che
l'operatore lineare L : R™ — R™ ¢ individuato dall matrice Jacobiana di f,
segue la tesi.
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Esercizio 18.

1.
(9

o
%(w) _ ( z cos(zy) ) .

2:L'ye‘/""y2

2. Dobbiamo mostrare che

b ko) = £0,0) = L)

=0, 1.3
h=(h1,h2)—(0,0) |h (1.3)

dove

L(h)

Il
N
QJ‘%
]
~—~
o
=2
Q’)‘QJ
< [
=
=)
N—
~——
/N
> S
[
~——
Il

Cominciamo col fornire una stima del numeratore che compare nell’espres-
sione in (1.3). Stimiamo separatamente le due componenti del vettore di
cui stiamo calcolando la norma (euclidea):

e Prima componente:
‘Sin(h1h2)| S

< |hyhe|
< |

e Seconda componente (non é restrittivo assumere che |h| < 1, in
quanto poi andremo a considerare il limite per |h| — 0):

ohih3 _ 1’ <
3 |hh3] <
31h* <
3|h2.

IN N CIA

Quindi otterremo la seguente stima:
|f(h1,h2) — f(0,0) — L(h)]|
I
2
_ VIOlP _
|h

Vio|n "% 0.

<
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3. Applicando la regola per la differenziazione di funzioni composte ottenia-

mo:
0 0
PO = 5h0.1- @0 0+ 51001 - 2O (-20()9 ).

Osservando che:

9(0) = 1

'(t) 1 n t

g cosh’t 1+ 2

g0 =1
ed usando le espressioni ricavate nel punto 1), otteniamo:

iy Of _,of _

_ (—02>.

Esercizio 19. Applicando la regola di differenziazione delle funzioni composte
si ottiene:

2 fahw2) ) = Lo b 2),2) + %(x,h(x,z),z) O ,2) =

- (Serwaa, HLanwaa. Hanas ). %Qn
0

Sl be2).2) = S an(e2).0) + L ehtn).2) G ,) =

= (‘;J;(x,h(x,z),z), a—(a:,h(a:,z),z), 8(x,h(x,z),2)) glzox,z

Esercizio 20.
1. Sia y = f() una soluzione C? in un intorno di z = 0, dell’equazione
z? +sinhy 4+ e =1,
tale che f(0) = 0. Quindi la funzione
F(z) = 2® +sinh f(z) + 7@ —1=0
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e di conseguenza anche tutte le sue derivate saranno indenticamente nulle
(in quanto si tratta di una funzione costante). In particolare usando il

fatto che f(0) = 0 otteniamo:
0=F(0) =
= f(0)

cioé x = 0 & un punto critico per tale funzione.

22 + (cosh f(2))f'(2) + T (f(a) + 2 f (@)] =

z=0

Studiamo la derivata

seconda in modo da determinare la natura di tale punto critico:

0= F(0) = [2+ (sinh (@))(/'(2))* + (cosh ()" (x) +
+ e (@) af @) +2f @)+l @)] =
= 2+ /7(0),
e quindi f”(0) = —2, cioé si tratta di un punto di massimo relativo.

2. L’esistenza di una simile funzione é garantita dal Teorema della funzione

implicita, in quanto

F
g—y(0,0) = J[coshy + ze™]
= 1#£0.
Esercizio 21. 1.
ofi  9fr
g B ai.tl 81.t2 g B
or % % oy
8:171 8:172
2.
0
- 1)) =
5/ (@:9(1)

96

l(@=0.00 —

ofi 9fi 9fr
dy1  Ody2  Oys

ofs 0k o

dy1  Jdy2  Oys

3 2]
> i (t)

3 9
Zj:l ang;(t)



Esercizio 22. 1.

0 0
g = 0 0
oy 1 2ym3
T+t 1+t
t cos(tx 0 0
R A S
61‘ — xT ZE2
o0 %
21 cos(txy)
of  _ 2|
ot _y1+y§x3
(1+1)2
> ) of of
— t),t) = == t),t), g (t - t),t) =
5 [ (@9(1),0) By (2,9(8),),9°(t) + 5, (2,9(t),1)
x1 cos(txy)
= ||
2In(Int)zs tanh t+x3 In?(In t)
(1+t)cosh2t + (I+t)tlnt (1+1)2
Esercizio 23. 1. le( (&) = V)¢ = (1,0,.,0)¢ = &
D3f(0)(1527 ) - 62] 1 :n( + )( n 1)7
2. gt (L1,.,1) = 2Pz mazszamsel™l (2142l 42 mpmsmamsell’) | =
=90e";

3. 04019 £(0) = 30240
5 F((-1,1,., (1)) = ~(99050016)¢"

4. V(0) = (1,0,..,0).

Esercizio 24. 1. f € C(R?\ {(z,2) | z € R\ {0} });
2. Basta prendere ad esempio § = min{3 , ﬁ} ;

3. La funzione é differenziabile nell’origine;

10 10
M2 B (el (o + ) = et O (e (14 208 4 2010d)) = (%)

Chiamiamo ¢ = €% +-+7n-1 ca=1+222 b=2z12%, f(t) = (1 +bt*)e g(t) = et
Allora (%) = ¢Sy (mreil DE(HDOA(g)) = e5h_ (i DH()DOF(g)) in
quanto D*f =0 se k > 4.

Si dimostra per induzione che DJ (g) = etzP (t) dove Pj(t) & un polinomio di grado j nella t,
cosi definito: Po(t) =1 e Pyy1(t) = PL(t) + 2th( ).
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4. Vk > 0di hache f ¢ C*({0}). Infatti dal punto 1) segue che non &
continua in un qualsiasi intorno dell’origine; osserviamo invece che f €

2 (0).

Esercizio 25. Ps(7;0) = z1 + x1227374 + 0(|7|%).

2 2
Esercizio 26. 1. P3(x;0) = 3 + 123 + x223 + xlzxs + %2“ + 17273 +
o(|z[°);

2. Si puo prendere ad esempio § =

4e *

Esercizio 27. Ovviamente f € C(R™\ {0}); d’altro canto lim,|_, o STI‘Iml =1,
quindi

f e C(R™).

Inoltre f € CL(R™\ {0}) e tutte le sue derivate parziali in 0 valgono 0; da cid
si dimostra facilmente che f € CY(R"™).

Esercizio 28. Sia R* = {(z,z) | z € R\ {0} }.
f € C®(R?\ R*) e in tale insieme ¢ anche differenziabile; inoltre f non &
continua nei punti di R* e in tali punti non esistono le derivate parziali.

Esercizio 29. I punti critici della funzione sono: P, = ( %,%) e P, =

(—\/g , —%). Entrambi sono dei punti né di massimo né di minimo.
Osserviamo che sup f = 400, mentre inf f = —cc.

Esercizio 30. Cominciamo con 'osservare che la funzione é continua su D che
& compatto, quindi per il Teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo
assoluti.

I punti critici della funzione interni al dominio sono i punti sull’asse delle y:
P, =(0,y) (-1 <y <1) e in tali punti la funzione & identicamente nulla.

e I punti P, con 0 < y < 1 sono dei punti di minimo locale per la funzione;
e I punti P, con 1 <y < 0 sono dei punti di massimo locale per la funzione;
e [’origine Py ¢ un punto di sella.

. Studiando il comportamento della funzione sul bordo 9D = {22 + y? = 1}, ci
si rende conto che la funzione assume:
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e Massimo in M; = (%, %) e My = (_%’ %)
In particolare si ha che f(M; ) = _2_.

3v3’
Minimo i (2 1 (2 _ 1
° 1n1m01nm17(\/§, \/g)emgf( el \/g)
In particolare si ha che f(m2) = —%;
Quindi riassumendo: maxp f = % e minp f = —3—\2/5.

Esercizio 31. g-g(|2]) = ¢ () 57 = ¢'(|2]){. Quindi Vg(le|) = g'(2])

Esercizio 32. 1.
1000
. _ o a+<x+1(a1+a2_1)! _1\a1 g
Pl()()o(s,t,l,()) = €N2Z| 1( 1) 1razTl A7 PP (S 1) 1302
« o=
2.
1000
PlOOO(xvy; 17 0) = Z ag(l' - 1)/31?/[32
BEN? |B|=1
con

B2

B2 _
. (_1)131-5-1(61‘*‘7721)! se By & pari
/3 =
0 se (35 ¢ dispari

Esercizio 33. 1. Ovviamente f € C*°(R?\ {z # 1}); quindi bisogna dimo-

strare che nei punti {(1,y),y # 0} esistono le derivate di ogni ordine, e
che sono continue.
Si procede per induzione sull’ordine di derivazione, osservando che se
r # 1 ﬁ%gyk & sempre del tipo: e~ () %, dove P e Q sono
dei polinomi nelle variabili y e x-1, tali che lim, 1 Q(z — 1) = 0; da cio
segue che in tali punti le derivate di ogni ordine sono nulle e partendo da
cio si dimostra facilmente la continuita delle derivate su tale insieme.

2. In tale punto, la funzione é continua ed esistono entrambe le derivate
parziali e non é differenziabile; ma le derivate parziali non sono continue
(non esiste proprio il limite per z — 11);

3. I punti critici sono del tipo P, = (1,y); Si vede facilmente da uno studio
del segno della funzione f, che se y > 0 si tratta di un punto di minimo,
mentre se y < 0 si tratta di un punto di massimo locale (ovviamente
non sono assoluti in quanto ci sono punti in cui la funzione assume valori
strettamente positivi e strettamente negativi!); Per y = 0 abbiamo un
punto di sella. (attenzione: Nella ricerca dei punti critici il punto (1, 0),
va studiato a parte, in quanto la funzione non & C' in alcun intorno di
tale punto);
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4. Basta prendere in entrambi i casi § = ﬁ.

Esercizio 34. 1. 2L = Vf = 2f(z) z.Infatti:

ox
of 2
T 21 H (x37) = 2x; f(x);
J#i
2.
af 1 2, 0 ... 0
dxr  \ —zgsin(zixe) —mysin(zizs) 0 ... 0

3. 9f _ 2zy
[ Oz T oz—a?t . . . . .
Osservazione: Nel primo caso si tratta di un gradiente, nel secondo di uno

jacobiano e ne terzo di una derivata parziale.

Esercizio 35.

N
Py (z;20) = Z ag(x)”
BEN™ |B]=1
con
(—1)|§|_1‘§7I! se B; épariVi=1..n
ap = (18- (5)! ! -
0 altrimenti

Esercizio 36. Consideriamo la funzione G(z,y,t) = > — 22y +y e supponiamo
che esista una funzione z = z(z,y) definita in un intorno del punto (1, 1), tale
che G(z,y,z(x,y)) = 0 e 2(1,1) = 1. Ovviamente questa nuova funzione &
una funzione delle sole variabili (z,y), che ¢ identicamente nulla nell’insieme di
definizione della z. Quindi tutte le sue derivate saranno identicamente nulle in
tale intorno. Calcoliamocele applicando il teorema di derivazione delle funzioni

composte:

0G (x,y,z(x, z
0 = 2Gegzlea)) = (8C(a,y, 2(2,9)) + G @,y 2(5,9) B (@ 9) 00y =

(=2y + 32(2,9)° 82 (2, 1)) 0,1y = —2+ 3G (L,1).
Da cui segue che : %(1, 1) =2

(Si procede in maniera analoga per la derivata parziale rispetto alla y e per le
derivate seconde)

Poe,yi1,1) = 1+ 2(@— 1)+ 3(y—1) = H@— 1)~ Ly—1)2+ 2(@ — 1)(y— 1).
Facoltativo: Nel primo caso si procede esattamente come sopra, scegliendo come
G(w,y,t) = t> — 22y + t. Nel secondo caso, invece, se si procede come sopra, si
giunge immediatamente ad un assurdo (Quale?). Questo semplicemente per il
fatto che non puo esistere alcuna funzione z che soddisfi tali condizioni nell’in-
torno del punto (1,1). (Lo vedremo meglio parlando del teorema delle funzioni
implicite).
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Esercizio 37. E’ utile studiare separatamente le due funzioni 5(z, y) = 2%s(x)
ec(z,y) = ys(y).

Si verifica facilmente che tali funzioni sono continue e differenziabili dappertutto
ma le derivate parziali non sono continue nei punti (rispettivamente) con x = 0
oy =0.

Da cio segue che f(z,y) = 5(z,y) + ¢(x,y) € continua dappertutto (in quanto
somma di funzioni continue), differenziabile ovunque (in quanto somma di fun-
zioni differenziabili ovunque) e con derivate parziali che esistono in ogni punto,
ma che non sono continue sui punti sull’asse delle x o sull’asse delle y. (A tal
proposito & bene sottolineare, che in generale la somma di funzioni discontinue
non é una funzione discontinua! Nel nostro caso, possiamo giungere a tale con-
clusione soltanto perché f & a variabili separate: f(x,y) = 2%s(x) + y%c(y) e
quindi una discontinuita dell’una non puo venir compensata da una discontinuita

dell’altra).

Esercizio 38. Cominciamo con 'osservare che la funzione é continua su D che
& compatto, quindi per il Teorema di Weierstrass ammette massimo e minimo
assoluti.

I punti critici della funzione interni al dominio sono i punti sull’asse delle y:
P, =(0,y) (—1 <y <1)ein tali punti la funzione & identicamente nulla.

e I punti P, con 0 <y <1 sono dei punti di minimo locale per la funzione;
e I punti P, con 1 <y < 0 sono dei punti di massimo locale per la funzione;
e L’origine Py é un punto di sella.

Studiando il comportamento della funzione sul bordo 9D = {22 + y? = 1},
(con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange) ci si rende conto che la funzione
assume:

e Massimo in M; = (%, %) e My = (7%’ %)
In particolare si ha che f(M;2) = %;
e Minimo in m; = (%,—%) e my = (_%’ _%)
In particolare si ha che f(my2) = —%;
Quindi riassumendo: maxp f = % e minp f = _37\2/5.

Esercizio 39. Cominciamo col formalizzare il problema. Osserviamo innanzi-
tutto che (a meno di rotazioni) possiamo considerare solamente i rettangoli che
hanno i lati paralleli agli assi coordinati; inoltre tali rettangoli saranno simme-
trici rispetto agli assi delle z e delle y. Quindi, indicando con (z,y) le coordinate
del vertice del rettangolo nel semipiano II™ = {z > 0, y > 0}, otteniamo che
la funzione da massimizzare (che rappresenta I’area del rettangolo) ¢ data da:

flz,y) =dzy.
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Individuiamo ora il vincolo, cioé le condizioni che il punto (z,y) deve soddisfare:

e innanzitutto si dovra avere x > 0 e y > 0 (in quanto abbiamo supposto
che (z,y) € II'M);

e inoltre tale punto dovra stare sulla circonferenza di raggio R, cioé:
2’ +y* =R,
Quindi il vincolo sara dato da:
V={(zr,y) eR*: 2>0,y>0, 2*+y?>=R*}.

Tale vincolo rappresenta un quarto di circonferenza di raggio R (la parte in
IT™); inoltre negli estremi di tale curva (cioé nei punti corrispondenti a z = 0 o
y = 0) la funzione f si annulla, e quindi tali punti non possono corrispondere a
dei punti massimizzanti.

Applichiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la funzione

F(z,y,\) = ey — Ma® +y° — R?)

e cerchiamone i punti critici. Imponendo ’annullamento del gradiente ottenia-
mo:

0 F(x,y,\) = 4dy+2 x=0
OyF(z,y,\) = 4do+2\y=0
WF(z,y,)\) = 224+9>—R*=0

troviamo che 'unico punto critico con x > 0 e y > 0, é dato da

R R
P=(J5 Jer=-2).
V2 V2
Quindi il rettangolo inscritto con area massima ¢ (a meno di rotazioni) quello
con vertici:

n=(h B n- (5B n-(5-B)ne(5-B)

R2
che ha area A = -5

Esercizio 40.

1. La funzione non ¢é limitata né inferiormente, né superiormente su RZ2.
Infatti, se studiamo il comportamento della f sulla retta y = x, otteniamo:

lim f(z,z) = lim z— 2% = 4o0;
r—too r—+oo
quindi
sup f = +o0 e inf f=—o00.
R2 R2
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2. Imponendo 'annullamento del gradiente della f otteniamo:

def(z,y) =20 —y*=0 z=0
{6yf(x,y)2xy0 = y=0.

Tale punto non ¢ né di massimo, né di minimo. Infatti f(0,0) = 0, ma
in ogni intorno (arbitrariamente piccolo) dell’origine, la funzione assume
sia valori positivi che negativi. Ad esempio in Bs(0,0), con 0 < § < 1,
possiamo considerare i punti

) o 0
_ 2 2 —_ (2 2.
P = (5 s 2) (S P ( 2’ 2) 3

in tali punti si ha:
52 8

f(Pl):—§52<O e f(PQ):Z+§>0

3. K éla regione del piano delimitata dalle rette z = j:% e da due archi della
circonferenza z2 + y? = 1; in particolare i suoi “vertici” sono nei punti:

() () - (4-9)0-(19).
2" 2 2" 2 2 2 2 2

In particolare in tali punti si ha:

2 V573
e Su L+:
1 1 1
f+ly) = f(mvy)|L+ = f(§»y) = 1 592
fily) = -y
quindi si ha un punto di massimo locale in E = (1,0), con f(E) = 1.
e Sul_:
1 1 1,
fLy) =y
quindi si ha un punto di minimo locale in G = (—3,0), con f(G) = 1.
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Studiamo ora gli estremi vincolati sui due archi di circonferenza. Consi-
deriamo la funzione:

F(x,y,\) = 2% —2y® — Ma® + 9% — 1).

Dobbiamo trovare le soluzione del sistema, ottenuto imponendo I’annulla-
mento del gradiente:

2z —y? =2\x
—2xy =2y
x2+y2 — 17

dalla seconda equazione si ottiene che y = 0 (ma allora x = +1, che non
¢ ammissibile in quanto non appartiene ai due archi che stiamo conside-
rando), oppure x = —\, da cui si ottiene I'equazione 322 +2x —1 = 0. La
soluzione x = —1 non é ammissibile, quindi ’unica soluzione ammissibile

¢r=4% cony= @. Abbiamo trovato quindi un punto critico vincolato

()
373

in cui la funzione vale f(H) = —3=.

In conclusione:

e Il massimo assoluto in K & %7 che viene assunto nei punti A e B;

5

57, che viene assunto nel punto H.

e il minimo assoluto in K & —

Esercizio 41. Denotiamo con D = {z € R* : 2, >0, i 2, = 1}. Co-
minciamo con l'osservare che f(x) > 0 per ogni z € D; da cid si deduce che
il valore minimo di f & proprio 0: basta infatti calcolare la funzione nel pun-
to z,;, = (0,0,0,1) € D. Calcoliamone ora il valore massimo. Applichiamo il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange; consideriamo la funzione

4 4
F(z,\) :Hacﬁ—)\ <in—1>

e imponiamo I'annullamento del gradiente:

4 .
I[io 2

Lj

Oy, F(z,\) = j ~A=0 j=1,23/4

Z?:l zi=1.

Dalla prima equazione, otteniamo (possiamo supporre che z; # 0, in quanto se
xj = 0 gia sappiamo che funzione vale 0, che ¢ il minimo):

4 i
A:jHE¥ﬁ Vj=1,23,4.
Lj
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Quindi ricaviamo:

4 ; 4 ;
[[iz: 7 [[io 2

2=t = =t = T = 21,
Z2 Z1
4 i 4 i
P )

31_[7._1 1 — Hz_l () T3 = 33:1
xIs I
4 i 4 i
P R

41_[171 % — Hzfl 7 Ty = 4%1 ,
Ty Z1

e sostituendo nell’equazione del vincolo:
Quindi, il massimo viene assunto nel punto
(1 2 3 4
M=\10° 10" 10° 10

27648

evale f(xy) = ETR

Esercizio 42. Cominciamo col calcolare 'estremo inferiore. Osserviamo che

fla,y) 20V (z,y) € R2\{(0,0)}.

Consideriamo la successione {(%, 2n)},, che & ovviamente contenuta in A; si ha
che
. 1
lim f{—,2n) =0
n—0 n

inf f =0.
1I}1f0

da cui si deduce che

Procediamo ora con la seguente osservazione: si puo dimostrare che la funzio-
ne g(t) =t + sint & strettamente crescente e poiché lim;_, o g(t) = +o0o e
lim¢—, oo g(t) = —o0 si puod concludere che 3! ¢ tc g(t) > 1 pert > ce g(t) <1
per ¢ <c.

Quindi A = {(z,y) t.c. y > £}. Studiando il comportamento della funzione
sul bordo 9A (con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange), si trova che la
funzione ha un massimo vincolato in P; = (1/c,/c) e Py = (—+/c,—+/c), in cui
la funzione vale 2% .

1
Si verifica facilmente che sup 4 f = %" Infatti, supponiamo che esista un punto
c

1
(z0,y0) € A tale che f(zo,y0) > 50 osservando che
c

(x0,90) € A = ToYo > ¢,
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otteniamo:
1
f(on, yo)

=25 +ys <2< 22y = x5+ys— 2wy <0
< (.%‘o—yo)2<0

che ¢ assurdo!

Nota: Osserviamo che ¢ si puo ricavare con approssimazione arbitrariamente
piccola: utilizzando dei metodi numerici (ad esempio il metodo di bisezione) si
ottiene che 0.68403 < ¢ < 0.68404.

1.3 Equazioni differenziali ordinarie e problemi
di Cauchy

Esercizio 43. 1.1 Troviamo la soluzione di questo problema. Cominciamo
considerando
{ =2y
1y
y(3) =1

Questo problema ¢ facilmente integrabile e si ottiene:

Y dy /f 1
— =2/ tdt =  yt)=—.
AR A 20-10)
Sostituendo nella prima equazione otteniamo
L ™ T\
EERETPR (E) B
d ( . m )
= — (sin—
dt 41
ed integrando
7r
t) = si (—) C;
x(t) = sin gy +
per determinare il valore della costante C, sostituiamo il dato iniziale ed
otteniamo
C=0.

In conclusione la soluzione trovata ¢ data da

x(t) = sin (%)

1

y(t) = =0

Questa soluzione ¢ definita per ¢ € (0,1), che é chiaramente I'intervallo di
esistenza massimale.
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1.2 Per mostrare che

lim dist ((x(t),y(t)), {y = ;}) =0

¢é sufficiente osservare che

ais (a0 {u=3 1) = |0 -3

Quindi:
lim dist ( (2(6),5(t)), {y==2 1) =
im dist { (2(t),y(t)), 9 =5 ) =
, 1
= lim y(t)—Q‘—
— i 1 L
T 200 2|
Inoltre

1%1 [(x(t),y(t)] > ltigl ly(t)| =

2(1-1)

= lim ‘
11

=

e questo mostra il secondo limite.
Mostriamo ora che ogni punto P € [—1,1] x {%} é un punto limite della
nostra soluzione per ¢ | 0. Infatti, sia P = (gco7 %)7 allora esiste un
Yo € [g, 37”] tale che

o = sin~yp = sin(yg + 27n),
per ogni n € N. Possiamo prendere quindi una successione crescente di
punti

Yo =0 + 270 € [27n, 27(n + 1)), RN

e definire una successione di tempi

7r
th = — aroli)
4y
Mostriamo che si tratta proprio della successione cercata. Innazitutto,
osserviamo che ¢, € (0,1) per ogni n € N; infatti:

0 < ¢ — T T
= " 4y, Ay +2mn) T
™ T2
< =
4"}/0_47'(‘
= 1<1
= 3 .
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Inoltre
(2(ta), y(tn)) = (sm (g) 2(11_”) _

(o qa) 7 (r02)

1.3 Ci possiamo limitare a considerare i compatti K contenuti in

A=[-1,1] x (;oo> ,

in quanto il grafico della nostra soluzione ¢ contenuto in A.
Sia K un tale compatto, cioé un insieme chiuso e limitato (in quanto
stiamo lavorando in R?); esistono quindi finiti

m= min y M = max y
(z,y)eK (zy)eK

ed in particolare m > % Per quanto detto prima

1
limy(t) = -
tlg)ly() 5
[§]
limy(t) =
#Ify() +00,

e quindi (come segue dalla definizione di limite) esisteranno sicuramente
dei tempi tg e t1 che soddisfano le ipotesi richieste, per ogni 0 < § < 1.

Esercizio 44. Risolviamo anche in questo caso le due equazioni separatamente.

e Cominciamo con la prima equazione:

2
iﬂi(l+;2>

x2(0)=0.
Integrando otteniamo
1
x a t
/ %dm:f/ tdt < arctg <x)=ﬂt
o . (a:) 4 Jo B 4
B

e quindi la soluzione sara data da:

a(t, B) = Btg (%t) .
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e Per quanto riguarda la seconda equazione, si integra facilmente ed otte-
niamo

y(t, B) =€’
In conclusione la soluzione trovata ¢ data da

x(t,3) = Btg (5t)

y(t.B) = e
Quindi l'intervallo di esistenza massimale é
Ig = (-2, 2) )

che non dipende da .

Mostriamo ora la seconda parte. Sia K un compatto contenuto in R\ {0} e
siano 3, B’ € K; sia inoltre C' un compatto in Ngexlg = (—2,2) e sia tg € C.
Definiamo le seguenti costanti (sono tutte finite in quanto si tratta di massimi
di funzioni continue su compatti):

™
T = sup|tg <7t)‘ < o0
teC 4
M = sup et < oo
(Bt)eKxC
B = suplt < .
teC

Abbiamo le seguente stime sulle due componenti:

s (o) ~ & (o) <
< T|p-#

|z(to, B) — x(to, B')]

AN

A

‘y(toaﬂ) _y(t07ﬁl)| <

’
‘eﬁto _ePto

<
< M |Bty — B'to] <
< MBIg-p].

Otteniamo quindi la seguente costante di Lipschitz:

L=+T2+M?B2.

1.4 Successioni e serie di funzioni. Elementi di
analisi complessa

Esercizio 45. (1) Per definizione di uniforme continuita, Ve > 0 3Ny t.c. Ym,n >
No
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SUDye (q,b) |Um () — un(z)| < €. Per concludere basta osservare che:

SUP ;¢ (q,b) [Um () = un(2)| = SUDefq b [um(2) — un(z)] .

Infatti se consideriamo la successione {z}r>2 = {a + %}i>2 C (a,b) ,
questa é tale che limy_, o, xx = a; dalla continuita delle funzioni u,, segue che
limg oo [un (k) — um(zk)| = |un(a) — um(a)|, e quindi si ha che

[un(a) — um(a)| < sup,e(qp) [Um(®) — un(x)|. Siapplica lo stesso ragionamento
per il punto b e segue ’asserto.

(2) Se per assurdo convergesse uniformemente in (a, b), applicando il punto pre-
cedente seguirebbe la convergenza uniforme in [a, b]; ma cio implicherebbe la

convergenza di {u,(a)}.

Esercizio 46. Osserviamo che le funzioni si possono esplicitare nella forma:

2nz se z € [0, 5]
falx)=¢ —2nz+2 sex¢€ [ﬁ,%]
0 sex & [0,21]

Dimostriamo le varie affermazioni:

1. Se 2 < 0 allora f,(x) = 0 Vn; mentre se z > 0, allora esiste ng = [1] + 1
t.c. Yn > ng si ha che f,(x) =0;

2. Infatti Vn > 1 si ha che supyg 1) | fn(2)] = 1;

3. lim [} fo =limg =0= [ f.

Esercizio 47. Consideriamo ad esempio le funzioni:

4n?x se z € [0, 5]
falz) =< —4n’z +4n sew €[5, 4]
0 se v & [+,1]

Per la prima parte del punto facoltativo, considerare ad esempio le funzioni:

gn(z) = { [2(2 —z)* sex€0,1] .

Iy 9n

. ’ e definire la successione =
0 altrimenti fn

Esercizio 48. 1. Convergenza puntuale in (—e®, e®)
Convergenza totale ed uniforme in ogni compatto K C (—e®,e®);

2. Sea<0:

e Convergenza puntuale in (1, 400)

e Convergenza totale e uniforme in [a, +00) con a > 1;
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Sea>0:

e Convergenza puntuale in [0,1)
e Convergenza totale e uniforme in [0,a] con 0 < a < 1;
3. Definiamo linsieme A= {5 | n > 1}:
Convergenza puntuale in [—1,1] \ A

Convergenza totale ed uniforme in ogni compatto contenuto in ([—1,a] U
[0,1]) N.A° con —1 < a < 0;
4. Convergenza puntuale in (—e~1,e"1) 12
Convergenza totale ed uniforme in ogni compatto K C (—e 1, e™1);

5. Convergenza puntuale in (0, 4+00)
Convergenza totale ed uniforme in [a, +00) con a > 0;

Esercizio 49. Si ha che Vz € (—1,1), Zn>1 ndgn = Ldeide

(1-=2)*
. _ 1 . . o
Sostituendo x = 5 si ottiene che Zn>1 5 = 26.
Esercizio 50. 1. Sappiamo che la serie geometrica di ragione z, con |z| < 1,
1 P ko 1 . . 1
ha somma 1=, cio¢ si ha che Zkzo x" = 7= . Derivando j volte ;— ot-

; Lod o1y J!
teniamo: - (1790) = Tkt

Per il teorema 2.5 ([C]) si ha la seguente relazione:

kE+j
Se |z| < 1, allora —{37r x)ﬁl =2 k>0 kﬂ z® ovvero = 3:)7+1 = k>0 ( " >:17k

J

oo k+mn—1
. — .m 1 — .m k
Qull’ldl A |£L’| <1: (1ﬁz)n =z (1—z)™ — € Zkzo n—1 > =

k+n-1 m n—1-m+k
Zk>0( ~1 )37 +k:2k>m< : )fck-

n J

. . k . . . .
2. Osserviamo che la serie e* = ',:OE 77 ha raggio di convergenza infinito

( si dimostra ad esempio con il criterio del rapporto); dobbiamo quindi
dimostrare che Vz € R et =300 % .
Consideriamo il Polinomio di Taylor di ordine N di e* ed esprimiamo il

resto con la formula di Lagrange; si ha:

N+1 EN*}OO
Zg\_ N+1)e =0 I

da cui segue la tesi.

12Py9d essere utile ricordarsi la formula di stirling limy,— 00 ﬁ = 1, e applicando il

(ze)™
V2rntz
(Cfr E. Giusti Esercizi e compl. di Anal. mat. I, Cap 7 par.9 (formula Stirling) e Cap.4 par.2
(Criterio asintotico)

criterio del confronto asintotico, ricondursi allo studio della serie Y
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3. Osserviamo che log(1 + z) = [ 12-dt. Noi sappiamo che per [¢t| < 1 si

0 T+¢
a: 1 + - =Y 02 o(=1)"t* (segue immediatamente osservando che si tratta

d1 una serie geometrica di ragione —t).
Applicando il Teorema 2.5 (|[C]), per |z| < 1 si ha che:

“+o00 x o0 oo k
log(1 — dt = —1)ktkdr = ’f“x
outi+) = [ it =32 [0t = 0ty = Y
k=0 k=0 k=1
. Dal punto precedente segue immediatamente che: log(1—z) = — > "2, %

(Basta infatti sostituire ad x, —x)

Inoltre dalle proprieta della funzione logaritmo, segue che: log 1T 1+x =
log (1 + z) —log (1 — ) ; Sostituendo le relazioni precedentemente trovate
si ha la tesi:

1+x i k+1%+i%:i[(_l)k+1+l% i a?I !
k=1 k=1 k=1 0

- . L . o}
. Cominciamo col calcolare il raggio di convergenza della serie Z;:OB ( & ) xk

(con @ € R\ Z); applicando il criterio del rapporto si ha che:

'<Zil>l>“m<k+’i’>?‘?‘%“<z”2m :
k—o0 « k—o00 ol — ool — k—o0

o
k
vergenza R = 1.

Calcoliamo ora lo sviluppo di Taylor nell’orlglne di tale funzione:
Dk(1—|—a:)‘°;:0 =a(a—1)... (a—k—i—l)(l—l—x)lt o =ala—=1)...(a—k+1)

quindi: Py (z,0) = Z,ICVZO < Z ) k.

1

k

da cui segue che lim sup = 1; quindi tale serie ha raggio di con-

Verifichiamo ora che V|z| < 1 (L+z)> =32 2 zF.
Per fare questo, mostriamo (usando l’espressione integrale del Resto di
N—o00

Taylor) che : |(1 4+ 2)* — Py—1(2,0)] — 0.
Sia z € (—1,1) e sia |z] < 6 < 1; allora 3¢ > 0 t.c. (1 +¢) <1 (questo

L
k

per il semplice fatto che § < 1); Inoltre, poiché limsup ‘( Z ) =1,
%
esistera un Ny t.c. VN > Ny ‘ ( Xé/. ) <1+ € (segue immediata-

mente dalla definizione di lim sup).
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Tenendo conto delle assunzioni fatte e dell’espressione integrale del resto
di Taylor, si ha (N > Ny):
N

« - « :v 5 1 (z—=x
[(14x)*— kN_Ol < > ok = ‘fo )1)' FM) (s)ds| = |f ( t)1)' FN) (t)zdt| =
Iﬂlelf1 € ”N “ala—1).. (a—N+1)(1+tw)°‘_th| =

N—-1 « _
|x|N|fo NE t)l)r <N ) (1+t$)a th| =

o N-1 -
(3 )1 (2)™ s eoyran <

N-1
N((1+a0N (-0~ [} ($52) " dr<
N((1+ )N (1 —g)~le=1 X252

Nz

6. Osserviamo che la serie ZZ:(; (—1)’c =Sy +1) ha raggio di convergenza infini-
to (si dimostra ad esempio con il criterio del rapporto). Per dimostrare che
VzeR sinaz = 3,20 (—1)’“% , usiamo ’espressione di Lagrange
del resto di Taylor (come in (2)):

N 2k+1 ‘x|2N+3 |z

|Sinf”*kzzo(* )k(2k:+1)!| Savrad OIS gy

|2N+3
N—oo
— 0.

7. Si dimostra esattamente come in (6);

8. Osserviamo che arcsinz = fo dt . Dal punto (5) segue che:

1 V1i-tZ
—1

oo —_1 (2k i 5.
Vit <1 == Zk=0< 2 )( DM = 5 Gt 17 0
Dal teorema 2.5 [C|:
' . ) 00 | - o oo (2]43 o 1)” $2k+1
_ t2hdr =Y
arcsin x /0 m Z Qk 1 /0 Z 2K 2k+1

k=0

9. Basta osservare che arccosx = 5 — arcsinz e applicare il risultato prece-
dente;

10. Basta osservare che arctanx = fox ﬁdt e procedere esattamente come
in (8);
11. Notiamo che sinhz = —isin(iz) e utilizzando il punto (6) si ha:
2k+1 S (J:)Qk'H S (x)2k+1

h _ _ C1\2k+2 \Y) _ N\
sinhx = —isin(iz) ’LZ 2k+1) kz:;( ) (2k+1)1 &= (2k+1)!

13Usiamo il fatto che sup;eo,1)(1 + )%~ L= = Supgc[—g 9](1 +oe < (1—@)le—1l
14Basta osservare che per le hp fatte sut e x si ha: 0 < tt <1

1571 doppio fattoriale ¢ definito cosi: (—1)!! = 1, 0! = 0, 1!l =1 epern > 2 nll =
n(n —2)!!
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12. Basta osservare che coshz = cos(iz) e procedere come sopra;
13. Basta osservare che arcsinh x = —i arcsin(iz) e procedere come sopra;

14. Basta osservare che arctanh x = —i arctan(ix) e procedere come sopra;
(oppure si puo usare 'identita: arctanh z = L 5 log 1= H‘“ ed utilizzare il punto

(4))-

Esercizio 51. 1. Osserviamo che
1
< 1 ) ( v+ i+ )
= n —
) )
= ni;o
(, Jx + % + \/5) 2‘/5
Quindi il limite puntuale & f(z) = ﬁ Va>0.

2. Per quanto riguarda 'uniforme convegenza, ricordiamo che:

fn converge uniformemente ad fin E C (0,+00) < lim sup|f,(z)—f(2)]
n—oo @
Osserviamo che:

1 1 1
(o+t+va) 2\/5_271\/5(\/E+\/§)2

quindi la successione di funzioni non pud convergere uniformemente su
1 n—-+4oo
> =400 /= 0.
2n\/5(,/x+%+\/5)
Dimostriamo invece che vi é uniformita nella convergenza in ogni sottoin-
sieme del tipo [a, +00) con a > 0; infatti:

() = f(2)] =

(0, +00), in quanto sup g o)

1 1
sup =16 "ZE .

R N (m—kﬁf Qn\/a( a—l—%—k\/a)z

Esercizio 52. > -, un(z):

16Notare che si tratta di una funzione monotona decrescente
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e Convergenza puntuale in [0, +00);
e Convergenza uniforme in [0, +00);
e Convergenza totale in [0, +00) .
D on>1 Un(T)
e Convergenza puntuale in (0, +00);
e Convergenza uniforme in [a,+00) con a > 0;
e Convergenza totale in [a, +00) con a > 0.

Applicando il Teorema di derivazione per serie (cfr. [C], Teorema 1.6), si vede
facilmente che u € C*((0,+00)) e che su tale insieme u'(x) = v(z).

Esercizio 53. (Cfr.: [C], Paragrafo 2.4, ¢ W.Rudin Principle of Mathematical
Analysis, McGraw Hill )

e Definiamo la funzione esponenziale nel campo complesso, nel seguente
modo:

>k
expzzz% VzeC
k=0

e Definiamo le funzioni trigonometriche nel campo complesso, nel se-
guente modo:

oo L 22k . oo L 22kt
coszEkZ:O(—l) k)] e smzzg(—l) 2R VzeC

e Diamo una definizione analitica di 7: sia A l'insieme degli zeri positivi

del coseno ovvero A = {z > 0 : cosz = 0}. Tale insieme & non
vuoto. Infatti il coseno ¢ una funzione continua tale che cos0 = 1 mentre
cos2 < —3.

Definiamo 7 = 2« , dove a; = inf A.

Dimostriamo ora che exp(ir) = —1.

Prima di procedere nella dimostrazione, dimostriamo dei fatti che torneranno
utili in seguito.

Lemma 1: (Formula di Eulero) Vz € C e = cosz +isinz

Dim.: Per come abbiamo definito I’esponenziale complesso, si ha che:

I N (2 R N T hye 22
T= =ity =2l @l GEs Y Gk
k=0 k=0 k=0
i4k+3 Z4k+3 B i Z4k N . Z4k+1 B Z4k+2 w Z4k+3 B
(ak+3)1) ~ &\ @k (k! @k+2) ([@k+3))
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e 4k:+2 0 Z4k+1 Z4k:+3
3 03 (o~ o) -
4k @k +2)1) " A\ @kl @k +3)!

k=0
[eS) 2k+1
Z 2k 1 = cosz + isin z.
k=0 @k+1)!
Lemma 2: Vze C cos z = cos(—z) e sin z = — sin(—2)

Dim.: Per come abbiamo definito cos e sin, si ha che la prima é una funzione
pari (ci sono solo coefficienti pari nella serie), mentre la seconda é una funzione
dispari (ci sono solo coefficienti dispari):

L2k
o (-1 e = T o (- 1)r
(—z)2k+1 L 22R+1

oD G =~ Tio (-  Grry

Lemma 3: Vz,we C exp(z + w) = exp(z) exp(w)
Dim.: Vedi [C], formula (2.60) con relativa dimostrazione.

Lemma 4: Vze C cos2z+sin’z=1
Dim.: Per come abbiamo definito cos e sin, si ha che:

cos? z+sin? z = (cos z-+i sin 2)(cos z—i sin z) = (cos z+isin z)(cos (—z)+isin (—z)) =
=P =e"=1,
Lemma 5: Valgono le seguenti formule di duplicazione:
sin(2z) = 2sin z cos z cos(2z) = cos? z — sin® 2 Vze C

Dim.: Dimostriamo quelle relative alla funzione sin (per il cos si procedera in
maniera analoga).

Per la definizione data: sin2z = Zzi (— 1)]‘22’”'1
Calcoliamo invece 2sin z cos z :

oo 5 2k+1 e 22k
2sinzcosz = 2 (Z(_l)k(%+1)l> <;(—1)k(2k)!> =

k=0

22k+1
k+1)

Osserviamo che la serie prodotto avra solo i termini di grado dispari (in quanto
ogni termine & ottenuto moltiplicando un termine di grado pari con uno di grado
dispari).

oo
= 2Za2k+1z2k+1 (*)

k=0
N R G ) e GV LR S . )
e = @2n)! 2(k —n)+1)!  (2k+1)! ,;0 (2n)!(2k+ 1 —2n)!
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(= )E K2k
_(2k+1)!n0< 2n >_

Osserviamo che ( 2k +1 ) = ( 2k +1

2n 2k +1—2n ) quindi:

- 2k+1

(_1)k }274:-&-1 2k‘+ 1 _ (_1)k' 1
@k+1)12 &=\ n 2k + 1)1 2

Quindi sostituendo in (*) si ha la tesi.

Utilizzando i lemmi precedentemente esposti segue immediatamente il nostro
asserto; infatti:

9 T

i .. U .. u .o T . T . T
e :cos7r+zsm7r:0052§+zsm2§:cos — sin §+2ZCOS§SIH§:

Per come abbiamo definito 7 segue immediatamente che cos § = 0, per cui:

2 2
T mcos? s —1=-1
B COS B)

= —sin

che ¢ la tesi.

Esercizio 54. Osserviamo che ¢, ¢ una funzione integrabile su R (si denota
f € LY(R)), in quanto ¢ C* a supporto compatto (si denota f € C§°) e quindi:

—+oo €
/ bedz — / 6oz < [[belmce < 0015,
—00 0

Costruiamo ora la funzione -y ; definiamo:

JZ o bedz

v(2) 7 gedn

Facciamo le seguenti osservazioni:

1. Tale funzione é ben definita per quanto detto sopra sull’integrabilita di
¢e ed inoltre ¢ C* per le proprieta di regolarita date su ¢, (infatti Vk >

k) (o — FTV(@) N,
1 Y (J;) - fj—:: bedx )a

17QOsserviamo che Y 2FH1 ( Qij_ ! ) = (1 4 1)2k+1 = 22k+1 (Formula del Binomio di

Newton)
18]a limitatezza segue dal teorema di Weierstrass: ¢. & continua su [0, €] che & compatto e
nulla al di fuori di tale compatto.
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2. = ¢ monotona non decrescente : infatti ¢. > 0 e per la monotonia dell’in-
tegrale di funzioni positive, segue ’asserto;

_ [l bedn 0

T TZ ¢edr T [TT peda

(=00,2) N suppde = 0);

[ dr  [TZpodx

T [f 2 ¢dr T [T pedn

o +
che (—o0,z] D suppd. e quindi ffm pedr = fiz dedr );

3.sex <0 ~v(zx)

= 0 (infatti in questo caso

4. sex >e€ ~v(x) 1 (infatti in questo caso si ha

Quindi la funzione cosi costruita soddisfa tutte le condizioni richieste. Calcolia-
mo le due serie di Taylor richieste:

e Inz=0,hochey(0) =0eVk>1 7*)(0) = 0 (in quanto ¢, ¢ C* e ha
supporto in [0, €]: quindi si deve raccordare in = 0 in maniera regolare,
e percio deve avere in tale punto derivata di ogni ordine nulla).
Quindi la serie di Taylor richiesta in tale punto & la serie identicamente
nulla.

eInz=echochey(e)=1eVk>1  ~®(0) =0 (in quanto ¢, & C*>® e ha
supporto in [0, €]: quindi si deve raccordare in x = € in maniera regolare,
e percio deve avere in tale punto derivata di ogni ordine nulla).
Quindi la serie di Taylor richiesta in tale punto é la serie costantemente
uguale ad 1.

Osserviamo che la funzione cosi costruita, nonostante I’elevata regolarita non é
analitica in nessuno dei punti sopra considerati, in quanto non riesco a trovare
due intorni di tali punti in cui la funzione sia =0 e = 1 , rispettivamente.

1.5 Teorema delle funzioni implicite e della fun-
zione inversa

Esercizio 55. (=) : M(t) & continua, quindi V4,j M;;(¢) é una funzione

continua; da cio segue che Ve > 0, 34,5 t.c. [M;;(t) — M;j(to)| <€, Y|t —to] <

d0ij . Prendendo 6 = min, ; d;; si ha la tesi.
(<) : Basta osservare che V1,5 |M;;(t) — M;;(to)| < ||M(t) — M(to)] -

Esercizio 56. Applichiamo il Teorema della funzione inversa: f € C*°({yo}, R?)
e si ha che

1 + 2y; cos —y2sin 1 0
Fyo) = ( 12/1 Y2 L1 | Y2 > _ ( 01 >
9 l50=(0,0)

quindi det f'(yo) = 1 # 0 = 3! funzione inversa locale di f di classe

Co({f (o)}, R?).
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Stimiamo ora r in modo che valga la condizione del teorema della funzione
inversa: '°

1T —=Tf"(y)lloc,c0 = max {|2y1 cosya| + |yi sinyal, [201]} < 3p

quindi ¢ sufficiente scegliere p = % , da cui segue che r = ﬁ =

1
12
Esercizio 57.

1. Cominciamo con l'osservare che

f(@0,9(x0)) =0 <= g(x0)* — 6g(x0) — 16 =0
< g(x0) = -2 oppure g(zo)=38

quindi dobbiamo applicare il teorema delle funzioni implicite nei punti
P, =(1,-2,8) e P_=(1,-2,-2).

In tali punti si ha:

S = -0, =120
0
Sy = ey-0),..=-10£0

e di conseguenza (applicando il TFI) esistono due funzioni g1, che sono
C* in un intorno di g, tali che f(x, g+ (z)) =0 in tale intorno e

gr(@0) =8 e g (z)=—2.

2. L’unica soluzione che ¢ positiva in zg ¢ g+. Quindi dobbiamo mostrare
che in tale punto la funzione ha un massimo relativo stretto, cioé il suo
gradiente é nullo in x( e la sua matrice hessiana in tale punto & definita
negativa.

Cominciamo col mostrare che Vg(zg) = 0. Usando il fatto che in un
intorno di xg

f@, 94 (x) = |2 + g(x)* — 221 + 425 — 6g(x) =11 =0,
e derivando questa equazione otteniamo:
V(f(z0,9+(20))) =
2

= 2(x0)" + 29 (20) Vg4 (x0) + ( _4 ) — 6Vg(20) =

0

— 2( _12 > + 16 Vg (o) + ( _42 > —6Vgy(20) =
= 10Vgy (o)

19Per la notazione usata, cfr. [C] Teorema 7.5
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e quindi Vg4 (xg) = 0, cioé z¢ & un punto critico per la nostra funzione.
Valutiamo ora la matrice hessiana Hy, (z9). Usando la relazione scritta
sopra e derivando, otteniamo:

D fa (@) =
= (g (2)> (29+(z0) — 6)Hy, (z0) +
+

2( 02,9+ (20) 0z, 9+ (x0) O, g+ (20) 0z, 9+ (20) > _
Oy 94 (£0)02, 94 (T0) Oy 94 (20) 0, g4 (20)

2 0
( 0 2 ) —|—10Hg+($0),

e di conseguenza la matrice hessiana € definita negativa:
Hg, (z0) = o 1
e quindi si tratta di un punto di massimo relativo (stretto).

Esercizio 58. Consideriamo la prima formulazione dell’esercizio (poi faremo
delle osservazioni sull’equivalenza della seconda formulazione).

Applichiamo il teorema della funzione inversa alla funzione f. Cominciamo con
l'osservare che f € C*°(R™,R") e la sua matrice Jacobiana ¢ data da:?°

g—i(x) =1, + 2(cos |z|*)A con A matrice di elementi A;; = (v;x;)
: of o . o
Ovviamente a—(O) =1, , che é chiaramente invertibile e
x
of
det ——(0) =detI,, =
e 8x( ) e

Quindi esiste un’unica funzione g, inversa di f, con g € C*°(B,(0)) per un
opportuno r > 0. Cerchiamo di dare un stima del raggio r di tale intorno.

In particolare, dal teorema della funzione inversa?! segue che se p ¢é t.c.
0 1
sup ||L, fH <z
lz|<p 2

EY?
20Notare infatti che Of _ 8i.; + 2z cos x|, dove §; ; & il simbolo di Kroenecker, cioé:
z

J
5= 1 sei =]
Y0 sei#j

21Cfr. Luigi Chierchia, Lezioni di Analisi Matematica 2, pag. 156

80



allora g ¢ definita su B,.(0) con

)
=
3

Diamo quindi una stima per p usando i seguenti fatti:??

of 9
I, — ol = | T = I, = 2(cos |z*) A|| <
< 2)|4]
[Al = max{[orfl|z]r, ..., [onl[lz]1} <

< lllo 2l < vV f[ollse |2 -

Usando tali relazioni segue immediatamente che:

sup HnllnafH < sup 2V (ullse J2]) <
lz|<p O lz]<p
< 2\/5“7)”00,0

e di conseguenza sara sufficiente prendere

1
p<
4yv/nl|v]lo

e quindi
1

'S Sl
Osserviamo che r — +o00 quando ||v|| — 0; questo risultato era in un certo senso
“ attendibile” in quanto quando |[v|| = 0, la f tende alla funzione identita, che
é invertibile dappertutto!
Discutiamo ora brevemente la seconda formulazione dell’esercizio. In tal caso
I’esercizio puo essere risolto applicando direttamente il teorema della funzione
implicita (anziche il teorema della funzione inversa). Indichiamo con

Fz,y) = f(z) —y
22La norma di una matrice & cosi definita (consideriamo su R™ la norma del sup):

|Az]loo _

ackn  [|zloo
llelloo=1

Al

sup || Az|co-
2ERN
[#zlloo=1

Si dimostra (Esercizio!) che tale sup & proprio uguale alla seguente espressione:

n
A= e 43
Al =, max 4> laij]

Jj=1

cioé ¢é il massimo delle somme dei moduli delle componenti di ciascuna riga.
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e mostriamo che & possibile applicare il TFI in un intorno del punto (x,y) =
(0,0); infatti (utilizziamo la stessa notazione introdotta nella discussione prece-
dente):

F(0,0) = f(0)-0=0
oOF
%(0’ 0) = I,+ [2(cos |x|2)A] (@9)=(0,0) — I,

quindi la matrice jacobiana ¢ invertibile nel punto (0,0). Applicando il TFI
possiamo concludere 'esistenza di una funzione g definita in un intorno di y = 0,
tale che per ogni punto in tale intorno si abbia:

F(g(y),y) =0 = fla(y) =y

ma quindi la g altri non &, se non l'inversa di f in un intorno di x = 0.
Troviamo ora un r > 0 in modo che la ¢ sia definita su B,(0). Sempre dal
teorema della funzione implicita?® segue che ¢ sufficiente trovare r, p > 0 tali
che

sup |F(0,y)| < p con T= (3F(0 0)>1 =1
P R Y AT “\ oz "
F 1
sup Hn—]lna(x,y)H < -,
B, (0)x B,(0) oz 2

Cominciamo dalla prima stima:

sup [F(0,y)] = sup |y|=r,
B,.(0) B,.(0)

quindi bisognera richiedere che r < £.

Per quanto riguarda la seconda stima (useremo le osservazioni fatte in prece-
denza a proposito di || A]|):

OF
I, — Hn(m,y)” = sup H]In —1TI,, — 2(cos |x|2)A|| =
dx B, (0)x B.(0)
= sup (2] A) <
B,(0)xB(0)

sup (2v/mllv]lscla]) <
B, (0)x B:-(0)

2vnfvfleop

sup
B, (0)x B (0)

IN

IN

1
quindi sara sufficiente richiedere p < —————.
4v/nljvllo

Concludendo la g é definita per
< 1
r< —.
8 v/n|v]|oo

23Cfr. Luigi Chierchia, Lezioni di Analisi Matematica 2, pagg. 151 e ss.
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Esercizio 59.

1. Applichiamo il teorema della funzione implicita alla funzione
glz,y) = Ay 2y? 4 2siny — 1.

Osserviamo che

9(0,0) =0
e che
dg 2, 2
6—y(m,y) = 2y(ew Y —2>+2cosy
da cui
2—5(0,0):27&0.

Quindi applicando il TFI segue esistenza di una funzione y = f(z), de-
finita in un intorno di « = 0 (i.e B,(0) per un opportuno r > 0), tale
che

g(z, f(x)) =0 Ve B.(0) e f(0)y=0.

2. Cerchiamo di dare una stima sul raggio dell’intorno di definizione della
f, i.e. r. Dal teorema della funzione implicita?* segue che ¢ sufficiente
trovare r, p > 0 tali che

d !
sup \g(%O)\Sﬁ con Tz<g(o,o)> =

B, (0) 9
dg 1
sup l—T(x,y)‘g.
B, (0)x B, (0) dy 2

Cominciamo con lo studiare la prima stima, assumendo che r < 1:

22 2
sup |g(z,0)] = sup [e” —a® 1| <
B,(0) B,(0)
z? 2
< sup (|6 =1+ z|7) <
B.(0)
< sup (¢ fof + o) <
T‘)
. r? 2
< sup (€ +1) ]z <
B.(0)
th.
< 4r? < p. (1.4)

24Cfr. Luigi Chierchia, Lezioni di Analisi Matematica 2, pagg. 151 e ss.
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Per quando riguarda la seconda stima, assumendo che p < 1, si ottiene:

0
sup 1—Tg(:1c7y)’ < sup ‘1—;{/6“32“/2 +2y—cosy‘ <
B.(0)xB,(0) dy B.(0)xB,(0)
< s (j1-cosyl [ —2]) <
B, (0)x B,(0)
< osup o (ly|+6lyl) <
B,-(0)x B, (0)
< sup Tyl <
B, (0)xB,(0)
th. |
< Tp < =
S P bR
. . . 1 . . .
cioé ¢ sufficiente chiedere p < 7R Sostituendo in (1.4) otteniamo
2 1 ! = <t
el — = — r< —.
—4-14 56 ~ V56

. Il limite richiesto & una forma indeterminata, ma puo essere risolto appli-
cando il teorema di De L’Hopital. Osserviamo innanzitutto che

) = Tag, .

2z (e””zﬂcz(f) — 1)
2f(z) (ex*+/*(*) — 2) 4 2 cos f(x)

e quindi:
/
lim f(f) = lim ') =
z—0 X z—0 2z

) e+ (@) _
= T2 2f (w) (e2*+/*() —2) +2cos f(x)

= 0.
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Capitolo 2

Integrazione in R"

2.1 Misura di Peano-Jordan e integrale di Rie-
mann in R"

Esercizio 60. 1. e Cominciamo col dimostrare che se ¢ = = (con 0 <
m < n e MCD(m,n)=1), allora f ¢ discontinua in g.
Consideriamo, infatti, la successione {a, } C [0,1]\Q t.c. ay, "=755°
(questo ¢ possibile per la densita degli irrazionali in [0,1]). Si ha
quindi:

li_f(an) =04 - = f(a).

n—-+oo

e Chiaramente f ¢ continua in ¢ = 0.

Infatti, se {8,} C [0,1] con S, "2EC 0, allora Ve > 0, 3N : n >
N, 0 < B, < ¢; é opportuno distinguere due casi: se (3, & irrazionale,
allora f(8,) = 0; se invece 3, = 7=, allora per n > N si ha ¢ >

Bn = ZL: > ki = f(ﬁn)

n

Concludendo: Ve > 0,3IN : n > N, 0 < f(8,) < ¢, che dimostra
I’asserto.

e Infine dimostriamo la continuita nei punti di (0, 1] \ Q.

Sia a € (0,1]\ Q e sia {8} C [0,1] con B, "Z5° a. Osserviamo
che Ve > 0, esistono soltanto un numero finito di razionali ¢;, tc
f(g;) > e. ! Per quanto detto, AN : n > N, 0 < f(,) < € e quindi

Hnfatti, se ¢ = 7 (con m,n come sopra), si ha che

3=

fl@) =

e quindi, i razionali (della forma suddetta

>e<—=n<

m | =

Nai

che soddisfano tale proprietd sono esattamente

o=ty so o ([1]) <o

dove p(n) indica la funzione di Eulero (cio¢ il numero dei numeri primi con n, minori di n).
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limy, 100 f(Bn) =0 = f(a), che ¢é la tesi.

2. Per dimostrare che f € R([0,1]), facciamo vedere che Ve > 0, 3fy, fo
funzioni a scalini, te f1(z) < f(z) < fa(z) Vo € [0, 1] e [, (f2 — fl) <e.
Consideriamo le seguenti funzioni:

e f1 =0; ovviamente fi(z) < f(z) Vz € [0,1].
e Costruiamo f5 nel seguente modo:
sia N > 3 fissato; Ovviamente i numeri razionali ¢; = % con f(q;) >
J
= sonc; in mllmero finito 2. Sia § = infi<;<;j<ae |¢; — ¢;| e sia invece

h; = -~ >0 Detto b; = min{d, m}, definiamo la nostra

funzione nel seguente modo:
se x € (g5 — bj, ¢j +bj)
altrimenti

o) = { N

Osserviamo che questa funzione é ben definita, in quanto per la nostra
scelta dei b;, gli intervallini sopra sono disgiunti; inoltre fo ¢ una
funzione a scalini.

Concludendo:

03]
1 2
- — < —.
/[01](f2 f1) /f2 +§ h;2b; Elhﬂ% = W

Dall’arbitrarieta di IV segue l’asserto.

Esercizio 61. A é Peano-Jordan misurabile <= la funzione caratteristica x4
é Riemann integrabile <= (per def. di integrabilita) Ve > 0, 3f1, fo funzioni a

scalini tc fi(z) < xa(z) < fa(z) e [pu(fo— f1) <e.
Siano:

filz) = Zﬁh L Xr: (z)  con {R}, 3N rettangoli disgiunti
folz) =202, Xrz (z) con {R2})2) rettangoli disgiunti

Quindi f; e fo assumono valori in {0, 1}: esattamente f; vale 1 su F; = U LR
mentre fy vale 1 su By =U 21R2 (con E7, Fy insiemi elementari).
Poiche f1(z) < xa(x), allora

re€F = filz)=1= xalx)=1=2zc A
quindi E; C A.

Analogamente, si dimostra che A C Es.
Per concludere, basta osservare che: mis,, Fo — mis, F1 = fRn (fa—fi1)<e

2Cfr. nota (1)
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Esercizio 62. Cominciamo col dimostrare che 0A é un insieme P-J misurabi-
le; dal teorema di Lebesgue-Vitali segue che A é un insieme di misura nulla
(in quanto rappresenta l'insieme dei punti di discontinuita dell funzione x4,
che ¢ Riemann integrabile). Quindi, Ve > 0, 3{E,},>1 ricoprimento al piu
numerabile di JA, tc ) - mis,FE, < e. Inoltre A ¢ limitato = 0A ¢
un compatto, quindi posso estrasse un sottoricoprimento finito {E’}N_; con
ZnN:1 mis, E;, < > o, mis,E, < e. Da cio segue che JA ¢ un insieme P-J
misurabile, con misura nulla.

Adesso osservando che gli insieme P-J misurabile costituiscono un’algebra 3 se-

gue facilmente che A = AUJA e ;1: A\ OA stanno ancora nell’algebra e quindi
sono P-J misurabili.

Esercizio 63. Cominciamo col dimostrare che Q™ N E ha misura nulla. Osser-
viamo che Q™ N E é un insieme numerabile denso in E, e quindi lo possiamo
scrivere nella forma Q" N E = {g;};>1 con ¢; = (¢, ..., q}).
Ve > 0, consideriamo il seguente ricoprimento {Q;};>1 dove:

oy lyenw o, 1lrenw n lyrenw ,  1/enw
=t -5(5)" 03 (5) @5 () a5 (5))

11n
Quindi @; ¢ un parallelepipedo n-dimensionale con mis,(; = [2% (2%) } =
£

57+
Percio {Q;};>1 € un ricoprimendo numerabile di Q" N E, con :

+oo +oo c
E mis, Q; = E 5 =¢
j=1 j=1

Dimostriamo ora che non ¢ Peano-Jordan misurabile (usando ’esercizio 2).

Sia E7 un insieme elementare tc Fy C Q™ N E; poiché Q" N E é totalmente
sconnesso, ogni rettangolo contenuto deve essere degenere, quindi £ é unione
di un numero finito di rettangoli degenere, da cui segue che mis,, F; = 0. Percio:

sup{mis, F1 : E; C Q"N E & un insieme elementare} = 0.

Vediamo ora, come possiamo approssimarlo dall’esterno con insiemi elementari.
o —_
Se E3 D Q"N E, allora EC Es. Infatti (per assurdo):

se p Eéﬂ? ¢ By = (usando il fatto che (F2)¢ & aperto) 3D (p) CEC E tc
Dy (p) N E2 = 0.

3F C P(R™) si dice un’algebra se:

1. De F;

2. Ae F—s A° c T,

3. {An}_ CcF=UN_ A, e F.

n=
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Ma in D7 (p), esistono infiniti elementi di Q™ N F (semplicemente per la densita
di Q" in F), e questo contraddice il fatto che F3 D Q"N E.
Inoltre: R

mis,, Ko = mis, Fy > mis,, E= mis,FE > 0

e quindi:
inf{mis, Fs : E5 D Q" N FE ¢ un insieme elementare} > mis, E > 0.

Quindi Q™ N E non pud essere P-J misurabile in quanto l'inf e il sup visti
sopra, non tendono ad un valore comune; cioé¢ VE; C Q" N E C E5 si ha che
mis, Ky — mis, Iy > mis, £ > 0, e quindi non puo essere resa arbitrariamente
piccola.

Esercizio 64. 1. VERO: Se per assurdo si avesse che )% = (), allora
esisterebbe xy € X e quindi potrei trovare D, (z) C X; da cui:

0 = mis(X) > mis(D,(z9)) > 0
che ¢ chiaramente una contraddizione.

2. FALSO: Prendiamo come controesempio X = [0,1] \ Q; dalla densita dei

o
razionali segue che X= (), ma X non ¢ un insieme di misura nulla (tra
l'altro non & Peano Jordan misurabile): infatti se fosse di misura nulla
avrei

1 = mis([0,1]) = mis(X U ([0,1] N Q)) = mis(X) + mis([0, 1] N Q) =0
che ¢ assurdo!

3. VERO: dalla definizione di insiemi di misura nulla segue che Ve > 0
esistono { X, }n, {Yim}m C R ricoprimenti con rettangoli tali che:

Qz CUKX, >, misX, <e
QY CUpY, >, misY,, <e.

Consideriamo ora il seguente ricoprimento di @, X QY con rettangoli:
{Xy, X Y, }nm; sl hanno le seguenti proprieta:

QeXQY C UpmXp X Yoy € Y mis(Xy x V) = Y ) " (mis(X,,)-mis (Y, ))

n,m

Z mis(X,) - Z mis(Y;,) < €

da cui segue che tale insieme ha misura nulla.
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4. FALSO: prendiamo ad esempio @ = {0} x R (cioé l'asse delle y). Se
consideriamo = 0 allora si ha Qg = R che non & di misura nulla (non &
nemmeno P-J misurabile!).

(Ctr. [C] esercizio E.9.23 e la soluzione proposta in appendice B).

Esercizio 65. Consideriamo il caso della successione convergente e sia [ =
lim,, z,,.

Ovviamente si tratta di un insieme di misura nulla: infatti ogni insieme nu-
merabile ¢ di misura nulla. Facciamo vedere che ¢ anche P-J misurabile (cioé
che per ogni € > O riusciamo a trovare un ricoprimento FINITO con rettangoli
{R.}N_ tec. Zn 1 mis(R,) < €). Questo segue semplicemente dalla definizio-
ne di limite; infatti Ve > 0, 3N > 0 t.c. x, € [l —€,] + €] per ogni n > N.
Consideriamo quindi il seguente ricoprimento finito:

Ry, = {zk} per k < N
N=[l—€l+¢€

Si vede chiaramente che soddisfa le hp elencate sopra!

Nel caso di una successione non convergente, possiamo ancora dire che si tratta
di un insieme di misura nulla (in quanto rimane un insieme numerabile), ma
non sard piu vero in generale che ¢ Peano Jordan misurabile. (Considerare ad
esempio la successione {z,, = n}, oppure la successione dei razionali in [0, 1]).

2.2 Integrali iterati

Esercizio 66.

i)
i)

(Sugg: usare le coordinate polari)

Sl e

141) —3 (Suge: D={0<y<1,y?<2<1} ={0<2<1,0<y<Va})
iv) (Sugg: D={0<z<1,1—-z<y<+vV1-—z2})

Esercizio 67. Osservazione: é sufficiente calcolare soltanto il primo integrale;
infatti:

T e KT ey g e

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il cambio di coordinate z/ = y e
y' = x. Il fatto che non si possa invertire ’ordine d’integrazione e’dovuto alla
non uniforme continuita della funzione integranda in tale dominio (vedi le ipo-
tesi delle formule di riduzione).
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Esercizio 68.

2
// x—zdajdy
DY

Esercizio 69. Osserviamo innanzitutto che il dominio D si puo scrivere come
dominio normale rispetto alle x:

D:{(x,y)€R2: 0<y<1,y’<z<1

quindi:

1 1 1 1
// yetdedy = / dy / yie® dy = v dy y3e® dy =
D 0 y2 0 2

e y221 12

= _— _ |2 Y Yy dy =
e e f e
e e 1 271

= 4 ¥ —
4 2+2[€}0

_ e_e,¢e_1_

T4 0272 27

e 1

T4 927

Esercizio 70. Osserviamo innanzitutto che il dominio D si puo scrivere come
dominio normale rispetto alle y:

D:{(z,y)eRZ: 0<z<1, 1—zgyg\/ﬁ};
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quindi:

// zy dx dy
D

Esercizio 71. Cominciamo a trovare i punti di intersezione tra le varie curve
(ovviamente tutte si incontrano nell’origine 0):

x
L = an(k
{y:asz * &3 (14

Yy =ax (1
{ y:ang — Ba— (a71) .

La regione R, racchiusa da queste curve é una “regione triangolare”, di vertici
0, A, e B,. Calcoliamone l'area:

A(a) = Area(R,) = // dedy =
Ra
% axr 1 axr
= /a da:/ dy + / dm/ dy =
0 z a% a?x?
a 1
= /oa (az — %) dx + /; (ax — a2x2) dx =

a

Osserviamo che

lim A(a) =0 e lim A(a) =0

a—1t a—»+o0

quindi deve ammettere un punto di massimo (per a > 1). Studiando la derivata

prima:
, 1 1 7
A (Cl) = 6 |:—2 + :|

a a8



che si annulla per a = ++v/7; quindi il massimo che stiamo cercando ¢ per
a = /7, dove larea vale

1 1
-Amax = 1--
6\6ﬁ|: 7:|
L6
7

Esercizio 72. Considerare il cambio di coordinate:
T = apsin @ cos 6
y = bpsinpsinf
zZ=cpcosp

con (p,0) € (0,7) x (0,27) e 0 < p < 1. Il determinante Jacobiano risulta

quindi:
’ d(z,y,2)
A(p, ¢, 0)
Con tale sostituzione, si ottiene facilmente che:

4
///D 22 dedydz = BT(CLSbC.

Esercizio 73. e Indichiamo con Bél)(O7 ={zeR3: ||z|i = |z1|+]|z2] +
|zg] < 1} e quindi:
BP0, 1) N{z; >0, i=123}={2cR3: zy+ay+a3<1}={z€
R3: 0<23<1,0<29<1—m3, 0<2; <1—m3— 12}
Per la simmetria del problema si ha che:

= abcp? sin .

Vol(B{M(0,1)) = /

dzidzodrs = 8/ dxidrodrs =
BV (0,1)

BV (0,1)n{z;>0, i=1,2,3}

1 1—x3 l—xz3—x2 4 23
= 8/ dl’d/ d{EQ/ d!El = - = —.

e Vediamo cosa succede ora in dimensione 4:
Bil)(O,l) ={zx e R*: ||z|y = |z1| + |22| + |23] + |T4] < 1} = {2 € R*:
~1 <3 <1, (1,32,73) € B (0,1 - [2a])}
quindi:

1
Vol(Bil)(O,l)) :/ dzridzedrsdry z/ d:z:4/ dxidredrs =
B{M(0,1) —1 B (0,1—|z4)|)
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Usando il cambio di coordinate z} = =Tea (con i = 1,2,3) si ottiene:

! Ly 24
:/ dx4/ (1—|x4|)3dx;dxgdxg=/ 20— Jzal)dey = -
-1 B{M(0,1) —13 4!

e Procedendo per induzione su n si ottiene che Vol(BS)(O, 1) =27

— nl

Esercizio 74. 1. Osserviamo che Dy = {0 < 9 <1, 0 < z1 < z2}. Quindi:

! = 11
HQ :/0 dl‘g/o T1X9 dxl dl‘l = g = E

2. Definiamo Ds(r) = {0 < 21 < x5 < r}. Quindi:
Dy ={0<uaz3 <1, (v1,72) € Da(x3)}.

Considerando il cambio di variabili 2 = ;”—3 con i = 1,2, abbiamo:

1 1
I; = / Z3 d(E3/ 21xe dry drg = / Z3 d;vg/ r3 ) b dr! dahy =
0 Da(x3) 0 Do

1
1 1
5
x ]12d1.3:7:7.
/0 3 48 ~ 6ll

3. Generalizzando in maniera analoga a quanto fatto nel punto precedente,
si dimostra che I,, = ﬁ 4

Esercizio 75. Innanzitutto osserviamo che per (z,y) € D (con D denotiamo il
disco unitario in R?) si ha che

P24y’ —2<-1 e 44— (x+y) >2,
da cui possiamo concludere che
2 2
"4y —2<4—(z+y),

cioé la base superiore di tale regione é rappresentata dalla porzione di piano
z =4 — (x +y) intercettata dal cilindro, mentre la base inferiore dalla porzione
di paraboloide z = 22 + y? — 2.

Quindi la nostra regione R pud essere scritta in forma normale nel seguente
modo:

R={(z,y,2) eR®: 2?2 +¢* <1, 2?2 +y* —2<2<4—(z+y)}.

4Dove (2n)!' = (2n) - 2(n — 1) -...-2=2"n!
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Possiamo quindi calcolarne il volume applicando le formule di riduzione:

4- (r+y)
// dxdydz—// dxdy/

2+y2—2
// —(z4y)— (@®+y*—2)] dedy =

//D [6—(z+y)— (22 +y°)] dedy = ()

Vol(R)

passando in coordinate polari, ed utilizzando il fatto che f02 " cosfdo = fOQW sinfdf =
0, otteniamo:

(%)

2w
/ dp/ p[6— (pcosd + psind) — p*] d =
0 0
1
/ 2mp [6—p2} dp =
0

1 1
”[62‘4}—

11
= —.

2

Esercizio 76.

1. Descriviamo la regione F in coordinate polari (p, #). Innanzitutto, il fatto

che z > 0 implica una prima limitazione per la variabile angolare 6, cioé
™ ™ s : 2 22 2 2y :
-3 < 6 < —. Scriviamo ora la relazione (z° + y*)* < (z* — y?) in

coordinate polari (usando la relazione = pcosf e y = psin6):
p* < p?(cos? § — sin? 6) = p* < cos20.

Osserviamo che la relazione sopra ha senso soltanto per valori di € per cui
N ™ ™ . . . .
cos20 > 0, cioe —— <0 < 1 In conclusione, la rappresentazione di E in

coordinate polari ¢ data da:
E®o) — {(p, 0) : —% <fh< E, p? < 00529}.
Volendo graficarla, otterremo una regione a forma di “petalo” compresa

tra le bisettrici del I e I'V quadrante, simmetrica rispetto all’asse delle z,
con “vertice” in (0,0) e passante per (1,0).
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2. Determiniamo l'area di F, utilizzando la rappresentazione in coordinate

polari:
Area(E) = // dx dy = / pdpdf =
E E(pol)

5 Vcos 260
= / d@/ pdp =
- 0
1

s
4

z

= 5/ cos 20 df =
1 s

= Z[sin%]ﬁ%:

_ 1

= 5

3. Osserviamo che l'insieme Ej si puo scrivere in coordinate polari:

B ={(p,0): -T=<0<

p2 < k2 00526‘} ,

T T
4 4’

mentre in coordinate cartesiane:
Ep={(z,y) €eR?: >0, (22 +¢»)? <k*(2? —y?)}.

Usando la rappresentazione in coordinate polari, si calcola facilmente
larea (procedendo come gia fatto per E):

Area(Ey) = /E dxdy:/E(pOI)pddeZ
k k

T k+/ cos 20
= / dG/O pdp =

z
1 s
5/4 k2 cos 20 df =
1 x
Z[kQ sin26]%, =
k2

5

INE)

INE)

4. Calcoliamo ora il volume di G. A tal fine osserviamo che G puo anche
essere definito nel seguente modo:

G = {(z,y,2) €R¥: >0, (2 +y*)? < (1 —22)(2% —9?), |2| < 1}
{(z,9,2) €R?: |2] <1, (z,y) € Em}
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Quindi:

Vol(G) = //dedydz:

Il
D
— =

I

I
S

IS8

S

QU

<

|

Esercizio 77. Consideriamo il cambio di coordinate suggerito:

_ 3 3/v—u
= U= y - -1 = = 2
(I)(x’y)_{v:y+x3 <~ P (u’v)_{y:”é'“.
Il determinante Jacobiano é dato da:
‘3(%1/) Cv—u7E
O(u,v) 32

Osserviamo inoltre che tale trasformazione agisce nel seguente modo sul dominio
T:
T ={(u,v): 0<u<2 2+u<v<6—ul

/ uwe’dudv =
-1(T)
2 6—u
[,
0 2+u
2
= / u e —e*) du =
6 Jo
e

6 264 2

Possiamo quindi concludere che:

// 22y — 2t dedy =
T

ue’ dv =

Esercizio 78. Detto A il solido ottenuto dalla rotazione di D intorno all’asse
z, possiamo rappresentarlo nel seguente modo come dominio normale usando le
coordinate cilindriche:

A={(p,0,z): 0€(0,2m), (p,2) € D}.
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Quindi:

2
Vol(A):///Adxdydz:/o db //Dpdpdz:27r//D:)sdxdz:

Ricordando ora che le coordinate del baricentro di D sono date da (xp, 25) =

m ([[pxdxdz, [[,zdxdz) siha:

dxd
= 2#M // dx dz = 2rxpymis(D).
ffD dx dz D

Applicando ora il teorema appena dimostrato ai solidi di rotazione sotto riportati
(con un’opportuna scelta di D) si ottengono le seguenti espressioni dei volumi:

4,__..3.
1. E'IT”’ ;

2. 2n%ar?;
3. mrlh;
4

wr2h;

W=

5 YR+ rR+r?).

Esercizio 79. Osservare che in coordinate sferiche il dominio ¢ dato da:
YD) ={(p,0,0): 0<p<1,0<0<2m, pcosp > psinp} =
—{(p.0.9): 0<p<1,0<H<2m 0<p< ).

Calcolando 'integrale in coordinate sferiche (osservando che il modulo del de-
terminante Jacobiano & p? sin ¢) si ottiene che é uguale a 22— V2).

Esercizio 80. Osserviamo che il dominio di integrazione, si puo scrivere:
1
D={(x,y,2): e +3*>—2y<0,0<2< Z($2+y2)}

Quindi ponendo A = {(z,y) : 2% +y* — 2y < 0} (che non & altri che un cerchio
nel piano z,y di centro C' = (0,1,0) e raggio 1) si ha:

J[[ #vi g~ [ ( /OW*“)NW> edy =

21 :
:773//1. yl(2? + y?)? da dy.
345 A

Scrivendo A in coordinate polari (cioé T71(A) = {(p,0) : 0 < p < 2sinf, 0 <
6 < m}), e calcolando l'integrale ottenuto si ottiene che il risultato é uguale a 0.
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Esercizio 81. Basta considerare Dy, = {(z,y): 0 <z <k, z <y < k}. Segue
facilmente che f ¢ integrabile su Dy, per ogni k e che:

/ ze  "Wdrdy = lim ze” Vdxdy = ﬁ
D

k—o0 Dy 2

Esercizio 82. Per cominciare ricaviamo alcune informazioni relative all’insieme
F,. Consideriamo un valore zp € (0,1) e studiamo la sezione che si ottiene
intersecando Fj, con il piano z = z:

zZ =2
{ 224y = ng
si ottiene una circonferenza di centro C,, = (0,0, zo) e raggio z/. Osserviamo
inoltre che i raggio di queste sezioni crescono al crescere di 2y, secondo la legge
2P. Quindi si tratta di una figura® simile ad un cono capovolto (con vertice
nell’origine) e base sul piano z = 1 (il raggio di base ¢ 1). Al variare di p varia
la velocita con cui crescono questi raggi e quindi variera il profilo di tale cono:

e Per 0 < p < 1 la funzione 2? ha la concavita rivolta verso l’asse delle z (in
quanto i raggi crescono abbastanza lentamente), quindi F}, ha una forma
simile ad un paraboloide (che corrisponde al caso p = %), cioé a mo’ di
recipiente concavo.

e Per p =1 abbiamo esattamente un cono circolare retto.

e Per p > 1 la funzione z? ha la concavita rivolta verso il piano zy (in quanto
i raggi crescono piu velocemente), quindi F, ha una forma simile ad un
imbuto.

Passiamo ora allo studio dell’integrabilitad della funzione z su tali domini Fj,
(al variare di p > 0). Chiaramente non c¢’¢ alcun probleme quando o > 0 (la
funzione & continua e limitata su F},). I problemi sorgono quando consideriamo
valori negativi di « (in tal caso la funzione non é piu limitata su Fp: ha infatti
un polo nell’origine).

Consideriamo quindi una famiglia crescente di compatti {K,},, che invadono
tutto F), (cioé ogni compatto in F), & definitivamente contenuto negli elementi
di tale famiglia); poiché la funzione in esame ¢ una funzione positiva (su Fj) ci

basterd considerare
lim /// z%dxdydz.
n— oo Kn

1
K,={(z,y,2) eR®: = <z<1,2®+y* <2},
n

Definiamo per n > 1:

5Questa descrizione abbastanza colorita ¢ dovuta al fatto di non poter/voler aggiungere
delle figure!
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ovviamente si tratta di una famiglia crescente di compatti (K,, C K,1 per
ogni n > 1) e invadono (al variare di n) tutto F,. Inoltre la funzione & continua
e limitata (e quindi integrabile) su tali domini. Calcoliamo il valore di tale
integrale per n > 1:

1
/// 2%drdydz = / dz // z%dxdy =
= x2+y?<z2P

n

1
- / 2 Area (B2,(0)) dz =

n

1
= /z“wzdez:
1
n
= 7T/ 20T 4y =
1

—_

m [log 2]3 se a+2p=-1
= o ’n 1
TS|, s atwA -l
- m logn se a+2p=—1
B a+§p+1 [1 - na+12p+1] se o+ 2p 7é —1.
Vediamo cosa succede passando al limite per n — +oc:
+00 se a+2p=-1
/// Pdedyd: ¥ +00 se a+2p<—1
o T se at2p> -1

Concludendo, la funzione z* ¢é integrabile su F}, se e solo se a > —1 — 2p e in

73 ™
tal caso 'integrale vale P

2.3 Integrazione su varieta di R" e forme diffe-
renziali

Esercizio 83. Osserviamo che la curva I' ha la seguente parametrizzazione:

x(t)
O(t) = ()
2(t)
Quindi T' = ®(I) con ® € C'(I) e iniettiva, ed inoltre ®(t) = (1,2t,3t%) #
(0,0,0), ¥ t € I. Questo dimostra che I' ¢ un elemento regolare di varieta 1-
dimensionale, cioé un elemento di curva regolare.
Calcoliamo il seguente integrale superficiale:

/ fd Tl e enar 3(logd — 1)
o1 = _— = 3(log4 —1).
T Vit AR o s

t
2 tel=(12).
t3
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Esercizio 84. Osserviamo che § = ®(A), dove A = (a,b) x (0,a) e ®(¢,0) =
(u(t) cos B, u(t) sin@,v(t)) € C*(A) & una funzione iniettiva (queste proprieta si
dimostrano facilmente, ricordando che I' ¢ una curva regolare in (0,00) X R, e
quindi la sua parametrizzazione v(t) = (u(t),v(t)) soddisfa queste proprieta di
regolarita e iniettivita).

Calcoliamo l’area di tale superficie:

8<I> 8(1)

d02 /\ — | dtdf =

osserviamo che “% A 8<D| = u(t) \/u(t)? + 0(t)? (notare che per hp u(t) > 0),
quindi

b
:a/QMﬂ W0+ 0(0)? dt.

Osserviamo che quest’ultimo integrale si pud anche riscrivere come integale
curvilineo:

Aa:a/xwL
r
Se moltiplichiamo e dividiamo per la lunghezza di T, (), otteniamo
A(S) = al(y) — / xdoy = al(y) zp
r
avendo indicato con z; 'ascissa del baricentro della curva I'. Quindi riassumen-
do, possiamo interpretare questo risultato nel seguente modo:
L’area della superficie ottenuta ruotando di un angolo o una certa curva I' con

le proprieta suddette, non ¢ altro che la lunghezza di T' per la lunghezza dell’arco
di circonferenza, percorso dal suo baricentro durante tale rotazione.’

Esercizio 85. Una parametrizzazione per la curva v é data da:

0 € (0,2m).

{ 2(0) = p(#) cos = a(1+cosf) cosd
y(0) = p(0) sind = a(1+ cosb) sind

Per trovare la lunghezza di -, dobbiamo calcolare il seguente integrale:

2
lungh (y) = /ds = / x4+ y'?do.
o 0

Osserviamo che

{ 2/( '(6) cos — p(0) sin by’ (0) = p'(0) sinf + p() cos,

6Cfr: Tutorato III, esercizio 3 - teorema di Guldino -
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quindi

2?4+ y? = \/(p'(6) cosh — p(8) sinh)2 + (o' (0) sinf + p(f) cosh)2 =
N T
= \/a2 sin? 0 4 a2 (1 4 cos2 0 + 2cos ) =
= av2+2cosf =

1+ cosf
= 2 B ——
W

= 2a

N
COb2 .

In conclusione:

lungh ()

27
/ds ::/ % +y'?do =
¥ 0
27
= / 2a
0

= 4a/ cosgdt?:
0 2

8a [—sinﬂ =
2]y

= 8a.

0
6052‘ df =

Esercizio 86. Cominciamo col trovare una parametrizzazione per tale superficie
OT3. Data la simmetria del problema, introduciamo nel piano x, y le coordinate
polari x = pcosf, y = psinf. Considerando un generico asse p (p misura la
distanza dall’asse z), la circonferenza nel piano p, z si rappresenta in coordinate
polari nella forma

p=R+rcosp., z=rsinp. e € (0,27).

Ne segue che una rappresentazione parametrica della superficie del toro ¢ data
da:

x = (R + rcosp.)costh
X0, 0.) =< y=(R+rcosp.)sinth 0, pe € (0,2m).
z = rsin

Si verifica immediatamente che la funzione X ¢é di classe C! (in realta & molto
pit regolare!) ed iniettiva (segue dal significato geometrico degli angoli 6 e ).
Osserviamo inoltre che in questo modo non abbiamo parametrizzato tutta la
superficie del toro, ma abbiamo escluso due circonferenze (quella corrispondente
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a 0 = 0 e quella relativa a ¢, = 0); questo non inficia il risultato, in quanto
stiamo escludendo degli insiemi aventi misura nulla, che non contribuiscono
quindi significativamente al calcolo dell’area.

Per trovare tale area, dobbiamo calcolare il seguente integrale:

27 27
Area (9T?) = // do = / d9/ | Xo A Xy, || dee .
dprT3 0 0

Osserviamo che

Xo = (—(R+rcosp.)sing, —(R+ rcospe)cosb, 0)

X,, = (—rsingccosf, —rsing.sinf, —rcosp)

e di conseguenza

7 J k
XoNX, = —(R+rcosgpe)sind —(R+ rcosp.)cosb 0 =
—7rsin ¢, cos —7sin @, sin 0 —T COS P

= r(R+rcosp:) - (—cosb cosp., —sinb cos ., siny) .
Quindi otteniamo che:

I Xo AN Xy ] = r(R4+7cosee).

27 27
/ do / HXg /\tie
0 0

2m 27
/ de / r(R+rcosge)dp. =
0 0

= 47’rR.

Concludendo:

Area (OT?)

d(pe =

Osserviamo che si poteva anche procedere utilizzando il teorema di Guldino,
giungendo allo stesso risultato.

Esercizio 87. Vogliamo verificare il teorema della divergenza in R?, cioé mo-
strare la seguente uguaglianza:

/divfdxdy: f-vdoy,
A A

dove con v intendiamo il versore normale esterno al bordo 9 A. Cominciamo col
calcolare 'integrale al primo membro di tale uguaglianza (passando il coordinate
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polari, con origine nel punto (2,0

/ divf dz dy [0 (1 + 2y) + 0, (x)] dedy =
A

S

ydxdy =
™ 1
de/ p*sinfdp =
0

/ sin 0df =
0

Per quanto riguarda il secondo integrale, osserviamo che A & una varieta (una
curva) costituita da due tratti regolari, che possiamo parametrizzare nel seguente
modo:

I
w.\w M‘Hc\

0A1 ={(t,0)1<t<3} e 0Ay={(2+4cosh,sinh)0<0 <m};

osserviamo che tale parametrizzazione orienta il bordo JA positivamente. Os-
serviamo che i versori normali esterni a 0A; e OAs (che indicheremeo rispetti-
vamente con vy e vy) sono dati da:

v =(0,-1) e vy = (cos @, sinf) .

Quindi:

f-vdoy = f-vidoy + fvedo =

0A 0A, A2
3 ™

:/ (—t)dt+/ (14 (24 cosf)sinb,2 + cosf) - (cosf,sin ) df =
1 0

_ 2

=3

E questo dimostra I'uguaglianza iniziale.

Esercizio 88. Indichiamo con @, (F) il flusso esterno del campo vettoriale F
attraverso la superficie 92, dove per definizione di flusso si ha che:

<I>§Q(F) :/ F-vdosy,
a0
dove con v indichiamo il versore normale esterno alla superficie 9. Quindi
applicando il teorema della divergenza (osserviamo che divF = 3), ed il fatto

che Vol(Q2)=1, otteniamo:

O (F) = /Q divF dz = 3Vol() = 3.
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Esercizio 89. 1. w & definita su tutto R3, ed é chiusa e quindi esatta (in
quanto il dominio & semplicemente connesso). Una primitiva é data da:

4 3 2

2. w é definita su R?\{(0, 0)} ma non & chiusa (infatti 9, (mZiyﬂ) = (mz_izg)z +
(xz—iif;g)z =0, (;Tyyz)» e quindi non puo essere esatta.

3. w ¢é definita su tutto R?, ed & chiusa e quindi esatta (in quanto il dominio
¢ semplicemente connesso). Una primitiva é data da: f(x,y) = Sy

4. Si verifica facilmente che:

A=D

w ¢ chiusa <— { B— _C

Osserviamo che w ¢ definita su R? \ {(0,0)}, che non & semplicemente
connesso, per cui chiusura #= esattezza.
Procediamo quindi nel seguente modo:

(a) Per ogni v curva chiusa che non gira intorno all’origine, si ha che
fv w = 0, in quanto w ¢ localmente esatta, cioé é esatta in ogni domi-
nio semplicemente connesso, contenuto nel suo insieme di definizione;

(b) Se 7 & una curva che compie un giro intorno all’origine in senso an-
tiorario, detta C la circonferenza di centro 0 e raggio 1 orientata

positivamente, si ha che:
/ w = / w.
vy C

(Quest’ultimo risultato segue facilmente applicando le formule di
Gauss Green nel piano, ed il fatto che ¢ una forma chiusa).

Da queste considerazioni, si deduce il seguente fatto:
w € esatta <<= /w =0.
c

Imponendo quest’ultima condizione si ottiene che:

A=D

w € esatta <+ { B=C=0

In tal caso una primitiva & data da fa(z,y) = Alog /x? + y2.

Esercizio 90. Si verifica che: fq)w = =,



Esercizio 91. Comiciamo con l'osservare che 7 & un ottaedro (cioé la palla
unitaria di R?, nella metrica indotta dalla ||-||1). I vertici di tale ottaedro sono le
intersezioni con gli assi coordinati: (+1,0,0), (0,41,0), (0,0,+1). Osserviamo
inoltre che 7 & simmetrico rispetto a tutti i piani coordinati.

1. Integriamo sezionando T parallelamente al piano zy, ottenendo (si osservi
che la z-sezione di 7 & T(2) = {(x,y) : |z| + |y| < 1 —|z|}, quadrato con
lato lungo v/2(1 — |2])):

1 1
/ |2|" dx dy d= :/ R dz/ dx dy :/ |2]72(1 — |2|)%dz =
T 1 T(2) —1

1
= 4/ (z'Y — 20 4 z'y+2) dz =
0
I'ultimo integrale esiste finito se e solo se v > —1, e vale:

1 2 1 8
—4 - + = -
<v+1 v+2 7+3> (y+1D)(v+2)(y+3)

2. Poiché la funzione integranda ¢ somma di funzioni positive, 'integra-
le ¢ finito se e solo se ciascuno degli addendi ha integrale finito; per
la simmetria del dominio rispetto allo scambio di coordinate, si ha che
i due integrali fT |z|*dzdydz e fT|y|ﬂdx dy dz esistono finiti se e so-

lose a > —1, B8 > —1 e valgono rispettivamente e

8
(a+1)(a+2)(a+3)

8
(B+1)(B+2)(B+3) " ) )
Riassumendo: lintegrale esiste finito se e solo se @« > —1, > —1 e

v > —1, ed in tal caso vale

8 8 8
@t D@12)@r3)  BrDB+DB+3)  GrDar2(13)

3. La divergenza di F' ¢é costante e vale divF = 3; per il teorema della diver-
genza il flusso richiesto vale allora [ 3dx dydz = 3mis3(T) =4 (dove il
volume di T & %
v =0).

4. Osserviamo che la nostra porzione di superficie, che indicheremo con ¥,
puo essere parametrizzata nel seguente modo:

e si ottiene ad esempio dal calcolo fatto in 1) ponendo

Y ={(z,y,1-2~y), (z,y) € D} dove D={(z,y): z,y >0x+y <1}

Inoltre il versore normale a ¥ in ogni punto & dato da v = %(17 1,1).

Quindi il nostro flusso & dato da:

1 3
F xvdo :/ 1,1,1) x —(1,1,1)V3da dy = 3 Area(D) = =.
/ KCERIESLTRRY (D) =3
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Esercizio 92. Calcoliamo separatamente i due integrali.

1. Cominciamo calcolando I'integrale sul bordo. Osserviamo che 95 = 957 U
0S5, con
051 = {(cost, sint, 0), 0 <t < 2w}
0S5y = {(cost, sint, 1), 0 <t < 2w} .
Osserviamo che per orientare 35S in maniera positiva, dobbiamo orientare
il cerchio 951 (quello alla base inferiore del cilindro) in maniera antioraria
(cioé positiva), ed il cerchio 952 (quello alla base superiore) in maniera

oraria (cio@ negativa).
Quindi:

+0S +0S1 —0S2
/ /
+05, +0S5

B /27r cos?t +sin?t  cos?t +sin?¢ Qi —
=/ . 5 —

= .

2. Calcoliamo ora l'integrale superficiale. Prendiamo come campo vettoriale:

—y T
F(.T,y,Z):(Fl,FQ,F?,): <I2+y2+22’ I2+y2+2270> .

Usando il fatto che F3 = 0 otteniamo che:
rot F' = (—=0,Fs, 0,F1,0,F» — 0,F1).
Parametrizziamo S nel seguente modo:
S ={®(t,2) = (cost, sint, 2) : t €]0,27), z € [0,1]};

quindi il versore normale esterno é dato da v = (cost, sint, 0), mentre
|0:® A 0,®| = 1. Applicando il teorema di Stokes otteniamo:

/w = /rotquda:

a8 s
27 1

- / dt/L:
0 o (1+22)?
.

Esercizio 93. Cominciamo col capire com’¢ fatto C. Possiamo descriverlo come
C =AUB, dove A =D x[1,4] & il cilindro circolare retto con basi sui piani
z =1, z =4 (D ¢il disco unitario chiuso in R?) e B ¢ il segmento di paraboloide
rotondo {(z,y,2) € R*: (x,y) € D, 22 +4? <2 <1}
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1. Integriamo per fette parallele al piano zy; per z € [0,1] la z-sezione di C
¢ il disco C(2) = {(z,y) € R? : 22+ y? < 2} di centro lorigine e raggio
V%, e quindi di area wz. Per z € [1,4], invece, C(z) & costantemente il
disco unitario D di R?, e quindi la sua area & 7.
Quindi:

4 7
Vol(C) = / Area(C(z))dz = 37
0

2. Essendo divF =1, il flusso uscente da C per il teorema della divergenza é

uguale al volume di C;

3. Essendo il campo F parallelo al piano xy, il flusso di esso attraverso la
porzione di frontiera di C sul piano z = 4 & nulla; per la stessa ragione é
nullo il flusso di F' attraverso il disco D x 1, base inferiore del cilidro A
che costituisce C. Il teorema della divergenza applicato ad A ci dice che il
flusso del campo uscente da A é pari a 37; tenendo conto delle osservazioni
appena fatte, si ha che tale flusso, coincide proprio con il flusso uscente
dalla superficie laterale del cilindro, che ¢ quello che ci interessa.

Per concludere dobbiamo calcolare il flusso attraverso la porzione di fron-
tiera sul paraboloide; per fare cid possiamo procedere in vari modi: o come
sopra, o usando la definizione oppure facendo la differenza tra il flusso to-
tale, trovato nel punto precedente, e la somma dei flussi finora trovati; in
tutti i casi viene 7.

4. L’area di 9CN{z = 4} & ovviamente ; I'area di dCN{x?+y* = 1} ¢ ovvia-
mente 67, essendo l'area laterale di un cilindro circolare retto di raggio di
base 1 e altezza 3. Resta da calcolare 'area di 0CN{z = 2% +4?}; questa ¢
una superficie cartesiana con parametrizzazione (x,y) — (z, y, 22+%2), al
variare di (z,y) € D; 'elemento d’area é /1 + |V f(z,y)|?dzdy, pertanto
larea voluta & (useremo le coordinate polari):

/ V1+|Vi(z,y)|?dedy = / V1 + 422 + 4y2dxdy =

D D

/ rv/1+ dr2drdd = Z(5v/5 — 1) .
[0,1]x[0,27] 6

L’area della frontiera vale quindi: 77 + % (5v/5— 1) .

Esercizio 94. 1. Sia OF = AU B, dove:
A = EN{2*+y*+ 22 =1}
B = 0EN{z=+z2+y?}.

Troviamo una parametrizzazione per queste due superfici regolari:

A = {(cosfsingp, sinfsinp., cose) : 0 € (0,27), ¢. € (0, %)}

1
Wik

B = {(zcosb, zsinb, z): 0 € (0,27), z € (0,
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Quindi abbiamo:

|Al2

2w % 1
do = / d9/ sin . dpe = 27(1 — —)
/A 0 0 V2

7 2 T
|Bl, = /dJ:/ dz/ V22zdo = —,
g B 0 0 \@

da cui segue che:

1
OE|s = |Alz + |Bls = 7(2 — —).
|0E|2 = |Al2 + |Bl2 = 7( \/5)

. Osserviamo innanzitutto che il campo vettoriale F' é diretto radialmente
e quindi sara tangente a B in ogni punto, e quindi il flusso attraverso B
sara 0. Calcoliamo invece il flusso uscente attraverso A (osserviamo che
in ogni punto di A il campo coincide con il versore normale esterno):

h(F) = /Avaeda:/A(x,y,z)x(x,y,z)daz

1
/Aldaz |A|2:2W(1_\ﬁ)'

. Per quanto visto nel punto precedente, abbiamo che il flusso totale di F,
uscente da OF é&:

Bjp(F) = B(F) + O (F) = 2x(1- ).

Applicando il Teorema delle divergenza si ottiene il risultato richiesto:

1
—) = &} (F)= | Fxwv.do=
\/g) 8E( ) o

= / divF dxdydz = / 3dxdydz = 3Vol(E);
E E

27r(1 —

da cio ricaviamo che Vol(E) = 27 (1 — %) .

Esercizio 95. Innanzitutto cerchiamo di capire com’¢ fatto il nostro dominio
E. 1 punti in £ devono soddisfare due condizioni:

o 12 + y2 + 22 < 1: cioé devono stare internamente alla sfera di centro
I’origine e raggio 1;

e 0 <z < /224 y?: si deve quindi avere z > 0 (e quindi stiamo consi-
derando solamente i punti nell’emisfero superiore), ed inoltre affinché sia
soddisfatta la seconda condizione tali punti dovranno essere esterni al co-
no z = y/z2 + y2 (& un cono circolare retto, con vertice nell’origine e asse
coincidente con lasse z).
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Rappresentiamo tale dominio in coordinate sferiche (p, ¢, #). Ricordiamo che
le coordinate sferiche sono cosi definite: se P = (x,y,2) € un punto diverso
dall’origine, avremo:

x = psin @, cos b
y = psiny,sinf
Z = pCos g,

dove abbiamo indicato con

p la distanza di P dall’origine (cio¢ il modulo del vettore O?L

pe Vangolo che 'asse individuato dal vettore O? forma con l'asse delle z;
quindi ¢, assumera valori compresi tra 0 e 7 (osserviamo che in un certo
senso rappresenta una sorta di latitudine geografica);

0 Dlangolo che la proiezione del vettore O? sul piano xy, forma con l'asse
delle z; quindi 0 assumera valori compresi tra 0 e 27 (osserviamo che
rappresenta proprio la longitudine geografica).

Traduciamo le condizioni che identificano il nostro dominio, nelle nuove coordi-
nate:

$2+y2+22§1 0<p<l1

e

T

220 <<= 0<p. <<
<

2
ZS /$2+y2

™
— < Pe <
Quindi (in tale coordinate) il nostro dominio diventera:

E = {(r,w6,9)10<p§1, <o < ogegw}.

™ T
4 2’
Cerchiamo ora di rispondere ai vari quesiti proposti.

1. Cominciamo con l'osservare che la superficie OF puo essere vista come
unione di tre superfici regolari date rispettivamente dalla base della semi-
sfera (che indicheremo con OE}), dalla porzione di superficie sferica (che
indicheremo con 0F5) e dalla superficie interna del cono (che indicheremo
con OF3).

Calcoliamo separatamente ’area di ciascuna di queste componenti.

OF1: tale superficie é un cerchio di raggio 1 e centro 'origine, contenuto
nel piano zy; quindi la sua area ¢ nota (cioé 7). Volendo procede-
re pedantemente, dovremmo trovare una parametrizzazione di tale
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8E2:

superficie e calcolare il relativo integrale di superficie, ottenendo lo
stesso risultato. Infatti, una parametrizzazione per JF; ¢ data da:

T = ucosv
Ul(u,v) = y = usinv

z=0

con 0 <u<1e0<wv < 2m; inoltre:

P ik
TLATl = Cos v sinv 0 |=
—usinv wucosv 0
= (0,0,u).
Quindi:
Area (OE,) = do =
O0E,

1 27
= /du/ Wl AL|| do =
0 0
1 2
= /du/ udv =
0 0
1
= 277/ udu =
0

= .

tale superficie & la porzione di calotta sferica (di raggio 1 e centro

lorigine), avente § < ¢, < 7. Una parametrizzazione per 0FE, &

data da:

X = sinu cosv
y =sinusinv
Z = COSU

U2 (u,v)

con 7 <u < g e0<wv <27 inoltre:

7 j k

2 2 . .
Us AT = cosucosv cosusinv —sinu | =

—sinusinv sinucosv 0

= (sin®wucosw, sin® usinv, sinucosu).
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Quindi:

Area (0E;) =

|02 A 02| dv =

\/sin2 wsin?u + sin® u cos2 u dv =

/0
% 27
= du / \/sin4 u—+sin?ucos? udv =
0
/o

z 27
2
= / du Vsin?udv =
T 0

4
5 27

/ du/ | sinu|dv =
= 0

s

2
= 277/ |sinu|du =

4

™

z
= 277/ sinu du =

4

= 27 [—cosu]

= Vor.

INETSE

OFj3: tale superficie ¢ la superficie interna del cono. Troviamo il raggio di
base e l'altezza di tale cono (questi saranno ovviamente uguali):

2 24 .2
rr+y +z 1 22 492 /72 2)2 _q
B . . R 273/2 (2x+y)
z=/T*+y 2=z +y

x2+y2:%
2= /x2+y2
2 2_1
r+y =3
= {2_31/ 2

V2

quindi I'altezza del cono e il raggio di base sono —=

Vou
Una parametrizzazione per 0F3 sara data da:
T = UCoSV
U3 (u,v) = y = usinv
z=u
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1 s .
c0n0<u<ﬁe0<v<2w,1noltre.

VAT = Cos v sinv 1 |=
—usinv wucosv 0
= (—ucosv, —usinv, u).
Quindi:
Area (0FE;) = / do =
OFEs

In conclusione l'area totale di OF é:

Area (OF) Area (0F7) 4+ Area (0F3) + Area (0F3) =

™
= 1+V21+—74=
V2
3+2

= .

V2

. Calcoliamo ora il flusso esterno del campo F(z,y,z) = (z,y,z) (¢ diretto
radialmente) attraverso la superficie OF (che indicheremo con ®1(0F)).
Per la linearita dell’operatore flusso si ha:

OL(OE) = ®}(0E1 UOEyUOE;) =
= OL(0E)) + ©L(0E>) + ©1(0Fs);
calcoliamo quindi separatamente i vari flussi.

(Nota: continueremo ad usare le stesse notazioni e parametrizzazioni
introdotte nel punto precedente.)
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®L(OE):

@;(3Eg)

Osserviamo che un versore normale alla superficie & dato da:”

Wl awl

1
Taw — o 0=

(0,0,1).

Tale versore non ¢ diretto esternamente alla superficie (ma interna-
mente, come si verifica facilmente), di conseguenza dovremmo consi-
derare il versone opposto 77 = (0,0, —1). Quindi:

4 (0E)) F iy do =

0Fy

/ (m,y,z) : (0707 _1) do =
OFE,

—/ zdo =
6E1

= 0,

in quanto la z & identicamente nulla su 0F;.
Osserviamo che un versore normale alla superficie é dato da:
\I/i A \1’12} 1 . 9 .2 . .
T = ——— (sinucosv, sin” usinv, sinucosu) =
&2 A W2 sinu
= (sinwcosv, sinusinv, cosu),

che ¢ proprio diretto nella direzione radiale (in quanto in una sfera in
raggio ¢ normale alla superficie). Tale versore ¢ esterno alla superficie
(basta verificarlo in un singolo punto), di conseguenza considereremo
il versone normale

fig = (sinw coswv, sinusinv, cosu) = (z,y, 2) .

Quindi:

@;(6E2) F - TALQ do =

OFEy

/ (x,y,z)~(m,y,z)da=
OFE,

= / 2?2 +y? +22do =
OE>

/ ldo =
OFEs

= Area(0F;) =
Var.

"Tale risultato si poteva ottenere anche osservando che la superficie dF; ¢ interamente
contenuta nel piano xy e di conseguenza la sua direzione normale ¢ individuata dall’asse z.
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@1 (9E3): Osserviamo che un versore normale alla superficie ¢ dato da:
W3 A3 _ 1

3 AT u

= (—cosv, —sinv, 1).

(—ucosv, —usinv, u) =

Tale versore ¢ diretto esternamente alla superficie (come si verifica
facilmente), di conseguenza considereremo il versone

fi3 = (—cosv, —sinv, 1).

Osserviamo inoltre che tale direzione é normale alla direzione radiale;
infatti in un generico punto di 0Fj3 si ha:

F(z,y,z)-ng = (ucosv, usinv, u)-(—cosv, —sinwv, 1) =

—ucos?v —usin?v +u =

—u+u=
0.

A tale conclusione si poteva giungere anche attraverso semplici consi-
derazioni geometriche: la superficie del cono ¢ in ogni punto tangente
alla direzione radiale (in quanto ottenuto dalla rotazione di una retta
passante per lorigine), quindi il vettore normale in ogni punto do-
vra essere ortogonale al raggio e di conseguenza al campo vettoriale
F(z,y,2).

Questi fatti ci permettono di concludere che il flusso di F' attraverso
la superficie 9F3 é nullo:

©1(0F3)

/ F'ﬁng':
8E3

= / Odo =
OF5

= 0.
Concludendo, il flusso totale sara:
PL(OE) = ®L(OFE, UOE, UJE;) =
= DL(OF)) + ©L(0Es) + ®1(0E3) =
= 0+V27+0=

= V2.
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3. Per calcolare il volume di F/, applichiamo il teorema della divergenza con
il campo vettorial F' sopra introdotto:

O1(0E)

Quindi:

Vol (E)

1
= L OH(OF) =

/ F-ndo=

OE

/// divF dx dy dz =
E

/// 3dxdydz =
E

3Vol (E).

V2
— T .
3 3

Esercizio 96. Consideriamo la 1-forma differenziale

w(z,y)
(y° —

A(z,y)dr + B(z,y)dy =

w?y)de + (2 —y?x)dy

che ¢ definita su R?\ {0}.

)

(22 + 12)2

Osserviamo che non puo essere estesa ad una 1-forma

differenziale definita su tutto R2; infatti, basta considerare ad esempio che

lim A

n—-+oo

(03)

Analizziamo ora i quesiti proposti.

lim [ y —oy ] -
2 2\2 -
n—+oo | (22 + y?) e=0
y=an
1
lim 2% =
n—-+oo #
. ont
lim — =
n——+o0o n3
lim n=
n—-+o0o
+00

1. Dimostriamo che w & chiusa. Dobbiamo far vedere che:
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Infatti:

2 _ .2 2 2\2 _ 3 _ .2 2 2 2 2
8, Alz,y) = By” — ") (=" +y7) i (y“x y) 20z +y?)2y
(2% +¢?)
_ By @ +y?) - (0 -2y dy
(.’E2+y2)3
B 622y? — a* —
- (22 4+ y2)3
2,2 2 2\2 _ 3 _ .2 2 2 2 2
9, Bny) — Bz —y°) (= +y7) - (56241117) (> +y7)2e _
(2% +¢?)
_ B2y +y?) - (@ —yfr)da
($2+y2)3
622y? — at —
(x2_;’_y2)3

Quindi abbiamo dimostrato che w ¢ chiuso. Questo non ci permette di
dire che w ¢ esatta, in quanto tale 1-forma ¢ definita su R? \ {0}, che non
¢ un dominio semplicemente connesso (e quindi non vale ’equivalenza tra
esattezza e chiusura).

. Per a > 0 fissato, consideriamo la curva 7,; una sua parametrizzazione é

data da:
T = o cosf

y=asinf,

B, (0) = {
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con 0 < a < 27. Calcoliamo l'integrale richiesto:

27 3aind O _ A3 20 o
/ Y - / (a® sin® 6 — @ cos? O sin 0) d(acos 0) +
0

ot

o

3 00c3 8 _ 3 qin2
(a” cos® 6 a4 sin® 6 cos 6) d(ovsin0)
«
2m 3ain3n _ A3 2 :
_ / [(a sin” @ a4 cos? fsin 6) (—asing) +
0 o

3 cos® 0 — o’ sin? @ cos )

4

(«

0)| df =
5 (acosb)

S
3

I
9“‘“%%5\:%%%

(cos® @ — sin* ) dh =

N
3

(cos? 0 cos® O — sin® @ sin? 0) df) =

S
3

[cos? 0 cos® O — (1 — cos? @) sin? 6] df =

[cos? 0 cos? 6 — sin® 0 + cos? fsin® 0] df =

N
3

[cos? O — sin® 0] df =

S
3

cos20df =

[sin 20]27 =

3. Consideriamo una generica curva «y chiusa e semplice, che compia un giro
intorno all’origine. Per il teorema di Jordan, tale curva individuera una
regione interna ed una esterna; indichiamo con R tale regione interna
(aperta). Ovviamente (per le ipotesi assunte su ) 0 € R; quindi esistera
una palla di raggio « (sufficientemente piccolo) e centro l'origine, la cui
chiusura & contenuta interamente in R (cioé B, (0) C R). Consideriamo
ora la regione

A = R\ B,(0) ¢ R?\ {0},

la cui frontiera ¢é costituita da due componenti connesse:
OA =~y U0OBL(0) =vU~,.

Dal teorema di Stokes sappiamo che

/ w = / [0yA(z,y) — 0y B(z,y)] dz dy;
A A
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calcolando separatamente i due integrali, ed utilizzando il fatto che w é
chiusa, otteniamo:

/ [0yA(z,y) — 0xB(x,y)]dedy = / Odxdy =
A A
-0

/ w = /w—/ w.
+0A +v +Va

Quindi, usando il teorema di Stokes (Teorema di Gauss-Green nel piano)
e applicando il punto precedente possiamo concludere che:

/ w:/ w=20.
+v +Ya

. Ricordiamo che ’esattezza é equivalente alle seguenti condizioni:

(a) Per ogni curva chiusa 7y (contenuta nel dominio di definizione) si ha
che fﬁ/ w=0;

(b) Se 1 e 2 sono due curve (contenute entrambe nel dominio di defi-
nizione) con gli stessi estremi e la stessa orientazione, allora f% w =

w.
V2

Mostriamo 'esattezza utilizzando la prima caratterizzazione (anziché tro-
vare direttamente la primitiva che & piuttosto laborioso). Dobbiamo quin-
di mostrare che per ogni curva chiusa v si ha che fvw = 0. Dal punto
precedente sappiamo che questo € vero per le curve chiuse semplici, che
compiono un giro intorno all’origine; di conseguenza tale risultato si puo
estendere facilmente anche alle curve chiuse non semplici che compiono
un giro intorno all’origine: bastera “spezzare” il cammino in pitt cammini
semplici e applicare il risultato precedente (utilizzando la linearita (rispet-
to al cammino) dell’operazione d’integrazione di 1-forme.

Cosa si puo dire dei cammini che non girano intorno all’origine? Per tali
cammini le cose sono molto pitt semplici. Infatti, questi possono esse-
re visti come contenuti in un sottodominio semplicemente connesso® di
R?\ {0}: su tale sottodominio vale 'equivalenza tra chiusura ed esattezza,
quindi la nostra w &, su tale sottodominio, una 1-forma esatta (poiché é
chiusa), e quindi il suo integrale su ogni cammino chiuso sara nullo.

8QGraficamente questo fatto risulta abbastanza evidente; un po’ meno immediata & la dimo-
strazione formale. Ad esempio si pud ragionare nel seguente modo: poiché la curva  é chiusa,
per il teorema di Jordan dividera R? in due regioni connesse di cui una esterna (illimitata)
e una interna (limitata); inoltre poiché la curva non gira intorno all’origine, fa si che l'origi-
ne sia contenuta nella regione esterna illimitata. Consideriamo quindi una curva semplice I'
che collega 0 all’ co: bastera prendere come sottodominio semplicemente connesso, la regione
R2 \ T; infatti questa & semplicemente connessa e contiene v al suo interno.
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Possiamo quindi concludere che w ¢ una 1-forma esatta su R? \ {0}. Cer-
chiamo di trovarne una primitiva, cio¢ una funzione f(z,y) tale che w = df;
in altre parole si dovra avere:

3 _ .2
foley) = Aw9) = (3 s
3 _ .2

Queste equazioni non sembrano di facile integrazione, ma la loro natura
ci suggerisce di studiare il problema in altre coordinate: le coordinate
polari. Supponiamo di conoscere una primitiva f(z,y) e definiamo la
nuova funzione

9(p,0) = f(pcosb, psinb),

ottenuta esprimendo la f in coordinate polari. Vediamo quali equazioni
soddisfa la g (utilizzando la regola di differenziazione di funzioni compo-
ste):

fo(pcost, psin®) cosb + f,(pcosh, psinf) sinh =
r3sin® 0 — r3 cos? fsin @
= 1 cosf +

r

r3cosdf — r3sin?fcosh .
sinf =

9p

vl
sin® 0 cos @ — cos? fsin @ + sin b cos® @ — sin® O cos 0

r

= 0

g9 = fa(pcosB, psing) (—psind) + fy(pcos, psinb) (pcosf) =
3 sin® 6 — r? cos? O sin 0 .
= 1 (—psinf) +
,

r3 cos® 0 — r3 sin 0 cos 0

4

" (pcost) =

= (sin®@ — cos®sinf) (—sinf) + (cos® # — sin? § cos A) (cos ) =

—sin* 0 — cos® Asin® 0 + cos* @ — sin® O cos® 6 =

cos® @ — sin? 0 =
(cos? @ — sin? §)(cos® § + sin? §) =

= cos’0 —sin’6 =

= cos20.

Queste equazioni sono sicuramente pitl semplici da integrare. La prima ci
dice che la g non dipende da p. Integrando la seconda otteniamo:

sin 26

9(p,0) = ——.
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Dobbiamo ora ricavare la f, cioé vogliamo riscrivere questa funzione in
coordinate cartesiane. Osserviamo che:

sin 260 B 2sinf cos O B

0 = =
9(p,0) ) )
2 .
72 sin 6 cos 6
= sinfcost = ——— =
r
_ (rsin®) (rcosf)
= 3 :
quindi otteniamo:
Ty
T,Y) = ———.
flay) = — vy
Si verifica immediatamente che questa é effettivamente una primitiva per

la w.

2.4 Serie di Fourier e applicazioni

Esercizio 97. Calcolando i coefficienti di fourier, si ha che:

La funzione f ¢ C! a tratti su R, pertanto la sua serie di Fourier converge ad
f dappertutto. La convergenza é totale (e quindi uniforme) in quanto la serie
2
om0 TR FE < 00
Quindi:

@ = D™ =3 et =
n#0 nez

o 8
——— 5 cos(2n+ 1)z .

2 Ay ety

n=0

(Osserviamo che infatti la funzione f & pari, come si deduce dal fatto che nella

sua serie di Fourier compaiano soltanto i termini relativi al coseno!)
Calcoliamo ora la somma delle serie in questione:

e Da quanto detto sopra relativamente alla convergenza della serie di Fourier
alla funzione f, si ha che:

> 8 > 1 2
L=IO=2 Sy — X @i s

n=
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oo oo oo
Yo - Yo o -
2 - 2 2
—n — (2n) — (2n+1)
I 1 =2
- 1;?+§

da cui segue che: >°°°

1 _ .
n=1n2 "~ 6 °

1 2|z 1
2 2
dz
1£112 5 / ( ) 3

—T

mentre

1 _ m
= (2n+1)* 96
[
— 1 — 1 = 1
2o T gyt @y
11
C 16 ; w796
da cui segue che: Y 7 | I = gé
Esercizio 98. 1. Le due condizioni omogenee u(0,t) = u(m,t) = 0, ci sug-

geriscono di cercare una soluzione della forma

u(z,t) = Z cn(t) sinn .

n>1

Dobbiamo ricavarci esplicitamente i ¢,; vediamo quali sono le condizioni
da imporre (detta f(z) = x estesa in maniera dispari su [—, 7], indichia-
mo con f, i suoi coefficienti di Fourier rispetto alla base {sinnz},... li
calcoleremo in seguito):

Up —Upy =0 <= ¢, (t) +n2c,(t) =0 Vn>1
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quindi i ¢, (t) sono della forma ¢, (t) = Ane ™t e di conseguenza la nostra
soluzione sara rappresentata da:

u(x,t) = Z Ane " sinnz

n>1

per cui la nostra attenzione si spostera nella determinazione di questi A,,
in modo da soddisfare le condizioni iniziali:

u(z,0) = f(x) = ansinnx — A, = fn .

n>1

Quindi la soluzione cercata ¢ data da:

u(z,t) = Z fne*”rzt sinnz .

n>1

Per completare il tutto bisogna calcolare gli fy:

. 2 [T 2
fn = f/ rsinnrdr = = (—1)"*.
O n

™

Sostituendo nell’espressione della soluzione otteniamo:

2
u(z,t) = Z —(71)"+le*"2t sinnz .

n>1

Osserviamo che potevamo procedere in un altro modo (del tutto equi-
valente a quello fin qui esposto), noto come metodo di separazione delle
variabili. Quello che faremo é cercare una soluzione dalla forma particola-
re in cui le variabili z & ¢ compaiono come argomento di funzioni distinte;
richiederemo cioé:

u(z,t) = X (2)T(t)

che andremo a sostituire nelle equazioni che costituiscono il problema,
ottenendo:

X (2)T'(t) — X" ()T(t) = 0

') X"(z)
= T X@
() X"(x)

= T® T X()

quindi devono essere necessariamente uguali ad una costante —pu (questo
perché sto richiedendo in ogni punto che queste due funzioni siano uguali
: ma dipendono da variabili indipendenti e quindi non possono che essere

costanti):
@) _
T = K
X)) _

X — M-
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Cominciamo col risolvere la seconda equazione, con i relativi dati iniziali
che si deducono da quelli del problema originale:

Si verifica immediatamente che per u = 0 oppure p < 0 'unica soluzione
ammissibile ¢é la soluzione nulla, che perd non é compatibile con il problema
iniziale. Quindi I'unico caso ammissibile & g > 0; in tal caso la soluzione
¢ data da:

Xu(x) = A, cos/px + By sin \/ux
e imponendo i dati iniziali si ottiene:
X, (00=0 = A,=0
=0 = B,siny/ur=0 = Ju=n = p=n>.

Sostituendo il valore di p trovato otteniamo che la prima equazione diffe-
renziale invece ammette come soluzione:

T (t) = Ape™™t .

Quindi prendo la soluzione u come combinazioni lineari di queste soluzioni
X, T, al variare di n, ottenendo:

u(z,t) = Z Cpe ™ sinna

n>1

e procedo esattamente come visto con il metodo precedente, giungendo
alla stessa soluzione!
2. Si puo procedere in vari modi:
e Primo metodo: Usando il principio di Sovrapposizione lineare ? |
segue immediatamente che il problema dato é equivalente a risolvere

9nfatti usando la linearita dell’operatore A, segue che se u1,..., u, sono soluzioni di
Au = 0, allora anche v = uj + ...u, € una soluzione dello stesso problema; aggiustando
opportunamente le condizioni al contorno, si ha quanto segue nell’esercizio.
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singolarmente i seguenti tre problemi:

Au; =0 O<e<m 0<y<m
uy(z,0) = 22 0<z<m
a)  up(zr,m) = 0<z<nm
u1(0,y) =0 0<y<m
uy(m,y) =0 0<y<m
Aug = O<z<mO<y<m
us(z,0) =0 0<z<m
b) { us(z,m) = 22 0<z<mw
u2(0,y) =0 0<y<m
uz(m,y) =0 0<y<m
Aug = O<ez<m O<y<m

= 0<z<m
( 0 0<z<nm
uz(0,y) =0 0<y<m
( w2 0<y<m.

Tali problemi si possono risolvere facilmente (a meno di difficol-
ta dovute ai contil) esattamente come abbiamo fatto per il primo
problema.

e Secondo metodo: Vogliamo ricondurci al caso di due condizioni di
Dirichlet omogenee; cerchiamo una soluzione della forma u = 7wz — v;
cerchiamo di trascrivere il problema in termini della v anziché della w
(osserviamo che avendo scelto oculatamente il termine 7z, si ha una
semplificazione del problemal).

Osservando che Au = —Awv e che v = mx — u si ha che il problema
iniziale diventa:

Av=0 O<z<m O0<y<m
v(z,0) = z(m — x) 0<z<mw
v(z, ) =z(r —x) 0<z<m
’U(O,y):O 0<y<m
v(m,y) =0 0<y<m.

Le due condizioni omogenee v(0,y) = v(mw,y) = 0, ci suggeriscono di
cercare una soluzione della forma

v(z,y) = Z en(y) sinna .

n>1

Dobbiamo ricavarci esplicitamente i ¢,,; vediamo quali sono le condi-
zioni da imporre (detta f(x) = z(m — x) estesa in maniera dispari su

[—7, 7], indichiamo con f,, i suoi coefficienti di Fourier rispetto alla
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base {sinna},... li calcoleremo in seguito):

Av=0 ) =
v(z,0) = fz) =>,5, fp sinnz <= ¢,(0) = f,
v(z,7) = f(z) = anl fasinne <= c,(7) = fn

quindi ci siamo ricondotti a studiare la seguente equazione differen-
ziale:

c”(y)—nfcn(y)zo Vn>1

che ammette come soluzione:
en(y) = ap sinhny + b, coshny ;

sostituendo le condizioni iniziali:

bn = fn

an sinhnmw + b, coshnw = f,
e quindi:

bn = fn

~ 1 — coshnm

Apn = "
sinh nmw

Quindi la soluzione cercata ¢ data da:

~ 1 —cosh
u(z,y) =z — ; fn(# sinh ny 4 cosh ny) sin nx
n_

Per completare il tutto bisogna calcolare gli f,:

. 2 [T : ~ A (e
f = 7/0 z(m — x)sinnz dz = (1-(=D").

T mn3

Quindi i coefficienti sono dati da:

fj2n =0
fantr = 7r(2n8+1)3

e la soluzione del problema puo essere rappresentata nella formas:

8 1—cosh(2n+ 1) .
= — h(2 1
u(,y) e T;J m(2n +1)3 ( sinh(2n + 1)7 sinh(2n + 1)y +

+ cosh(2n + 1)y)sin(2n + 1)z .
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Capitolo 3

Analisi complessa

S B ()= (3
S (5)er

Quindi vy = (1+4)" 4+ (1 —14)" € R, e quindi Im~ = 0.

2. Da quanto detto sopra segue che:

Re {(1+i)" + (1 —i)"} =2 ( 273 )(_1)1.

=0
3.
it = eilosi {e—(g+2wn) . neEZy=
— {Q—W : n€Z}.
4.
(—1)% = 2ilea(=1) = fe=2(mt2mn) . 7Y =

= {e2@nHUm . e 7).

Osserviamo che (—1)% c ((—1)?)".
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Esercizio 100. Soluzione:

1. e inf|sinz| = 0: ovvio!
e sup | sin z| = 4o0: infatti | sin(in)| = |sinh(—n)| =3 co;
2. e infp|sinz| = 0: ovvio!

e supp |sin z| = cosh R: infatti basta osservare che
|sin(z 4 iy)| = cosh? y — sinh? z

e si vede che il sup viene assunto per z — 3 + iRR.

3. e infp zjrz = 0: ovvio prendo z =1 !
e supp Zi = 1: infatti si dimostra che questa funzione mappa tale

semipiano nel cerchio unitario {|z| < 1}.

4. Per quanto detto nel punto precedente, si ha che :

e infp |e%| =e !

z—1i
e supp le=ti| =e.

Esercizio 101. 1. E’ sufficiente dimostrare che f analitica in § = f(z) =
f(Z) é analitica in €. Infatti, una volta dimostrato cio, I’altra implicazione

segue immediatamente osservando che f = f . Dimostriamo quindi che f
é analitica in zg € €

lim = (3.1)
w—0 w
— &)iino f Zo + Eﬁ) - f(Zo) _ (33)
= ['(Zo) (3.4)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che f é analitica in Zy.
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(z,y) + tv(z,y) sia una funzione analitica in
= (. Quindi derivando l'espressione sopra,

e

2. Supponiamo che f(z)
Q, tale che |f|]? = u?
otteniamo:

0p(u? +0v%) =0
Oy(u? +v*) =0

3]

+ v

{ Uy + vV, =0

Uty +vvy =0

Applicando le equazioni di Cauchy Riemann, e sostituendo sopra, ottenia-

mo:
Uy — VUy = 0
ULy + Vg =0

da cui, moltiplicando le due espressioni otteniamo:
2 2y(,,2 2 2 2
(u” +v7)(ug +uy) = C(uy +uy,) = 0.
Distinguiamo ora due casi:

(a) Se C =0, allora f(z) =0 e quindi é costante!

(b) Se C # 0, allora u? + u2 = 0 e quindi u, = u, = 0 da cui segue che
u & costante; d’altra parte utilizzando le equazioni di C.R. otteniamo
che v, = v, = 0 e cio¢ anche v & costante.

3. Se Re f = f, allora v(z,y) = 0 e quindi v, = v, = 0; applicando Cauchy
Riemann si ha che anche u; = u, = 0 e quindi anche u ¢ costante.

4. Si procede in maniera speculare a quanto fatto sopra.

Esercizio 102. Imponendo la condizione AP(x,y) = 0, si ottengono le seguenti
condizioni:
c=—3a
b= -3d
e quindi P é della forma:
P(z,y) = az® — 3dzy — 3axy® + dy> .
Risolviamo ora il secondo problema; dalle equazioni di Cauchy-Riemann si ha:
vy = Py
vy = — P,
e tramite integrazione diretta si ottiene:
v(z,y) = da® + 3ax’y — 3dxy® — ay® + cost.
Quindi la funzione analitica corrispondente é:

f(2) = f(z +iy) = (a +id)z> + i cost.
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Esercizio 103. 1.

22+3 2z—-1)+5 12(z—-1)+5
2+l (z-1)+2 2 143510 T
= Y e =
n=0
5~ ()" n
= 54’; 2n+1(271)’

2. Utilizzeremo i teoremi di differenziazione per Serie, applicati alla serie
geometrica (si verifica facilmente che sono soddisfatte tutte le hp ); co-
minciamo con 'osservare il seguente risultato elementare:

1
1_2222'" per |z] < 1.
n>0

Quindi, differenziando (m — 1) volte, otteniamo (per |z| < 1):
pm-1 1 _ (m—1)!
1—2 (z—1)m

DY e = ) 2 nn—1)... (n— (m—2).

n>0 n>m—1

Mettendo insieme le due uguaglianze, otteniamo:
1 nf n+m-—1
(1—2)’”_22 ( m—1 )

n>0

Esercizio 104. I Raggi di convergenza delle serie assegnate sono:

1. R=00;
2. R=0;
3. R=1;
4. R=1;
5 R=1.
Esercizio 105. 1. E’ una serie di potenza, il cui disco di convergenza é dato
da:

A= {lz+i| < V2};

1
11—z

In tale disco converge alla funzione f(z) =
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2. La serie converge totalmente (e quindi uniformemente e puntualmente) per
|z| < 1. La serie non converge per |z| > 1 (non & soddisfatta la condizione
necessaria di Cauchy).

3. La serie converge totalmente (e quindi uniformemente e puntualmente) per
|z| < 1. La serie non converge per |z| > 1 (non ¢é soddisfatta la condizione
necessaria di Cauchy).

Esercizio 106. Dalla definizione di Raggio di convergenza, si verifica quasi
immediatamente che:

e La prima serie ha raggio di convergenza R? (dove se R = oo, si ha che
R? = o0);

e La seconda serie ha raggio di convergenza v R;

e La terza serie (mettendo insieme i due risultati precedenti), ha raggio di
convergenza R.

. . 1t
Esercizio 107. 1. f0(0,1+i) vdz = 4.

2. f‘z‘:Rxdz = itR?.

3. Osserviamo che:

/ dz 1 / dz +/ dz .
=2 22—1 2\ Jm22—1 Jm2+1) "

applicando la formula di Cauchy su dischi, segue immediatamente che tale
integrale ¢ nullo.

4. e Sen <0, tale integrale & uguale a zero, come segue immediatamente
dal teorema di Cauchy su dischi;

e Se n > 0: applichiamo la formula di Cauchy su dishi; derivando
(n — 1) volte entrambi i membri, otteniamo:

(n—1) 2) = (n_ 1)' f(C
= =L

che applicato al nostro integrale ci fornisce:

e? 2mi
—dz = ——— .
/|Z|_1 2" (n—1)!

5. Si procede esattamente come in (3) e segue che f‘ e —.

z|=2 2241
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6. Si Procede analogamente a (3) e (5), usando un trucco analogo a quello
suggerito nell’integrale (2); otteniamo che:

1 _ 1 a + p?
lz—al2  p2—la2\z—a p?-az

e facendo i conti troviamo:

e Se |a| < p il risultato & : %;
. 2
e Se |a| > p il risultato é : %.

7. Procedendo esattamente come in (4), otteniamo:

e Sen <0, allora lelzl sz dz = 0;

n

e Se n > 0 e n pari, allora f\z\:l Si;}fdz =0;

e Sen>0en=1 (mod.4), allora lelzl sinz gy = 2mi

zn - (”—1)!;
® Sen>0en=3(modd),allora [__, Wrdz = — (nQﬁ)r

8. Distinguiamo vari casi: !

e Sen>0em>0, allora le\:Q 2"(1—2)mdz = 0;

e Sen>0em <0, alloraf‘z‘:2 2"(1—2)"dz = 2mi(—1)™ ( |m|n_ 1 );

e Sen<0em >0, alloraf‘z‘:2 2"(1—2)™dz = 27ri(—1)n+1 ( |n|771 ) );

e Sen<0em<0, allora 2

/z_2 (1-2)™ dz = 2mi {< |m|‘;-| = ) + ( ‘mm e )}

Esercizio 108. 1. Sia z tc |z| < p esia § = R — p > 0; per le ipotesi fatte,
sappiamo che Bs(z) C Bg(0), che & interno al dominio di analiticita della
f. Come gia notato nell’esercizio precedente, dalla formula di Cauchy su
dischi, segue la seguente rappresentazione delle derivate della f:

niyy — IO
f1on = 2mi /835(2) (¢ —z)n*t

1E’ molto probabile che ci sia qualche errore! Se ne trovate qualcuno fatemelo sapere...

2Suggerimento: Non fare I'integrale sulla circonferenza! usa due cammini, ottenuti unendo
alla circonferenza il segmento = = %; questi avranno in comune tale segmento (percorso in
versi opposti) e ciascuno conterra nella propria regione interna una sola singolarita! in questo
modo, a ciascuno dei due integrali ottenuti, si pud applicare la Formula di Cauchy
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per ogni |y — z| < 4. Quindi:

\M 1
(n) < n-n
|f (Z)| - 2T 0Bs(2) §n+1
n!M . .
= gguriz|0Bs(2)| = M6~ = nIM(R ~ p)
e quindi

sup |f™(2)| < nIM(R—p)™" .
B, (0)

2. Se per assurdo cio fosse vero, allora prendendo un § sufficientemente pic-
colo in modo che Bs(z) C 2 (dove con 2 intendo il dominio di analiticita
della f), e applicando le stime di Cauchy precedenti, otterrei:

nin™ < [f™(2)] sup [£(Q)|ntd™™,
Bs(z)

da cui:
sup | £(¢)] > n"6" "= oo
Bs(z)

che ¢ assurdo, in quanto |f| & continua su Bs(z) (compatto!) e quindi per
il teorema di Weierstrass é ivi limitata!

Esercizio 109. Supponiamo per assurdo che esista f funzione intera (non
costante), tale che Rez > 0 per ogni z € C; consideriamo la funzione:

g(z) = e .

E’ ovvio che g sia analitica in tutto C (cioé @ intera); inoltre |g(z)| = e—Ref(z) <
1 per le hp fatte! Quindi ho trovato una funzione intera non costante (in quanto
f non lo era) che ¢ limitata in modulo... questo contraddice il teorema di
Liouville!

Esercizio 110. e Considerare ad esempio la funzione f(z) = sin 1. (Ve-
rificate!).

e Sia f come sopra e supponiamo che esista una funzione g come nelle hp
dell’esercizio; tale funzione ¢ chiaramente analitica in |z| < 1, ma in tale
insieme ha infiniti zeri, che si accumulano in almeno un punto del dominio
(ho una successione in un compatto... quindi possiede almeno un punto
di accumulazione!). Dalle proprieta degli zeri di una funzione olomorfa,
segue che g = 0 su {|z| < 1}... ma su tale insieme g coincide con f...
Assurdo!
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Esercizio 111. Dalla doppia periodicita della funzione f, segue che ¢ sufficiente
conoscere i valori della funzione nel dominio R = {aw; + bws : 0 < a,b < 1}
infatti per ogni z € C, me lo posso scrivere come z = r + nwi + mws, dove
r € R (verificatelo!). Usando la doppia periodicita della f, posso concludere che
f(z) = f(r), da cui:

sup £(2)] = sup ()] < o

in quanto R & un compatto e |f| & continua (in quanto f ¢ olomorfa), quindi dal
teorema di Weierstrass segue la conclusione di sopra.

Quindi ho che f ¢ una funzione intera e limitata in modulo: dal teorema di
Liouville segue che f ¢ costante!

Esercizio 112. Consideriamo la funzione:

J;(,i) se z#0
9(z) =

% se z=0
Si dimostra che g ¢ una funzione olomorfa su {|z| < 1} (Cfr. D.Sarason Note
on Complex function theory , VIL.13). Per 0 < r < 1 la funzione g & limitata
in modulo da - nel disco |z| < r (segue dal principio del massimo modulo).
Mandando al limite per r — 17, otteniamo che |g] < 1 per |z| < 1, e quindi
(dalla def di g):

[F ()] < Iz

che ¢ la tesi.
(Oss.: Per dimostrare che tale disuguaglianza ¢ stretta, applicare il principio del
massimo alla funzione g sopra definita... )

Esercizio 113. Dalle ipotesi dell’esercizio, sappiamo che f mappa 2 in By (1) =
{]# — 1] < 1}; in tale insiema posso definire un ramo analitico del logaritmo,
che indicheremo log, z (questo & vero in quanto tale dominio non contiene alcun
cammino che gira intorno all’origine... provare a determinare esplicitamente tale
ramo analitico!) Quindi:

/wJJC‘/:/sz(IOg*Z)dZ=0

come segue immediatamente...

Esercizio 114. 1. E’ noto che una TLF viene individuata completamente
dal valore che assume su tre punti distinti del piano complesso. Sia:

az+b

)=
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la nostra TLF che manda l’asse reale in se stesso; consideriamo ora la sua
inversa, che sara data da:

¢y = 20

a — cw

e continuerd a mandare l’asse reale nell’asse reale!
Calcoliamo ora le due TLF in zero:
b —b
z(0)=-=€eR e 0= — eR.

0= o) =
Distinguiamo ora due casi (& sempre possibile ricondursi ad uno di questi
due casi, moltiplicando numeratore e denominatori, per un opportuno
coefficiente):

(a) Se b, d € R allora anche a € R; quindi calcolando ¢(1) = gjr's eR
segue che anche ¢ € R;

(b) Se b, d € iR e di conseguenza a € iR. Moltiplicando numeratore
e denominatore di ¢ per i (tanto la TLF rimane la stessa: & de-
finita come classe d’equivalenza) mi riconduco al caso precedente,
e quindi posso concludere che anche in questo caso esiste una sua
rappresentazione con coefficieni reali.

2. Ricordiamo che due TLF che coincidono su tre punti coincidono dapper-
tutto. Premesso cio, supponiamo che la coniugazione sia una TLF ed
osserviamo che coincide con l'identita su tutto I’asse reale; poiché I'iden-
titd & una TLF allora avrei trovato due TLF che coincidono su tre punti
(in realta su molti di pit) ma che sono diverse!!! (ASSURDO!)

Esercizio 115. In tutti questi esercizi, il trucco consistera nel trovare I'imma-
gine di due o tre punti (infatti le TLF richieste non sono uniche in molti casi)
e costruirsi la TLF associata; riassumiamo brevemente le proprieta delle TLF
che useremo:

e Una TLF & univocamente determinata da tre punti. ( Due punti non me
la determinano univocamente ma a meno di omotetie e rotazioni)

e Una TLF manda la classe (cerchi, rette) nella classe (cerchi, rette) .. ossia
pud mandare cerchi in cerchi, rette in cerchi, rette in rette oppure cerchi
in rette; in particolare:

— un cerchio andra in una retta, solo se un suo punto viene mandato
all’infinito;

— una retta viene mandato in un cerchio se ogni suo punto viene man-
dato in un punto finito e il limite delle TLF all’infinito é finito;
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e una TLF rispetta le simmetrie: punti simmetrici rispetto una retta ( o un
cerchio) vengono mandati in punti simmetrici rispetto 'immagine della
retta (o del cerchio)... che sara ancora una retta o un cerchio; in particola-
re, per simmetrico di un punto z rispetto ad un cerchio di raggio R e centro
a, intendiamo un punto z* che soddisfa la relazione (2* — a)(z — @) = R.
Osserviamo quindi che il simmetrico del centro ¢é il punto all’infinito;

e una TLF conserva gli angoli (¢ una mappa conforme) e ’orientamento (cioé
se prima percorrendo la curva avevo il dominio da un lato (destra o sini-
stra), 'immagine della curva sara orientata in modo da avere 'immagine
del dominio dallo stesso lato!).

Troviamo ora le trasformazioni richieste:

1. Basta imporre che:
zo — 0 Zp — 00 ;

questa non me la determina univocamente: mi manda la retta reale in
una circonferenza di centro 0 ma raggio a priori qualsiasi; quindi bisogna
imporre che un qualsiasi punto dell’asse rele vada in un punto di modulo
1: ad esempio che il punto all’infinito vada in 1 (cioé che il limite della
trasformazione sia 1; quindi otteniamo:

zZ— 20

((z) =

z—7Zy

2. Mandiamo:
—-2—=0 0—1

e per concludere impongo che il punto all’infinito (¢ il simmetrico di 0
rispetto al primo cerchio), vada nel simmetrico di ¢ rispetto al secon-
do cerchio, che ¢ dato da (basta applicare la formuletta sopra) *2“';
otteniamo:

41 z+2

Cl==5sra-a-

3. Per brevita chiamiamo C il cerchio piu piccolo e Cy quell’altro.
Supponiamo che i due cerchi concentrici finali abbiano centro nell’origine.
Sia p il punto la cui immagine & 0 (ossia il centro) Quindi il suo simme-
trico rispetto a C; (e C3) deve andare in oo (poiché ¢’¢ un solo punto
che va all’infinito, questi due punti dovranno necessariamente coincidere);
imponiamo quindi le seguenti condizioni per trovare p:

v - D=4
pp=1
che ci fornisce (una volta risolto) p = 2 4 v/3; quindi dobbiamo imporre:

1

2+v3-0
2++/3

— 00 1—1
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dove I'ultima condizione & stata scelta arbitrariamente (se ne possono fare
altre che vanno ancora benissimo!); otteniamo quindi:

(2+V3) -2

Z)= ——— >t
(=) (24+V3)z—1
4. Mandiamo:
1— o0 0—0 —1—=1
ed otteniamo: 5
z
() = —=.

Questa TLF mappa il mio dominio nella striscia {0 < Rez < 1}. Quindi
per mandarla nel semipiano superiore, bastera comporla con la funzion
e da cui otteniamo che la trasformazione cercata é:

2wiz

f(z) = eiﬂ-C(z) = e=z—-1

Esercizio 116. Osserviamo che 1’asse reale viene mandato nell’asse reale (vedi
es 1.1) e quindi verra conservata la simmetria rispetto asse reale (vedi es.2).
Vediamo dove viene mandato ’asse immaginario:

0——1 1 — —1 — 1 =1

quindi viene mandato nella circonferenza unitaria di centro l’origine; in parti-
colare, poiché 1 ¢ 'unico punto che va all’infinito, segue che per ¢ # 1, tutte
queste retta vanno in una circonferenza.
Per ¢ = 1 la retta in questione, viene mandata in se stessa; infatti: se z=1-+iy
allora o1

W2

Y 1y
Quindi, poiché le TLF conservano la simmetria, avremo che le immagini delle
rette con c = 14+ ¢ e ¢ = 1 — ¢ avranno immagini simmetriche rispetto ’asse

Rez = 1. Quindi é sufficiente studiare cosa succede per ¢ < 1:

R(z2) =

1. Sappiamo gia che 'immagine é una circonferenza, dobbiamo determinarne
il centro; per la simmetria rispetto asse reale, sappiamo che il centro deve
stare su asse reale;

2. Ogni retta contiene in punto co che viene mandato in 1; d’altro canto

ciascuna retta ha un altro punto immagine su asse reale: iﬂ, quindi il
1

centro ¢ il punto intermedio a questi due, cio¢ 3 (f_r} + 1).

c+1
c—1
¢ — oo anche questo tende a zero, mentre quando ¢ — 1 questo tende a

infinito (cio¢ tende a diventare la retta Rez = 1).

3. Il raggio di queste circonferenze é % (1 — )7 ed osserviamo che quando
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Per simmetria si ottengono le immagini delle rette per ¢ > 1. Conclusione:

1. se ¢ = 1: 'immagine ¢ la retta Rez = 1;

2. se ¢ < 1: Iimmagine ¢ una circonferenza di centro P, = % (1 + zﬂ) e

raggio R, = 3 (1 - Eﬂ),

3. se ¢ > 1: I'immagine ¢ una circonferenza di centro P, = % (1 + zJ_FD e

raggio R, = % (ﬁfl — 1).

Esercizio 117. (Premessa: molto probabilmente ¢’¢ da aggiungere qualche
ipotesi sulla regolarita di f, altrimenti ci sono dei problemi... se ho tempo e le
trovo, correggo questa versione provvisoria della soluzione)
Sia zp un punto tale che Imzy > 0; consideriamo la trasformazione che mi mappa
il mio dominio nel cerchio unitario mandando zy nell’origine: (vedi es.2.1)
zZ— 20
() =2

e consideriamo la funzione g = f o (~! : B1(0) — C e analitica su tale dominio:
infatti 'unico eventuale problema é in z = 1, cioé nell'immagine dell’infinito..
si dimostra che per le ipotesi fatte la funzione ha in tale punto una singolarita
eliminabile.

Quindi posso applicare a g la formula di Cauchy su dischi:

1 9§ 1 fol (€
00 = 5 [ P ag— [ Lot B,
2mi Jgr & 2mi Jg1 13
Osserviamo ora che g(0) = f(zp) e facciamo il seguente cambio di coordinate

nell’integrale:

z=(7'¢ - £

I
o~
~

w2
Ny

e di conseguenza:
(=),
& ((2) (z —Z0)(2 — 20) -

Sostituenso sopra otteniamo:

1 20 — Zo _
%%Af@%z—%Xz—mﬁh‘
_Mm/“”w 1e)

T |2 — 202

f(20)

—00

Esercizio 118. Ricordiamo che per Residuo di una funzione f in zg, inten-
diamo il coefficiente a_; dello sviluppo in serie di Laurent con centro in zj.
(Chiaramente se f ¢ analitica in zg il suo residuo in tale punto & 0)
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1. Sia f una funzione meromorfa con polo in 2y di ordine A > 0. Vogliamo
trovare il coefficiente a_; del suo sviluppo in serie di Laurent in zg. Os-
serviamo che per le condizioni date, si ha che la funzione (z — zo)" f(2) &

3 0
analitica in zg e il coefficiente by, _1 del suo sviluppo di Taylor in zg coincide
proprio con a_1 che stiamo cercando; quindi:

L DO - 20)" ()],

ReSZOf = m 2

2. Se f ¢ analitica in zp e g ha un polo semplice in tale punto, consideriamo
lo sviluppo in serie di Laurent del prodotto:

fg = (a0 +0(2)) (b-1(z = 20)"" +bo +0(2)) =
- %(z — 20)" " + agho + arb_1 + O(2) .

Quindi ricordandoci la definizione di residuo:

Res, fg = agb_1 = f(zg)Res,, g .

Esercizio 119. Soluzione:

* (a)

La funzione ha poli semplici in z = —2, —3; infatti:
1 B 1 1 1
224+524+6  (24+2)(2+3) 2+2 z+3°
Quindi Res_o =1 e Res_3 = —1.
e (b)
La funzione ha due poli di ordine 2 in z = —1,1. I relativi residui sono:
Res_; = i e Res; = —i.

. ()
Questa funzione ha poli in ogni multiplo intero di 7: quindi tutti e soli
i poli (semplici) sono della forma z = kr con k € Z. D’altro canto la
funzione é periodica di pediodo 27 sull’asse reale, e quindi sara sufficiente
calcolare il residuo in 0 e 7.
Per il residuo in 0:
1 z 1

- = — -— = Resg=1
sinz sinz =z

dove nell’ultimo passaggio ho usato 'esercizio 1.
Per il residuo in 7:

1 -1 _—k-m 1

sinz  sin(z—7) sin(z—7w) (z—m)
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quindi procedendo come sopra:
Res, = —1.
Riassumendo: Resy, = (—1).

* (d)
Usando Desercizio 1 e il punto (c), otteniamo che:

Resy, = cos(km) - (—=1)k =1.

* (e)
Questa funzione ha poli in ogni multiplo intero di 7 e tali poli sono di
ordine 2. Inoltre essendo periodica di periodo 7 sull’asse reale, € sufficiente
calcolare il residuo in z = 0:
1 1
sin? 2 (z—%+0(z5))2
1 1 1

2(1-2106Y)" 2 1-5+0(:Y

3 3

Quindi Resg = 0, da cui segue (per periodicita) che Resk, = 0.

1 22 4 1 1 9
= Z2<1—|—+O(z ))222—1—4-0(2).

Esercizio 120. 1. Consideriamo la sostituzione (per |z|=1):

Lo iy 1 1
0059—2(6 +e )—2(z+z>.
/’f do B /2“ o
o a-tcosf o a-+cosh
7{ dz (iz)™*
|Z|:1a—|—%(2+%)

_ j{ dz
o l2j=1 2%+ 2az + 1

La funzione integranda ha poli semplici in a+ = —a=+/a? — 1, e calcolando
i relativi residui, otteniamo:

Quindi:

Sl = N = N

1
Resq, = ———— = —Res,_ .
ap — o
Applichiamo il teorema dei residui, ricordandoci che 'unico polo contenuto
all’interno del disco unitario & oy, quindi:
™

a2—1
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2. Cominciamo con l'osservare che la funzione sin? z assume su (0, 7) gli
stessi valori che assume su (7, ) ed inoltre ¢ periodica di periodo 7 sul-
Passe reale. Quindi possiamo riscrivere il nostro integrale (procediamo
esattamente come sopra):

1 /2” da 1 f dz (iz)~!
4 Jo a+sin’z 4 Jiz=1 a+[%(z—z—1)]2

2

_ lf —zdz
i e 2t = (da+2)22 + 1

Calcoliamone i poli: sono in +4/54, dove Sy = (2a+1)++/(2a +1)% — 1.
Vediamo quali stanno all’interno del disco unitario (indichiamo le quattro
soluzioni oy 4,4, 4, a__):

e se a > 0: devo scegliere quelle associate a _ (cio¢ a_y e a—_). In
questo caso otteniamo:

a4 a_ _

s = Bar o) ¢ " T B A —as)

Otteniamo quindi il valore integrale (usando teo residui):

-~
(2a+1)2 -1

e se a < 0: devo scegliere quelle associate a f4 (cioé a4y e aq_). In
questo caso otteniamo:

« «
Resq,, = t e Resq, = s

(Bt = B-) (g4 — ay—) (B = B ) (o —apy)

Otteniamo quindi il valore integrale (usando teo residui):

T
(2a+1)2 -1

Quindi riassumendo il valore dell’integrale viene:

sgn(a)
(20 +1)2 -1
3. Intergriamo la funzione f(z) = #;4_6 sul cammino:

vr=CrUog={|z| =R, Imz >0} U{-R <x <R}.
Studieremo il comportamento di tale integrale quando R tende ad infinito.

La funzion f(z) ha poli in z = +i\/2 e z = 4i1/3; naturalmente noi consi-
dereremo solo quelli nel semipiano superiore, e prendendo R molto grande
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possiamo assumere che sono contenuti all’interno del nostro cammino.
Calcoliamone i residui:

/9 i3
Resiﬂ:% e Resi\/g: 1\[.

Applicando il teorema dei residui otteniamo:

]{Rfdz:/CRfdz—&—/ngdz =7(vV3-V2).

Vediamo cosa succede quando passo al limite per R — co:

22 R?
| it < | e el
cp 24522 +6 = Jog 124 + 522 4+ 6] -

R2
< — |dz|l =
= /CRR4—5R2—6| g

R2 R—oo
= WR7R475R276 — 0;
mentre: -
R —00
d d
/(,Rf(z) i /Oox4—|—5x2—|—6 v
Quindi:
(V3 -V2) = hmy{f dz—/ f(z
YR
da cui:

VBV = [

Z —V2) = .

2 ( ) /0 x* 4+ 522+ 6

. Ovviamente dobbiamo supporre a # 0 altrimenti la funzione non ¢ inte-
grabile in 0. Applichiamo il teorema dei residui alla funzione

e'LZ

22 4 a?

flz) =

ed integriamola sul cammino g definito come nel punto precedente. La
funzione ha poli in z = +i|a|, quindi I"unico polo che si trova all'interno
del nostro cammino (quando R é sufficientemente grande) é z = ilal, e il
suo residuo:
e_la‘
Resjja) = —— -
ol = 9|al

Osserviamo ora i seguenti fatti:

T
lim / f(z)dz= — .
R—o0 R () |CL‘
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eiz 1 )
—d < - ldz| <
/CRZ2+(12 Z‘ > R2_a2/cr|e |ldz| <

TR R0
< 7R2—a2—> }

+oo “+o0 +o00 .
COS X . ST
/ f)de = / mdx“/,oo P ar

— 00 — 00

T cosx
= 5 2dx.
o XFta

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la disparita della funzione
integranda.
Possiamo quindi concludere:

T cosw 1 [ cosx T g
0o T2+4a 2 ) o 22+a 2|al

Esercizio 121. 1. Consideriamo la sostituzione (per |z| = 1):

1, . - 1 1
cosf = 5(610 +e ) = 5 <Z—|— z) .

Quindi:
T df 1 [*™  df
/0 atcosf 5/0 a+cosf
1 dz (iz)™*
- 2?,%_1 PE Ty
1 dz
- i7|{z|_1 22 +2az +1

La funzione integranda ha poli semplici in a4 = —a4+v/a2 — 1, e calcolando
i relativi residui, otteniamo:

1
Res,, = ———— = —Res,_ .
ap — o

Applichiamo il teorema dei residui, ricordandoci che I'unico polo contenuto
all’interno del disco unitario & oy, quindi:

™

a2—1
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2. Cominciamo con l'osservare che la funzione sin? z assume su (0, 7) gli
stessi valori che assume su (7, ) ed inoltre ¢ periodica di periodo 7 sul-
Passe reale. Quindi possiamo riscrivere il nostro integrale (procediamo
esattamente come sopra):

1 /2” da 1 f dz (iz)~!
4 Jo a+sin’z 4 Jiz=1 a+[%(z—z—1)]2

2

_ lf —zdz
i e 2t = (da+2)22 + 1

Calcoliamone i poli: sono in +4/54, dove Sy = (2a+1)++/(2a +1)% — 1.
Vediamo quali stanno all’interno del disco unitario (indichiamo le quattro
soluzioni oy 4,4, 4, a__):

e se a > 0: devo scegliere quelle associate a _ (cio¢ a_y e a—_). In
questo caso otteniamo:

a4 a_ _

s = Bar o) ¢ " T B A —as)

Otteniamo quindi il valore integrale (usando teo residui):

-~
(2a+1)2 -1

e se a < 0: devo scegliere quelle associate a f4 (cioé a4y e aq_). In
questo caso otteniamo:

« «
Resq,, = t e Resq, = s

(Bt = B-) (g4 — ay—) (B = B ) (o —apy)

Otteniamo quindi il valore integrale (usando teo residui):

T
(2a+1)2 -1

Quindi riassumendo il valore dell’integrale viene:

sgn(a)
(20 +1)2 -1
3. Integriamo la funzione f(z) = m sul cammino:

vr=CrUogp={|z2| =R, Imz >0} U{-R <x <R}.
Studieremo il comportamento di tale integrale quando R tende ad infinito.

La funzion f(z) ha poli in z = +i\/2 e z = 4i1/3; naturalmente noi consi-
dereremo solo quelli nel semipiano superiore, e prendendo R molto grande
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possiamo assumere che sono contenuti all’interno del nostro cammino.
Calcoliamone i residui:

iv?2 —iV3
Resi\/iZT e Resi\/g: 5

Applicando il teorema dei residui otteniamo:

fdz = CRfdz—ir/aRfdz :%(W—ﬁ).

TR

Vediamo cosa succede quando passo al limite per R — co:

22 R?
| st = | e lels
cp 244522 +6 = Jog 124 + 522 4+ 6] -

R2
< | el =
/CR RY—5RZ—6
RQ

R—

= "R sp_e
mentre: - )
R—o0 X
Quindi:
(V3 -V2) = lim]{ f(z)dz :/ f(z)dx
R—o0 YR o
da cui:

2

T > x
TV3-vay=| —2  dr.
Z(V3-V2) A 52560

z2—z+2

105779 sul cammino:

. Integriamo la funzione f(z) =
Yyr=CrUogr={|z2| =R, Imz> 0} U{-R <x<R}.

Studieremo il comportamento di tale integrale quando R tende ad infinito.
La funzion f(z) ha poli in z = £3i e z = +2¢; naturalmente noi conside-
reremo solo quelli nel semipiano superiore, e prendendo R molto grande
possiamo assumere che sono contenuti all’interno del nostro cammino.
Calcoliamone i residui:

7+ 3i 1—1i

ReSgi = T& e Resgi = 1761

Applicando il teorema dei residui otteniamo:

5

fdz= fdz—i—/ fdz = — .
Cr on 12

TR
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Vediamo cosa succede quando passo al limite per R — oo:

2 2 R+ R+2
[ R = X AE
cp 24 +1022 49 cp |24+ 1022 + 9|
/ R2+R+2
o, R4 —10R2 —9

R°4+R+2 pooo

IN

|dz| =

= ﬂRm — 0;
mentre: e [ a2 a4o
/URf(z)dz — /_Oomx
Quindi:
% = Rh_r}réof f(z)dz :/00 f(z)dx
YR —o0
da cui:

57 /oo 2 —x+2
— = ——— dx.
12 o x*+1022+9

. Oss: Dobbiamo supporre a # 0 in quanto altrimenti la funzione non é piu
integrabile (perché?).

2
. . . .
Integriamo la funzione f(z) = Zta)s sul cammino:

Yyr=CrUogp={|z| =R, Imz >0} U{-R <x<R}.

Studieremo il comportamento di tale integrale quando R tende ad infinito.
La funzion f(z) ha poli in z = =i|a| ; naturalmente noi considereremo
solo quelli nel semipiano superiore, e prendendo R molto grande possiamo
assumere che sono contenuti all’interno del nostro cammino. Calcoliamone
i residui:

4a?
26|al5i
Applicando il teorema dei residui e procedendo esattamente come nei due
integrali precendenti (le stime sono esattamente le stesse), arriviamo alla
conclusione:

Resiw =

/“af?d _ L
o (22 +a?)3 v 16lal3

. Ovviamente dobbiamo supporre a # 0 altrimenti la funzione non é inte-
grabile in 0. Applichiamo il teorema dei residui alla funzione

iz

e
22 + qa?

flz) =

ed integriamola sul cammino g definito come nel punto precedente. La
funzione ha poli in z = +i|a|, quindi I'unico polo che si trova all’interno
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del nostro cammino (quando R & sufficientemente grande) & z = ila|, e il
suo residuo:

Resija) = eZi|a|
Osserviamo ora i seguenti fatti:
L]
AEHWARf(Z)dz: |Z—‘ .

eiz 1 )
——d L E—— Yl ldz| <
/CRZ2+CL2 Z‘ > RQ_GQ/CT|€|Z|_

TR R0
< om0

o0 +o0 +o0 :
oS S
oo oo TFFa oo TFFa
“+o0
R,
oo Xt a
dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la disparita della funzione

integranda.
Possiamo quindi concludere:

T cosx 1 [T cosx T gl
o z2+4a 2 ) o 22+a 2|al

7. Consideriamo in Q@ = C\{z =iy | y < 0} consideriamo la determinazione
analitica del logaritmo log z tale che: log1l =0 e log(—1) = im .
Applichiamo il teorema dei residui alla funzione f(z) = icf; analitica in

@\ {i}; quindi la nostra funzione ha un polo in z = i e residuo Res; =

102%‘ = 7. Scegliamo come cammino di integrazione:

YR, = CRUCEUU+U07:{‘Z|:R,ImZZO}U
U {lz]=e, Imz>0}U{-R<x<—c}U{e<x<R}.
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Quindi:

—  lm AR F(2)dz =

2 e—0
R — o0

0 . 0o
1 1
/ 0g|x|+z7rdx+/ gL . _
o 142? o 1l+a?

* logx < 1
2 d j ——dx =
A 1122 Jc—|—z71'/0 1122 T

* logx w2
= 2 d —
/0 1215

(oo}
1
/ o8 x2 dr =0.
o 1+=z
Osserviamo che nel calcolo dell’integrale abbiamo stimato (in maniera mol-

to semplice) che gli integrali lungo le due semicirconferenze di raggio R e
€, danno un contributo nullo nel passaggio al limite.

da cui segue che:

8. Suggerimento: integrare prima per parti e poi distinguereicasi: 0 < a <1
el<a<?2.
1l risultato viene:

asin 73

Esercizio 122. (a) Applichiamo il teorema di Rouché con v = 9D;(0), e
prendiamo g(z) = 62%. Osserviamo:

- lg(2)] = 6 sur;

- |P1(2)—g(%)| < 5su~y. Quindi dal teorema di Rouché, segue che P, e
¢ hanno lo stesso numero di zeri in D1 (0) (contati con molteplicita),
e quindi P; ha 3 zeri in tale disco.

(b) Cominciamo con vedere quanti zeri ci sono in D;(0); procediamo come
sopra, prendendo v = dD1(0) e g(z) = —62z. Si verifica immediatamente

che su ~:
[Pa(2) — g(2)] <4 <6 =]g(2)]

e quindi dal teorema di Rouché segue che P> ha esattamente uno zero in
tale disco.

Vediamo cosa possiamodire sugli zeri in D5(0); prendiamo v = 9D2(0) e
g(z) = z*. Si verifica facilmente che

[Pa(2) — g(2)] <15 <16 = |g(2)]
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e quindi dal teorema di Rouché segue che la funzione ha esattamente 4
zeri in tale disco.

Concludendo: P; ha tre zeri nell’anello 1 < |z| < 2.

(¢) Consideriamo la curva yg nel primo quadrante, consistente degli intervalli
[0, R], [0,iR] e I’arco di circonferenza di centro 0 e raggio R, congiungente
ipunti R e tR. E’ sufficiente mostrare che per R sufficientemente grande il
nostro polinomio ha esattamente uno zero all’interno di «g. Applichiamo
il teorema di Rouché prendendo come funzione g(z) = 2* + 1 che ha
esattamente uno zero interno a yg. Ci rimane da controllare che |Ps(z) —
9(2)| < |g(2)| per z € yg; infatti:

— |Ps(x) — g(x)| = |#]® < 2* + 1 = [g(z)| per ogni = € R;
— |Ps(iy) — g(iy)| = |y|*> < y* + 1 = |g(iy)| per ogni y € R;

— |P3(2) —g(2)| = |2]> = R®* < R* =1 < |g(2)] per |z| = R (con R > 2
in modo che R* — 1 > 2R® — R® = R3).

Esercizio 123. Cominciamo col dimostrare il suggerimento: il nostro polinomio
ha esattamente n radici contate con la loro molteplicita, quindi lo possiamo
fattorizzare: (z — ay) - ... (2 — ), da cui si vede che il termine noto del
polinomio, corrisponde esattamente al prodotto delle radici (cambiate di segno),
da cui segue l'affermazione del suggerimento.

Nel nostro caso (non sappiamo niente sul grado del polinomio, quindi avremmo
un’indeterminazione nel segno del prodotto delle radici!) il prodotto delle radici
di P(z) (contate con molteplicita) & uguale a £1. Poiché non ci sono radici
all’interno del disco unitario, segue che non ci possono stare nemmeno fuori
dal disco (altrimenti il prodotto non potrebbe dare 1 in modulo); quindi tutte
le radici si trovano sul cerchio |z| = 1. Inoltre sappiamo che P(0) = —1 < 0
e che lim, o P(z) = 400 (in quanto il coefficiente direttore del polinomio ¢
positivo), e quindi per continuita, deve esistere una radice sul semiasse reale
positivo. Quindi necessariamente P(1) = 0.

Esercizio 124. Supponiamo per assurdo che f non sia identicamente nulla e
che abbia piu di m zeri in €2, e sia 0’ una sottoregione compatta di 2 con bor-
do rappresentato da una curva semplice (cioé ogni punto interno, ha indice 1
rispetto a tale curva), e supponiamo che ' contenga I > m zeri di f. Appli-
chiamo il principio dell’argomento (usando il fatto che la successione converge
uniformemente su Q'):
1 !
m<l = — f— dz =
271 a0 f
1 !/
21 Joq n—oo fn
1 !/
= — lim Ndz <m
271 n—oo a0 Jn
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che & una chiara contraddizione!

Esercizio 125. Possiamo assumere senza alcuna perdita di generalita che f(0) =
0 (altrimenti applico quando segue alla funzione g(z) = f(z) — f(0)). Poiche
f'(0) £ 0 ed f ¢ analitica in un intorno di 0, segue che la mia funzione la posso
rappresentare nella forma f(z) = zf1(z) con f1(0) # 0.

Definiamo ora fa(z) = fi1(2™), ed osserviamo che esiste un intorno D,(0) tale che
f2(2) # 0 in ogni punto di tale intorno; in tale intorno (semplicemente connesso)
posso definire una determinazione analitica di log f2 e quindi di {/f2(z) =: h(z)
(‘e quindi h(2)™ = f3(2) in tale intorno dell’origine).

Concludendo, per ogni z € D,(0) si ha:

f(2") = 2" [1(2") = 2" fa(2) = (2h(2))" =2 g(2)"

con ¢ analitica in tale insieme; e questo conclude la dimostrazione.

Esercizio 126. (i) Osserviamo che ay = %, mentre se n > 3, abbiamo:

1 21 Din-1
an = 1-— Unp—-1 = n Apn—1 = M n—1—
n2 n2 n
(n+1)(n—1)n(n—2) n+14
= Ap—2 = ... = —a3 =
n? (n—1)2 3
n+1nps00 1
= — =
n 2

(ii) Il suggerimento si dimostra per induzione. Vediamo come utilizzarlo:

2m—1

omn - . ony . on
(14+2z°) = (142) lim (1+=z )—(1+z)$gnoo;)z =

8

n=1

2™ —1 oo 1
— lim § Z2n 4 Z2n+1 — § Zn —
m—o0 1—=2
n=0 n=1

Esercizio 127. Per dimostrare che 0 ¢ una funzione analitica su tutto C, é suf-
ficiente dimostrare che tale prodotto converge uniformememte su ogni compatto
di C; per far cio, mostriamo che la serie:

Z |h2n—1ez + h2n—le—z + h4n—2‘

n=1

converge totalmente sui dischi Dg(0), per ogni R > 0. Infatti, se |z| < R:

Z |h2n—1ez + h2n—1e—z + h4n—2| < Z ‘h|2n_1(26R + 1) < CZ ‘h|n < 000,

n=1 n=1 n=1
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Con un conto diretto, si fa vedere che soddisfa anche ’equazione funzionale;
infatti:

h=le™?0(z) = h7'le? H(l +R* e (1 4+ B e F) =
n>1
= hl'e*(1+he?)(1+he ™) [J(A+ 2 te?) 1+ B2 le™?) =
n>2
_ (1 + hflefz)(l + hez) H(l + h2n7162)(1 + h2nflefz) —

n>2

= (1+hte®) H(l + h* e (1 4 he?) H(l + A2 le?) =

n>2 n>2

facendo il cambio di indici: n = m — 1 (nel primo prodotto) e n = m + 1 (nel
secondo prodotto):

hte™#0(z) = ...= H (14 A% 3e77) H (14 h?mHle?) =
m>1 m>1
= H (14 h*™3e72)(1 + h?™Te?) = 0(z + log h?) .
m>1

Esercizio 128. (a) Osserviamo che tale funzione ha zeri (semplici) in z =
+n; poiché Zn% diverge, mentre ) # converge, dobbiamo prendere
h =1 (genere del prodotto canonico), ottenendo quindi la rappresentazio-

ne: -
sinmz = ze9) (1 — 7> n
[I(r-7)e
n#0

con g funzione intera da determinare.

(b) Facciamo la derivata logaritmica dell’'uguaglianza sopra ottenuta ottenen-
do:

d(sinmz) 1 , 1 1
reotmy = — 0 — E : .
cot mz +4'(2)+ + o)

sinmz z z—n
n#0

confrontando tale espressione con quella menzionata nel testo dell’eserci-
zio, otteniamo che ¢’(z) = 0 e quindi g(z) = ¢. Poiche il limite
sinmz

lim =
z—0 z

(&

si ottiene facilmente che e9*) = e¢ = 7. Quindi abbiamo ottenuto la
seguente rappresentazione :

. z z
sinmz =z H (1 — 7) en
n
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(c) Dall’espressione sopra, si vede subito che la funzione ¢ di genere 1; inoltre,
mettendo insieme i fattori di indice n e —n, otteniamo:

1 ) sin 7z
H 1-— = lim ———mF——— =
n? z=17z(1—2)(1+ 2)

sinm(l—2) 1

1.
20 r(1-z2) 2

Esercizio 129. Scriviamoci questo integrale, come integrale lungo la circon-
ferenza unitaria, usando la sostituzione cosf = 3 (z+ 1), valida per [z| =

1:
2 2n
1 1
0)*"do = —— =) dz=
/0 (cos9) 2" Jsr <Z+ Z) :

1 2 12n
/ =+
g1

Z’22n Z2n+1

La funzione integranda ha in 0 un polo di ordine 2n 4 1, quindi avremmo che:

Dgn (Z2 + 1)211

Resp = onl o

Per calcolarci tale residuo, osserviamo il seguente fatto:

(1422 = i( 2;7 >z2j

Jj=0

(%)

e quindi

Resg

Applicando il teorema dei residui:

2 2 2n
1 (2 +1)
2n _ — —
A (cos)"do = ...= o /Sl pET] dz =
o 2m [ 2n\ . (2n—-1)!
To2ng ( n ) =2 2n!!

come si verifica facilmente sviluppando i fattoriali.
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Esercizio 130. Denotiamo con f; la nostra funzione ristretta al semipiano
superiore; usando il principio di riflessione di Schwarz segue (poiché assume
valori reali su asse reale) che

f+(2) = f+(2) 5

da cio segue abbastanza facilmente che f(z) = f(Z) per ogni z € C. (Basta
infatti osservare che la funzione sopra definita coincide con f su un insieme con
parte interna... e quindi devono coincidere dappertutto!).

Ora usiamoil fatto che assume valori immaginari su asse immaginario: definisco
una nuova funzione

9(2) =if(iz)
che sarad ancora analitica su tutto C e inoltre assumera valori reali su asse reale.

Quindi posso applicare quanto detto sopra all nuova funzione g e concludere che
per ogni z:

if(iz) = g(2) = 9(z) = ~if(iz) .

Mettendo insieme i vari risultati:

fliz) = =f(iz) = =f(=iz) = = f(—iz)

per ogni z € C.

Esercizio 131. (i) La funzione f soddisfa il teorema di cauchy (in quanto
analitica) quindi:

1 f(z
= — ¢ gy =
1(0) 2 Jg1 2 :
1 2
= o o 9(0)do ;

questa proprieta ¢ anche detta Proprieta del Valor medio (infatti, il valore
al centro é dato dal valore medio dei valori che assume su una qualsiasi
circonferenza di centro l'origine, e contenuta all’interno del dominio di
analiticita).

(ii) La risposta & affermatival Diamo ora una rappresentazione integrale di
tale funzione.
(IDEA: Vogliamo utilizzare la proprieta del valore medio, per trovare il
valore della funzione in un generico punto zy interno al cerchio unitario.
Cercheremo una trasformazione lineare fratta che mappi il disco unitario
in se stesso, in modo da mandare il punto 2o nel centro... )
Sia quindi zp tale che |z9| < 1; la TFL che mappa il disco unitario in se
stesso, mandando zp in 0, é data da

Z— 20

S(z) =

1—27
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Definiamo la nuova funzione ¢ = f o S~!: & ancora analitica sul disco
unitario chiuso, quindi posso applicare il teorema del valor medio:

B 1 foS™lz) ,
f(z0) = 9(0)*% Slfdzf
1 f(€) 1 —|z)?
= —_— 77d =
271 St f |§—Zo|2 f
Y 1— 22
Tl T

2

dove il termine % ¢ detto Nucleo di Poisson. Abbiamo definito una
funzione analitica nel disco unitario, che soddisfa il problema al contorno
assegnato (un problema di questa forma ¢ detto Problema di Dirichlet.

(iii) Chiaramente la soluzione ¢ unica. Infatti I'unicita segue proprio da come
I’abbiamo costruita, usando cioé la proprieta del valore medio... 'unicita si
puo anche vedere da un altro punto di vista: supponiamo che ne esistano
due: allora avremmo trovato due funzioni analitiche che coincidono su
un insieme che ha punti di accumulazioni... e quindi devono coincidere
dappertutto!

(iv) Nel caso di un generico dominio Q chiuso e semplicemente connesso, per

il teorema della mappa di Riemann riesco a trovare un diffeomorfismo
analitico che mi mappi tale dominio nel cerchi unitario. Ragionando come
sopra si ottiene ’esistenza di una soluzione anche in questo caso.
Nota: Forse dovremmo discutere meglio cosa succede al bordo... questo
non & un problema molto semplice, e bisognerebbe sviluppare una teoria
topologica abbastanza complicata (Teoria di Caratheodory) e introdurre
il concetto di Prime ends. Per chi volesse approfondire questo punto di
vista, pud consultare le note Complex Dynamical Systems, John Milnor
(scaricabili dal sito web dell’universita SUNY at Stony Brook).

(v) La proprieta fondamentale che abbiamo usato & la proprieta del valore
medio!! Quindi questo ragionamento si potrebbe applicare a qualsiasi
funzione che goda di tale proprietd. Un caso interessante ¢ il caso delle
funzioni armoniche... quanto abbiamo detto, altri non é se non la dimo-
strazione dell’esistenza di soluzioni del problema di Poisson per funzioni
armoniche, su domini semplicemente connessi.

Esercizio 132. (i) Basta prendere la seguente funzione:
(2) = J(5 log )
z) = f(=—logz) .
g 2mi &

osserviamo che nonostante non sia possibile definire in tale dominio una
determinazione analitica del logaritmo, la composizione di queste due fun-
zioni € analitica su D*: infatti la 1— periodicita della f, elimina ogni
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eventuale problema derivante dall’argomento del logaritmo! (naturalmen-
te si pud fare una discussione molto pit formale di tutto cio...)
Proprio per come é stata costruita si ha:

per ogni z € X,

9(e*™%) = f(2)

(ii) La serie di Laurent per gé data da:

dove:

con 0 <r<1.

Cn

flz) = Z 2"

1 f(©)

27T’L' Cr §n+1

(iii) Basta semplicemente calcolare la serie di L. della g nei punti e2"%*, per
ogni z € ¥ e applicare quanto visto nel punto (i).

Esercizio 133. Risultati:

o(-5)

2m
a? —b?
m(la—vVa?—1)
™
sin(wa)
™
bsin (%)
72 cos(ma)
sin?(7a)
log?a — log®b
T
35
128"

(V2 -1).
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Appendice A

Esercizi proposti (non svolti)

Esercizio 1. Sia u, una successione di funzioni continue su [a, b]. Dimostrare
che se u, converge uniformemente in (a,b), allora converge uniformemente in
[a, b].

Dedurre che se wu,, converge puntualmente in (a,b), ma la successione uy,(a) (o
analogamente u,, (b)) non converge, allora u,, non pud convergere uniformemente
in (a,b).

Rileggere i risultati sopra, nel caso delle serie di funzioni.

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie

> (:c + i)nﬂ

n>1

sulla semiretta {z > 0}.

Esercizio 3. Studiare la convergenza della seguente serie:

+oo +oo )
> [ eray.
n

n=1

Esercizio 4. Studiare la convergenza delle seguenti serie:

(@) s () Esilog Y/TH7 (0 Xony it

sin nx
n!

Esercizio 5. Dimostrare che ) -, converge totalmente su R e calcolarne
la somma.

(Sugg.: Ricordarsi la formula di Eulero e?’ = cos 6 + isin#).
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Esercizio 6. Trovare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze:

(a) Zn21(23n +32n) " (b) Zn21n3 x2n+1 (C) ZnZl (3;3:3) x2n

2 " " M T n
(@) Yooy (1= 2H2) am () Doy (H2) () Loy sinnt 22

Esercizio 7. Sia

flz) = v/ x2 + y? <1ew2ty2) sex #0

0 sex =0

Dimostrare che:
e f & continua in (0,0);
e f ha tutte le derivate direzionali in (0, 0);

e f non é differenziabile in (0, 0).

Esercizio 8. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

2,2 . s
(a) 1im(x’y)ﬁo iQTyz (b) hm(x’y)ﬁo e 22+4y2

_cos(z21y? . sin(z
(C) hm(w,y)HO W (d) hm(%y)%o (Ty)

Esercizio 9. Le seguenti funzioni sono differenziabili nell’origine?

1.
r+y sex >0

a:—l—y(f"’”2 sex <0

f(x,y) = {
2. f(z,y) = V22 + y2

3. flz,y) = [arctg(y + 1]

4. f(x,y) =log, 1 (x +1)

Esercizio 10. Determinare le rette normali al paraboloide z = 22 +y? — 1 che
passano per lorigine. Che angolo formano con 'asse delle z ?
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Esercizio 11. Sia

[ e e (@,y) £ (0,0)
f(“”)‘{o " e (my) =

f & continua in (0,0)? E’ differenziabile in (0,0)?

Esercizio 12. Trovare, se esiste, ’equazione del piano tangente al grafico di

z=yx2+y?>in A=(0,1,1), B=(3,4,5) e C = (0,0,0).

Sia z = 2% + y?; trovare, se esiste, il piano tangente al grafico che:
1. sia parallelo al piano 2z + 4y — z = 0;
2. sia normale all’asse z;
3. contenga larettax =1, y = 1.

dz(t)
dt -

Esercizio 13. Sia z = 2¥, con © = cost e y = sint. Calcolare
Sia z = 2%y con
r=2u+v
{ Yy = ue’

9z (u,v) 9z (u,v)
o € ou
u

Calcolare B

Esercizio 14. Calcolare max e min della funzione
flz,y) =2 —y°

nel dominio D = {(z,y) € R?: 2—2 + %—j <1}.

Esercizio 15. Calcolare max e min su R?, delle funzioni:
L flz,y) =2 +ay? +y*;

2. flz,y) = (az® + by?)e~@+¥°) 4l variare di a,b > 0 .

Esercizio 16. Calcolare max e min della funzione

fla,y) = yer" =

nel dominio D = {(z,y) e R?: |z| + |y| < 1}.
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Esercizio 17. Espandere f(z,y) = 2%y + 3y — 2 in serie di potenze di (z — 1)
e (y+2). Farlo in due modi diversi, uno dei quali usando le derivate.

Esercizio 18. Calcolare max e min della funzione
Y 2
fla,y) = / e~ dt

nel dominio K = {(z,y) e R?: 0<z <y <2z}

Esercizio 19. Calcolare max e min della funzione

f(z,y) = arctg(z +y)

nel dominio D = {(z,y) € R?: % +y? <4}

Esercizio 20. Calcolare massimi e minimi (relativi e assoluti) della funzione:

z2

f(z,y,2) = zye”

nel dominio D = {(z,y,2) € R®: 42? +¢y* — 22 > 1}.

Esercizio 21. Si consideri T : C([-1,1]) — C([-1,1]) definita nel modo
seguente:
x

Tu(z) = 5

u(z) +g(@) -

T
2
1. Per quali g, T é lineare?

T & una contrazione? T é continua?

Dimostrare che 3! v tc ©w = Tu.

-~ W N

Dimostrare che 3) vale anche se T : C([—a,a]) — C([—a,a]) con a > 0
qualunque.

Esercizio 22. Si consideri

f: R —R
(z,y) — flz,y) = —2e +2y—1.

1. Sia Py = (20, y0) con g < 0 un punto tale che f(xg,yo) = 0. In un intorno
di Py, si pu6 esplicitare la y?
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2. Taylor all’ordine 2 della funzione implicita y(z) in un intorno di (0, 3);

3. Quali sono i punti di {(x,y) : f(z,y) = 0} in un intorno dei quali non si
puo esplicitare y(z)?

Esercizio 23. Sia
E={(z,y,2) eR®: 22 =uay+1}.

1. Dire se E é una superficie, cioé se nell’intorno di ogni punto si pud
esplicitare almeno una variabile;

FE non é compatta;
flx,y,2) = 22 + 32 + 2% ammette un minimo assoluto su F; determinarlo;

E & connessa? Determinare f(E);

gL N

Determinare lo spazio tangente a F in (—1,1,0).

Esercizio 24. Sia
IF={(z,y,2) eR®: z=2?—y?e 2?2+ +22 =1}
1. Dimostrare che I' é varietd compatta;
2. Determinare massimi e minimi assoluti di f su I, dove f(z,y, z) = x;

3. Punti di intersezione di I' con piano (z,y); sia P quello nel primo qua-
drante;

4. Equazione della retta tangente a I' in P;

5. Parametrizzare I' in un intorno di P.

Esercizio 25. Calcolare i seguenti integrali doppi:

i) [/ z—zdajdy dove D=
i) [[pa*y*dxdy  dove
iii) [[,y’e” dzdy dove
) [[,xydedy dove

Y99
(1

(z,y
() ERZ: y>0,2<1, 2>y}
(z,y) ER*: w+y>1 2% +y° <1}

Esercizio 26. Dimostrare che:

1 1
[ =g mee [l [ e

Come mai in questo caso non si pud scambiare 'ordine d’integrazione?
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Esercizio 27. Determinare il volume della regione di spazio comune ai due
cilindri
Cr={r*+y* <1} e Co={z?+22<1}.

Esercizio 28. Una lamina quadrata di lato [, ha una densita specifica p(z,y)
che & proporzionale alla distanza da un suo vertice (con fattore di proporzionalita

Si determini la massa della lamina.

Esercizio 29. Usando il teorema di Pappo, calcolare il volume del pallone da
Rugby:
22 442 2

e +z—2§1} con0<a<b.

P={(x,y,2) ceR3:

Esercizio 30. Trovare la distanza media dei punti di un cerchio di raggio r, da
un punto sulla circonferenza.

Esercizio 31. Determinare il baricentro della regione di piano determinata
dalle parabole:
i =dr+4 e yi=—2r+4+4.

Esercizio 32. Calcolare il seguente integrale triplo:

/// z?drdydz
D
2

dove D é lellissoide % + ‘Z—z + i—z <1.

a2

Esercizio 33. Trovare il volume della regione interna al cilindro di equazione
22 4+ y? = 1, compresa tra la superficie di equazione z = 22 + y? — 2 e il piano
di equazione x +y + z = 4.

Esercizio 34. Trovare la misura della palla unitaria di R? con la ||.||;. Usando
questo risultato, trovare la misura della palla unitaria di R* con la ||.||;.
(Facoltativo): Generalizzare il risultato precedente nel caso di una palla n-
dimensionale.
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Esercizio 35. Calcolare:

1
————dxd
//AC1+3x2+y2 vy

dove A, = {(z,y) e R?: 322 +y?> <2}, ¢>0.

Calcolare inoltre:
z
———dadyd
/——

dove A= {(z,y,2) eR3: 322 +9><(2-2)%, 0<2<1}.

Esercizio 36. (Costruzione di un insieme di Cantor in R?: la spugna di Sier-
pinski).

Sia Sy = [0,1]x[0, 1], e consideriamo l'insieme ottenuto eliminando il quadrato
centrale aperto di lato %; chiamiamo l’insieme cosi ottenuto Sj.

Ripetiamo il passo precedente a ciascuno dei quadrati di lato % che costituiscono

S; (eliminando il quadrato centrale aperto di lato 5).

Iterando il procedimento, si costruisce induttivamente una successione {S,}, in

cui ciascun S, € ottenuto dal precedente eliminando, da ciascuno dei quadrati

di lato 3%1 che lo costituiscono, il quadrato centrale aperto di lato = .

Si definisca § = N,,S,,; dimostrare che: ’
1. S ¢ chiuso e non vuoto;
2. S ¢& perfetto ! (dedurre da cio che & pitit che numerabile);
3. S & connesso;

4. § é Peano-Jordan misurabile. Qual é la sua misura?

Esercizio 37. Si definisca:
Dn={(x1,...,2p) ER": 0<z; <3< ...< 2, <1}
Calcolare:
1. Jo = fD2 xy dxdy ;
2. J3 = st zyz drdydz ;

3. jananl...xndarl...da:n;

LCioé ¢ un chiuso in cui ogni suo punto ¢ di accumulazione;
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Esercizio 38. Calcolare il seguente integrale doppio:

// T2 (y — x3)ey+m3 dxdy

dove:
T={(z,y) eR?: 2°<y<3,2>1}L

Esercizio 39. Sia & = {(z,y) e R?:  y% <22(1 —|z])}.
1. Disegnare £ e trovarne 'area;
2. Trovare il baricentro della porzione di £ contenuta nel I quadrante;

3. Trovare il baricentro della porzione di £ contenuta nel semipiano
{z >0}

4. Trovare il volume dei solidi S, e S, ottenuti facendo ruotare £ attorno
agli assi x e y rispettivamente.

Esercizio 40. Sia f, : [0,1] — R una successione di funzioni reali t.c.
fa(z) — f(2) Vo € [0,1].
Si indichi con I';, il grafico di f;, e con I' il grafico di f:
e E’ vero che se L(T';,) < M definitivamente, allora L(T') < M?

e E’ vero che se L(T',) > M definitivamente, allora L(T') > M?

Esercizio 41. Dimostrare che dc € R, t.c.:

. // 67/\(Z4+y4)dmdy:
R2

e Dimostrare che % <c

YA > 0.

Sie

s

IN

2

Esercizio 42. Calcolare:

lim e*’“// el dady .
TH—-+00 B(0,r)

Esercizio 43. Calcolare l’area del dominio di R?:

D={(z,y) €R?*: x>0, |logz| <1, |y —zlogx| < 1}.
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Esercizio 44. Dimostrare la disuguaglianza di Jensen:
Se ¢ : R — R una funzione convessa, allora:

¢ (/01 f(:z:)da:) < /Olga(f(x)dm.

Esercizio 45. Sia M > 1 un intero. Dire per quali valori del parametro « si

ha che: )
 _daxdy < 400
//D (@2 +y2) Y

dove: D, = {(z,y) eR?: >0, 0<y<z%}.

Esercizio 46. Sia I' = {(z,y,2) € R® : 4?2 +22 = 1} n{(z,y,2) € R3 :
22 + 22 = @?}. Si determini per quali valori di «a:

1. T' é compatto;
2. T' & connesso;

3. T é il supporto di una o pitt curve chiuse, e darne una parametrizzazione.

Esercizio 47. Calcolare:

/°° dx
o (1+a2)?

Esercizio 48. Siano U, V C R"™ aperti e sia w una 1-forma chiusa, esatta in U
esu V. E’verochew éesattasud NV ? Esuld UV ?
Che cosa succede se U UV & t.c. U NV & connesso?

Esercizio 49. Si consideri la forma differenziale:
w = 22y — y? cosx)dx + (1 — 2ysinz + 32%y?)dy

definita su tutto R2.
E’ chiusa? E’ esatta? Se é esatta, trovarne una primitiva.

Esercizio 50. Quali di queste 1-forme sono chiuse?

1. wy = 23dx + y2dy + zdz
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de + -2 dy

2. Wo = W

x
2 +y2

_ _y
3. w3 = I2+y2dx+

dy

T _
x2 +y2

4. wy = =2 —dr + —Lody + dz

x2 +y2 x2 +y2

z
x2 +y2

Esercizio 51. Sia |A(z,y)| < ke |B(z,y)| <k Vz,y e Q.
Dimostrare che:

/A(x,y)dm + B(z,y)dy| < V2EI(T)
r
dove [(T") ¢ la lunghezza della curva T

Esercizio 52. Determinare ¢(x,y) (a meno di una funzione della sola y) in
modo tale che le seguenti 1-forme siano esatte:

i) 2ydr + (z,y)dy; it) sinydx + o(z,y)dy .

Esercizio 53. 1. Determinare 'area racchiusa tra la cicloide:
z =a(t —sint) 0<t<or
y = a(l — cost)

e lasse delle x.

2. Calcolare I'area racchiusa all’interno della lemniscata di equazione:

()% = 2a® cos 26 —— <6<

A
e~

Esercizio 54. Sia w una 1-forma definita in un aperto {2 C R™. Si supponga
che per ogni curva chiusa + si abbia che fv w e Q.

Si dimostri che w é chiusa.

(Sugg.: Osservare che la chiusura é equivalente all’esattezza locale)

Esercizio 55. Consideriamo la 1-forma:
w(z,y, z) = P(z,y, 2)dz + (a* +2y2)dy + (y° — 2%)dz

1. Per quali P € C}(R3,R), w & esatta?
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2. Una di queste P ¢ identicamente nulla sull’asse delle 7 Per questa P
trovare una primitiva.

Esercizio 56. Per quali A, B,C, D € R, la 1-forma su R? \ {(0,0)}

Ax + By Cx+ Dy
24 .2 T a ey
5ty = +y

w(z,y) =

& chiusa? ¢é esatta? Quando ¢ esatta, trovarne una primitiva.

Esercizio 57. La 1-forma w(z,y) = (3yz? — 1)dx +223dy non ¢é esatta. Trovare
0 € CH(0,4),R) t.c.:

~

w (z,y) = p(z)w

sia esatta su (0, +00)xR. Trovare tali ¢ e le primitive delle @ cosi ottenute.

Esercizio 58. Si consideri la 1-forma:

B 2(2% — y? — 1)dy — dxydx
(22 +y? —1)2 +4y?

Dimostrare che il suo insieme di definizione ¢ R? \ {(1,0) U (—1,0)}.

Siano 71 e 2 due circonferenze di centri rispettivamente (1,0) e (—1,0) e di
raggi cosi piccoli che 47 non contenga all’interno (—1,0) e 2 non contenga
(1,0). Siano percorse in senso antiorario. Si dimostri:

1 1
w = w=1

2 1 2 72

Esercizio 59. Sia w una 1-forma su R”. Dimostrare che condizione necessaria
perché w ammetta un fattore integrante é che esista una 1-forma « t.c.:

dw=wA a.
Verificare in questo modo che la 1-forma su R?
w = dy — mdx

non ammette un fattore integrante.

Esercizio 60. Sia w = Adx + Bdy + C'dz una 1-forma. Verificare che :

w ammette un fattore integrante < (A, B,C) L rot(A4, B,C).
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Esercizio 61. Si consideri nel piano la 1-forma:
w = xdy — ydzx.

Non ¢ chiusa perd p(z,y) = % e YP(z,y) = ﬁ sono due fattori integranti

(locali, s’intende).

Si dimostri che se () soddisfa: w(v(t),7 (£)) = 0 allora 1‘2883 = cost. (cioé il

loro rapporto & un integrale).
Sia w una 1-forma su R™. Si dimostri in generale che se ammette due fattori
integranti, allora il loro rapporto é un integrale.

Esercizio 62. Siano , ' C R" aperti e
0:Q—

un diffeomorfismo. Sia v € C1([a,b], Q') una curva e sia y(t) = ¢~ 1(y(¢)). Si

dimostri che J

95t = (l,,) " 0.

Sia ora V un campo vettoriale su €', cio¢ un’applicazione
V:.Q —R".

Si usi il precedente risultato per definire il pull-back di V, cioé:
PV —R".

Si dimostri che se w & una 1-forma differenziale su ', allora

(p*w) - (V) =w V.

Esercizio 63. Sia ) = [0,1] x [0, 1] e consideriamo la superficie parametrica

v:Q — R3
(u,v) — (u+v,u—v,uv).
Sia
w=xdy Ndz +ydx ANdz.
Calcolare

M= Il
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Esercizio 64. Sia f : R?® — R una funzione continua; si definisca:

uf(ffﬂ"):41 /B( )f(y)dy-

gmrd
1. Dimostrare che lim, o p¢(z,7) = f(z).

2. Dimostrare che non esiste una funzione f € C(R3,R) tale che

pr(z,r) =xyz +r.

Esercizio 65. Sia F : R?> — R? di classe C! tale che il flusso uscente da ogni
palla B(z,r) & dato da
Tard + xyzrt .

Qual é la sua divergenza? Calcolare il flusso di F' attraverso il cubo di centro
Porigine e con vertice in (2,2,2).

Esercizio 66. (Formule di Gauss)
Siano

(x07y0)a (xlvyl)’ R (xmvym) = (mO’yO)

i vertici di una poligonale chiusa senza autointersezioni. Dimostrare che I'area
della regione interna alla poligonale ¢ data da:

A = -

(Tn-1Yn — TnYn—1)

=
NE

3
Il
-

Yn (xn—i-l - xn)

I
N =
NE

3
Il
—

xn(yn+1 - yn)

I
N =
NE

3
Il
_

Esercizio 67. (Teorema di Guldino per le superfici di rotazione)

Dimostrare il seguente teoremas:

L’area della superficie generata dalla rotazione di un angolo a della curva re-
golare v & data dalla lunghezza di v per la lunghezza di arco di circonferenza
percorsa dal suo baricentro.

Dedurre da tale teorema che I’area del toro di raggi r < R é dato da A = 472 Ry
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Esercizio 68. Calcolare 'area della superficie ottenuta facendo ruotare la
cicloide, di equazione:

x = a(t —sint)
{ y = a(l — cost) t €0, 2n]

attorno all’asse x.

Esercizio 69. Calcolare I'integrale superficiale

/xQda
s

dove S = 0B(0,1).

Esercizio 70. Calcolare I'integrale superficiale

/zda
b

dove ¥ ¢ il grafico della funzione z = zy sull’insieme

U={(z,y): 2> +y* <1, 0<y < V3a}.

Esercizio 71. Calcolare I'integrale

/a:ds
]

2con0<z<a.

dove p éla curvay ==

Esercizio 72. Un iperboloide di rotazione ha equazione p = v/22 + 1, cioé
24P —22=1.

Calcolare I’area della sua porzione fra z =0e z = 1.
Esercizio 73. Calcolare

dove



Esercizio 74. Calcolare il volume di

D={(z,y,2): 2* +y* + 2% <2z, 2 <2(2* +y*)}.

Esercizio 75. Si ponga

sin®(nz
flay =30 L)

n!
n>1

Si dimostri che la serie converge uniformemente con tutte le sue derivate, e
quindi f € C*°(S'). Si calcoli la serie di Fourier di f.

Esercizio 76. Calcolare la serie di Fourier della funzione periodica dispari che
coincide con z(m — ) in [0, 7]. Usare Parseval per calcolare

1 1
2 Gy ¢ 2w

n>0 n>1

Esercizio 77. Dimostrare che se f € C™(S!,C), allora i suoi coefficienti di
Fourier soddisfano la maggiorazione:

len| < (A1)

|nVn

Viceversa, se ¢ vero (A.1) con m > 2, allora f € C™2(S1,().

Esercizio 78. Sia f € C?(S, R) tale che
2m
f(®)dt=0.
0

Usando gli sviluppo di Fourier di f e di f’ dimostrare che:

2 2
2d / Qd.
/0 8] ts/o )2 dt

Quando vale I'uguaglianza?

Esercizio 79. Calcolare modulo e argomento dei seguenti numeri complessi:
(1) (i —V3)™

(i) 1+ cosf —isinf
ii ;
14 cosf +isinf’
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(iii) (1 + 26)° — (1 — 2i)%;
(iv) 24497+ (2—19)7;

1+
N

Esercizio 80. Calcolare

() 56 =i7%);

24

(i) VV3—i.

Esercizio 81. Utilizzando la rappresentazione di Eulero dei numeri complessi,
esprimere cos n come polinomio in cos §. Determinare, in funzione di n il grado
del polinomio.

Esercizio 82. Sia |z| =1 ed m € N. Dimostrare che le radici di

<1+iw)m
: =2z
1—w

sono tutte reali e distinte.

Esercizio 83. Date (zg, 21, 22, 23) e (wo, w1, ws,w3) due quadruple di numeri

complessi distinti, mostrare che:

b
Esiste T'(z) = az——:_—d TLF che porta gli z; net w;, se e solo se i birapporti sono
cz

20 — 22 / 21 — 22 Wo — W2 / w1 — W2

Z0 — %3 Z1 — Z3 wo — Wws w1 — W3 '
Inoltre (29, 21, 22, 23) stanno tutti su un cerchio o una retta, se e solo se il loro
birapporto & reale.

uguali, cioe:

Esercizio 84. Trovare tutti i cerchi ortogonali sia a |z| =1 che a |z — 1| = 4.

az+b
+d

Z— 2 AT 2
Tz =z, 21,2, 23] i= <z—2’3> / (zl —Z3> .
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Esercizio 85. Sia Tz =

. Trovare (z1, 22, 23) in termini di (a, b, ¢,d) in

modo che




b
Esercizio 86. Sia Tz = az +

. Dimostrare che T(RUoo) se e solo se a, b, ¢, d

si possono prendere in R.
Trovare inoltre condizioni necessarie e sufficienti affinché T(S') = S*.

Esercizio 87. Si consideriano due cerchi, uno interno all’altro e tangenti in un
punto. Sia G la regione tra questi due cerchi. Trovare una mappa olomorfa
bietttiva che mappa G nel disco unita.

Esercizio 88. Sia
G={z: 0<|z| <1}.

Esiste una mappa olomorfa biettiva da G nel disco unita?

z
j{ £ dz .
lz]=1 %
% dz
o=z 22+ 1

Esercizio 91. Siano p > 0 ed a € C, t.c. p # |a|. Calcolare

7( |dz|
|z|=p |Z - a’|2 .

d
(Ricordarsi che 2z = p? e che |dz| = —ip—z).
z

Esercizio 89. Calcolare

Esercizio 90. Calcolare

Esercizio 92. Sia f una funnzione analitica in |z| < 1, tale che

1
1— 1z

1f(2)] <
Qual ¢ la migliore stima di | f(™)(0)| che si puo ottenere dalla formula di Cauchy?
Esercizio 93. Sia f una funzione analitica su D = {|z| < R}, tale che

[f()l < M

per ogni z € Dg. Trovare una stima su |f(™)(z)| che valga uniformemente in
D,, con p < R.

171



Esercizio 94. Dimostrare che se f € H(C) e
[f(z)] < A+ BJ2|",

allora f & un polinomio.

Esercizio 95. Dimostrare che se
f()I <1 per 2] <1,

allora |f/(0)] < 1, indipendentemente dal valore di f(0).

Esercizio 96. Sia f una funzione olomorfa che manda il semipiano superiore
Ot ={zeC: Imz >0}
in se stesso e tale che f(i) =i.
1. Ricavare una stima su |f’(7)].

2. Per quali funzioni viene assunto il valore massimo?

Esercizio 97. Sia Q2 C C aperto. Sotto quali condizioni | f| puo avere un minimo
locale in Q 7

Esercizio 98. Si consideri f € H(II") e |f| < 1. Quanto puo essere grande
|f/(i)]? Quali sono le funzioni su cui il massimo ¢ assunto?

Esercizio 99. Si determini il tipo di singolarita (rimuovibile, polo, singolarita
essenziale) delle seguenti funzioni nell’origine. Se si tratta di un polo, se ne
determini ’ordine e lo sviluppo di Laurent.

Lf() = 2

2. f(2) = %
3. f(z) = BUL2)
L= 2

5. f(z) = zsim1
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6. f(2) =
7. f(z) =ex
8 f(z):lcosé
9. f(2) =

10. f(z) = 2" sin1

Esercizio 100. Sia

1
&= he—y

Dare lo sviluppo di Laurent di f negli anelli:

(@) BO,)\{0}  (b) B(0,2)\ B(0,1)  (¢) C\ B(0,2)

Esercizio 101. Dimostrare che f(z) = tanz ¢ analitica in C tranne per poli
semplici nei punti 2, = 5 + nm, per ogni n € Z. Determinare la parte singolare
di f in ciascuno di questi poli.

Esercizio 102. Sia G C C aperto. Se f : G — C ha solo poli, dimostrare che
non possono avere un punto di accumulazione in G

Esercizio 103. Sia d la distanza iperbolica sul disco unitario. Dimostrare che

1— 2w _
d(z,w)zlog(| 2W| + |z w>’

[1—zw| — |z — w|
ovvero, la distanza é il logaritmo del birapporto dei 4 punti in figura:

Esercizio 104. Sia d la distanza iperbolica sul disco unitario. Dimostrare che

|1 —zw| — |z — w|

ovvero, la distanza é il logaritmo del birapporto dei 4 punti in figura :

manca la figura...

(P_ue—))

ovvers d(sv) = o (=575 = 1
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Esercizio 105. Si calcolino i seguenti integrali definiti, usando il teorema dei
residui.
teo dua
a) / - a>0

—+o0
b) / x2+a2 a>0

dx a€R

dx a€R,b>0
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