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Introduzione

A Ualta fantasia qui manco possa;
ma gid volgeva il mio disio e ’l velle,
st come rota ch’igualmente é mossa,

l’amor che move il sole e l’altre stelle.
(Dante, Pd XXXIII 142-145)

Una delle prime regolarita presenti in natura a meravigliare ed incuriosire il ge-
nere umano € stata sicuramente il moto dei corpi celesti, dal sorgere quotidiano
del Sole, al mutare mensile delle fasi lunari. Osservando il cielo piu attenta-
mente 'uomo riusci ad individuare dei comportamenti regolari anche nel moto
degli altri 5 pianeti conosciuti fin dalle epoche pill remote e a costruire elaborati
metodi per prevederne la posizione futura. Questi metodi erano essenzialmente
empirici e legavano i moti di tali pianeti a delle “funzioni” che, attraverso degli
opportuni calcoli, erano in grado di restituire le informazioni richieste.
L’astronomia pian piano sviluppd metodi sempre piil sofisticati che meglio si
accordavano alle osservazioni sperimentali. Fu proprio questa maggiore cono-
scenza del mondo celeste che portd a nuovi e interessanti interrogativi: comincio
a maturare la convinzione di una possibile vulnerabilita (frutto di una sempre
maggiore coscienza di una non-centralita della Terra all’interno del pit grande
sistema solare) e ben presto ci si comincid a porre pressanti interrogativi che
contribuirono a catalizzare la ricerca di mezzi e modi per escludere i fantasmi
delle prospettive piu catastrofiche. Quando precise osservazioni astronomiche
misero in evidenza una non perfetta regolarita e periodicita dei moti della Terra
e degli altri pianeti, la domanda che sorse spontanea fu: manterremo sempre la
nostra orbita intorno al Sole? C’é il rischio in un futuro - speriamo non troppo
prossimo - di ritrovarci lontano dall’attuale posizione nell’universo e dal sistema
solare? Quale destino attende il nostro pianeta?

Fu la ricchezza di tali interrogativi e la scarsita di risposte che porto i matema-
tici a sviluppare tecniche e nozioni che stanno alla base della “teoria dei sistemi
dinamici”’, quali ad esempio il concetto di stabilitd, un concetto fondamentale
nello studio della natura.
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Ma il sistema solare é stabile? Propriamente parlando, la risposta é ancora sco-
nosciuta, ma tale interrogativo ha portato a profondi risultati che probabilmente
sono molto pit importanti della domanda originale (Jiirgen Moser).

Come non condividere il giudizio di Moser? E’ proprio la ricchezza di problema-
tiche e prospettive presentata da tale domanda, che ha contribuito a sviluppare

teorie e tecniche che stanno alla base della moderna teoria dei sistemi dinamici.

Da un punto di vista matematico il sistema solare pud essere modellato come
un sistema a 10 corpi® - di cui una grande massa M (quella del Sole) e 9 masse
minori (quelle dei pianeti) mq, ma,..., mg - sottoposti alla loro reciproca at-
trazione gravitazionale.? Se ci limitiamo a considerare due corpi, il principio di
gravitazione universale di Newton afferma che la forza agente su ciascun corpo é
direttamente proporzionale al prodotto delle masse ed inversamente proporzio-
nale al quadrato della distanza dei loro centri, ed inoltre tale forza agisce lungo
la congiungente tali centri. Una prima formulazione matematica completa di
questo risultato apparve nel famoso Principia di Newton. Un fatto che Newton
assunse inizialmente vero, era che i corpi celesti potessero essere schematizza-
ti come masse puntiformi: cioé lattrazione gravitazionale agisce su tali corpi
(ritenuti dei solidi sferici) esattamente come se tutta la loro massa fosse con-
centrata nel loro centro (centro di massa). Newton sviluppo tutta la sua teoria
su tale assunzione e, prima della pubblicazione, realizzod che necessitava di una
giustificazione (infatti ¢ tutt’altro che banale!) e fu proprio la ricerca di una
dimostrazione matematica rigorosa di tale fatto a ritardarne la pubblicazione.
Se ci limitiamo a considerare l'interazione di un singolo pianeta con il Sole
(problema dei 2 corpi o problema di Keplero), trascurando cioé I'attrazione gra-
vitazionale esercitata dagli altri pianeti, le equazioni differenziali che vengono
coinvolte sono abbastanza semplici da risolvere. Quello che si dimostra é che
Porbita seguita da uno dei corpi rispetto all’altro (cioé in un sistema di riferi-
mento in cui quest’ultimo stia in quiete) é rappresentata da un’ellisse.

Cosa possiamo dire nel caso generale? Poiché la massa dei pianeti é circa la
millesima, parte della massa del Sole, in prima approssimazione potremmo tra-
scurare la loro interazione e tener conto solo dell’attrazione esercitata su di essi
da parte del Sole. Si ottiene cosi un problema esattamente integrabile, in cui
ogni pianeta, indipendentemente dagli altri, descrivera la sua ellisse kepleriana.

Indicando con wy le frequenze orbitali di rivoluzione del pianeta my intorno

L Ultimamente ¢’¢ stato Pannuncio di una delle piti importanti scoperte degli ultimi 70 anni
riguardante il sistema solare: un nuovo oggetto (il decimo pianeta?) dal diametro un decimo
di quello terrestre é stato scoperto nella Fascia di Edgeworth-Kuiper. Quaoar (questo il nome
proposto per questo corpo celeste) fa un giro intorno al sole in 288 anni terrestri ed ¢ 1250
km di diametro, quindi tutt’altro che trascurabile.

2Stiamo trascurando degli effetti non conservativi piccoli, non considerati dalle equazioni
di Newton, ma che possono far risentire fortemente gli effetti della loro presenza su tempi
sufficientemente lunghi (dell’ordine di miliardi di anni)
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al Sole, il moto globale del sistema non sara in generale periodico, ma quasi-
periodico. Questo significa che pud essere rappresentato attraverso una serie
trigonometrica della forma

Z ¢ e2milit (1)

J=(J1,---,J9) EZ®

dove w = (w1,...,wo).

La domanda cruciale sorge nel momento in cui passiamo a considerare !’inte-
razione reciproca fra i vari pianeti: continuano ad esistere tali moti regolari
(quasi-periodici) per piccoli valori positivi di my,...,mg?

Purtroppo, a differenza del caso a 2 corpi, tale problema (e piu in generale il
problema ad n corpi, con n > 2) non pud essere risolto completamente, fatto
tutt’altro che banale, per la cui dimostrazione bisognera attendere alcuni secoli.
Nel frattempo fini col diventare un interessante argomento di conversazione tra
la mondanita dei salotti parigini, eccitando ’attenzione e 'interesse di perso-
naggi come Voltaire.

Molti dei piti grandi matematici del XVIII e del XIX secolo cercarono di risol-
verlo, senza alcun esito positivo, anche se é indiscutibile il prezioso contributo
che i loro tentativi ed approcci diedero alla moderna teoria delle equazioni dif-
ferenziali.

Osserviamo che tale problema puo essere affrontato da un altro punto di vista:
puo essere considerato come una perturbazione del sistema integrabile sopra di-
scusso (i.e. con i pianeti non interagenti tra loro). Si apre la strada quindi ad un
nuovo approccio: la teoria delle perturbazioni. Malgrado gli sforzi di generazioni
di matematici illustri (Lagrange, Laplace, Weierstrass e soprattutto Poincaré,
che a buon diritto puod essere considerato il padre della teoria moderna) fino a
tempi recenti la maggiorparte delle tecniche perturbative impiegate restavano
prive di una giustificazione rigorosa. La particolarita di questi metodi, infatti, &
che essi conducono a delle serie divergenti. Il motivo della divergenza di queste
serie sono i cosiddetti piccoli divisori (anche detti piccoli denominatori): combi-
nazioni lineari intere di frequenze dei moti non perturbati, che compaiono come
denominatori nel calcolo dell’influenza delle perturbazioni. Infatti, il formalismo
analitico che conduce alla soluzione (1) fallisce se le frequenze w = (wy, . ..,wo)
sono in risonanza - cioé esiste un vettore intero j = (j1, ..., jo) tale che j-w =0
- in quanto tale espressione compare al denominatore nei coefficienti ¢;. Ci sono
diverse configurazioni nel sistema solare le cui frequenza orbitali di rivoluzione
sono in risonanza: per esempio nel caso di Giove e Saturno si ha che (indicando
con wg la frequenza di Giove e con wg quella di Saturno) swg — 2wg ~ 0, cioé 5

giri di Giove sono accompagnati da 2 si Saturno®; nel caso di Urano e Nettuno

3Cio6 conduce ad una grande perturbazione reciproca di questi pianeti, con periodo lungo
(il suo periodo ¢ di circa 800 anni); lo studio da parte di Laplace di questo effetto é stato uno
dei primi successi della teoria delle perturbazioni.
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il rapporto tra le rispettive frequenze é circa 2, mentre nel caso Giove, Marte e
Terra ’espressione 3wg — 8wy + 4wt é circa zero.

Quindi bisognera assumere che le frequenze siano non risonanti. Anche in questo
caso quando j = (j1, ..., jo) varia su tutti gli interi, 'espressione j-w puo diven-
tare arbitrariamente vicina a zero: questo spiega l’espressione piccoli divisori.
La comparsa di questi termini sembra allontanare ogni speranza di convergenza
per la serie in (1).

La difficolta indicata non ¢é caratteristica solo dei problemi della meccanica cele-
ste, ma di tutti i problemi vicini a problemi integrabili (per esempio, il problema
del moto di una trottola pesante asimmetrica in rotazione rapida). La questione
di fornire una dimostrazione della convergenza (o della non convergenza) del-
le serie perturbative impiegate, non é una pura necessitd matematica, ma al
contrario nasce dalla necessita di comprendere in profondita i domini di appli-
cazione e i limiti di applicabilita delle tecniche perturbative ai problemi della
fisica.

Incurante di tali difficolta, Weierstrass tento di dimostrare la convergenza di tali
serie. La sua speranza di superare il problema dei piccoli divisori era basata in
gran parte su un osservazione fatta da Dirichlet a Kronecker nel 1858 relativa-
mente a un metodo di approssimazione successiva del problema degli n-corpi.
Sfortunatamente Dirichlet mori presto senza lasciare alcuna nota di tale meto-
do. Weierstrass interpreto tale osservazione come una possibilita di convergenza
per tali serie. Dopo molti tentativi privi di successo, egli suggeri tale problema
al matematico svedese Gosta Mittag-Leffler; quest’ultimo convinse il re Oscar I1
di Svezia e Norvegia ad offrire un premio al risolutore, in occasione del suo 60mo
compleanno. Una giuria internazionale (composta da Karl Weierstrass, Charles
Hermite e Mittag-Leffler stesso) giudico vincitore il lavoro di Poincaré: Sur le
problém des trois corps et les équations de la dynamique. In realtd egli non
forni una soluzione al problema posto, ma provo che non era possibile integrare
analiticamente le equazioni di Newton in tale caso. In particolare, studiando il
problema dei tre corpi, si trovo ad affrontare la questione delle orbite doppia-
mente asintotiche (dette oggi orbite omocline) che lo portarono, per primo, ad
imbattersi in una dinamica molto complicata. Egli scopri, con questi studi, il
cosiddetto caos deterministico, rendendosi conto che, nella dinamica delle solu-
zioni doppiamente asintotiche, era sufficiente una piccolissima perturbazione o
una minima variazione delle condizioni iniziali per rendere imprevedibile I’evo-
luzione futura del sistema:* “On sera frappé de la complezité de cette figure que
je ne cherche meme pas a tracer. Rien n’est plus propre a nous donner une idée

de la complication du probléme de trois corps...”

Questi risultati causarono la perplessita di molti matematici circa la stabilita

4Trad.: “Saremmo stupefatti della complessita di questa figura che non cerco neanche di
disegnare. Nulla é meglio per darci un’idea della complicatezza del problema di 3 corpi.”
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del sistema solare. Lo stesso Poincaré osservo che la presenza delle risonanze
tra le frequenze era un forte segno della non esistenza di moti quasi periodici,
cioé della divergenza della serie in (1): “...nonostante cio tali argomentazioni
non sono sufficienti a fornire una dimostrazione rigorosa di tale fatto”.

Lo status del problema della stabilita del sistema solare alla fine del XIX secolo

fu ben raffigurato da Poincaré in suo articolo del 1898:

“Le persome che sono interessate ai progressi della meccanica celeste
[...] rimarrano sorprese nel vedere quante volte é stata dimostrata la
stabilita del sistema solare. Lagrange l’ha stabilita per primo. Pois-
son l’ha dimostrata di nuovo e molte dimostrazioni sono pervenute
da allora e continueranno ad arrivare. Erano le vecchie dimostra-
zioni insufficienti o sono le nuove superflue? La sorpresa di queste
persone potrebbe addirittura raddoppiare, se dicessi loro che un gior-
no - forse - un matematico potrebbe mostrare, con argomentazioni
rigorose, che il sistema solare ¢é instabile. Questo potrebbe veramente
accadere; non ci sarebbe niente di contraddittorio e le vecchie dimo-
strazioni conserverebbero il loro valore. La verita é che queste sono
soltanto delle successive approssimazioni: cioé non pretendono di li-
mitare in maniera rigorosa le orbite tra stretti confini da cui non é

possibile piu fuggire.”
[H. Poincaré, Sur la stabilité du systéme solaire, 1898]

Sottolineiamo che, con il suo celeberrimo lavoro [52], Poincaré segno 'inizio del-
la teoria dei sistemi dinamici in senso moderno, sviluppando metodi qualitativi,
topologici, probabilistici e globali per una loro analisi e guardando l’intero spazio
delle fasi come un oggetto geometrico, spostando quindi ’attenzione allo studio
delle cosiddette varietd invarianti (cioé varietd nello spazio delle fasi, che sono
invarianti per I’azione del flusso del sistema). In particolare, egli riconobbe nello
studio dei sistemi hamiltoniani® quasi-integrabili (cioé piccole perturbazioni di
sistemi integrabili) il problema fondamentale della dinamica (lo studio di questo
problema ha oggigiorno un grande interesse in molti campi della matematica,
quali PDE, teoria ergodica, geometria differenziale etc...).

Da Poincaré in poi, fu generalmente accettato che, con poche ma notevoli ecce-

zioni (quali problemi a una dimensione, moto di un punto di un campo centrale,

5La nozione di sistema hamiltoniano (o equazioni della dinamicae, usando la terminologia
usata da Poincaré nel suo lavoro) ¢ di fondamentale importanza nello studio della dinamica e
della meccanica in generale. In realta il nome “hamiltoniano” non é storicamente corretto, in
quanto equazioni della stessa forma erano gia state considerate da Lagrange e Poisson molti

anni prima di Hamilton.
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moto euleriano e lagrangiano del corpo rigido, problema di due centri fissi, moto
lungo una geodetica di un ellissoide), le soluzioni di un sistema dinamico non
lineare non potessero essere trovate esplicitamente e di conseguenza una maggio-
re attenzione fu rivolta allo studio qualitativo del sistema. Tuttavia, per mezzo
di questi casi integrabili, si puo ottenere un’informazione piuttosto significativa
sul moto di numerosi sistemi importanti, considerando il problema integrabile

come una prima approssimazione.

Un significativo passo in avanti si ebbe con la scoperta di Kolmogorov (1954)
di un grande insieme di moti stabili (quasi-periodici) per sistemi hamiltoniani
di tipo abbastanza generale (i sistemi quasi-integrabili non degeneri): I'insieme
dei tori riempiti da tali orbite é generalmente molto complicato, tipicamente
un insieme di Cantor con misura di Lebesgue positiva. Pitl grossolanamente,
tale teorema afferma che la maggiorparte dei moti imperturbati con frequenze
sufficientemente irrazionali® rimangono stabili sotto l'effetto di perturbazioni
sufficientemente piccole (modulo opportune condizioni di non degenerazione’
per il sistema imperturbato).

Tale lavoro era destinato a rivoluzionare completamente il punto di vista nella
teoria generale dei sistemi dinamici, portando alla nascita e allo sviluppo di
un nuovo approccio per lo studio di tali problemi: la teoria KAM, sviluppatasi
principalmente sulle idee e sul lavoro di Kolmogorov, Arnol’d e Moser (da cui
Pacronimo KAM) e successivamente ramificatasi in vari ambiti di ricerca.

Una delle caratteristiche peculiari di questo nuovo approccio, é la costruzione di
un algoritmo iterativo convergente molto rapidamente (ispirato al metodo delle
tangenti di Newton per la ricerca delle soluzioni di un’equazione algebrica).
Una convergenza veloce € un fatto di straordinaria importanza per la riuscita di
tale metodo, in quanto permette di neutralizzare 'influenza dei suddetti piccoli
denominatori: assumendo delle opportune condizioni di regolarita per i termini
perturbativi, anche i numeratori decrescono sufficientemente e quindi si pud

provare la convergenza della serie.

Questo teorema fornisce quindi un grande insieme di soluzioni stabili che riman-
gono eternamente vicine ai moti regolari e ordinati del sistema imperturbato.
Purtroppo tale insieme forma un insieme sconnesso con gaps ovunque: un cam-
biamento assai piccolo delle condizioni iniziali pudé cambiare sostanzialmente il

comportamento della soluzione, lasciando spazio alla possibile esistenza di tra-

6Tali frequenze w, che chiameremo (v, 7)-diofantine, soddisfano la seguente condizione:

\w-k|2# Vkezm\ {0}.

"Non entreremo, in questa fase introduttiva, nei dettagli di tali condizioni. Analizzeremo
in seguito due diverse condizioni di non degenerazione: standard e isoenergetica, che ci con-
durranno a risultati diversi per quanto riguarda I'insieme dei tori (i.e. moti quasi periodici)
conservati.
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iettorie caotiche che si allontanano nello spazio delle fasi; questo fenomeno, la
cui esistenza ¢ stata mostrata da Arnol’d nel 1964 per un modello speciale, ¢
chiamato “diffusione di Arnol’d”. Inoltre, proprio per la complessita dell’insie-
me dei tori conservati é impossibile stabilire con assoluta precisione se un dato
iniziale si trova o no su uno di tali tori.

Nonostante cio é innegabile I'importanza di tale risultato, che ha aperto la stra-
da a tutta una serie di metodi e prospettive che hanno cambiato radicalmente
il quadro moderno dei sistemi dinamici. Basti pensare - oltre all’applicazione
delle tecniche KAM a vari ambiti di ricerca quali PDE, teoria ergodica, geome-
tria differenziale etc... - a nuove teorie sviluppatesi a partire da tali risultati,
quali la teoria di Nekhoroshev (cfr. [51] e [55]), la conservazione dei tori non
massimali, cioé corrispondenti a frequenze risonanti (cfr. [35], [39] e [66] ), la
problematica (ancora aperta) associata alla diffusione di Arnol’d (cfr. [5], [9],
[8] [10] [18], [22], [31], [32], [43], [68] e [70]), etc...

Risultati principali e schema della tesi

Lo scopo di questa tesi di laurea & quello di rivisitare ed estendere tali risul-
tati, sia nel caso analitico che in quello differenziabile. In particolare abbiamo
perseguito i seguenti obiettivi:

(i) CASO ANALITICO:
fornire una presentazione auto-contenuta dei principali risultati della teo-
ria KAM nella classe delle hamiltoniane analitiche, seguendo principal-
mente le linee guida sviluppate da Kolmogorov nel suo lavoro [40] e riprese

da Salamon in [60];

(il) CASO DIFFERENZIABILE:
estendere 1 risultati ottenuti alla classe delle hamiltoniane sufficientemente

differenziabili, utilizzando una tecnica di approssimazione sviluppata nei
lavori di Jackson, Moser, Zehnder e Bernstein e cercando di dare partico-
lare enfasi alla ricerca delle condizioni ottimali di regolarita da richiedere
alla hamiltoniana.

In tale contesto é stato colmato un “gap” nella dimostrazione presentata

nel lavoro di Salamon [60];

(iii) CASO ISOENERGETICO (ANALITICO E DIFFERENZIABILE):

adattare le tecniche utilizzate nel caso standard, per dimostrare dei risul-

tati analoghi per il caso isoenergetico, cioé la conservazione dei tori corri-
spondenti a valori di energia fissata. Questi risultati sono molto piu signi-

ficativi dal punto di vista della stabilita del sistema, in quanto ci assicure-
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ranno - su ciascun livello energetico - la conservazione di una famiglia di

tori invarianti. Il risultato nel caso isoenergetico differenziabile & nuovo;

(iv) TORI PARZIALMENTE IPERBOLICT:

rivisitare ed estendere la teoria di Fenichel per le varieta invarianti normal-

mente iperboliche (cfr. [28] e [69]) nel caso hamiltoniano, per dimostrare la
conservazione dei tori parzialmente iperbolici di sistemi hamiltoniani suffi-
cientemente differenziabili e dei loro baffi stabili e instabili. In particolare
abbiamo esteso tali risultati anche al caso isoenergetico, dimostrando la
conservazione dei tori parzialmente iperbolici corrispondenti ad un fissato
livello d’energia. Il risultato nel caso isoenergetico differenziabile & nuovo.

Cerchiamo di descrivere pitt dettagliatamente il lavoro svolto.

Capitolo 1 - Introduzione alla teoria KAM

In questo primo capitolo, dopo aver brevemente introdotto alcuni risultati pre-
liminari (quali la natura topologica dei moti lineari su un toro in relazione alle
proprieta aritmetiche della loro frequenza, i vettori diofantini e le loro proprieta,
i concetti fondamentali della meccanica hamiltoniana e della struttura simplet-
tica dello spazio delle fasi) analizzeremo la geometria dei sistemi integrabili,
cioé mostreremo la foliazione dello spazio delle fasi in tori invarianti. La do-
manda spontanea che ci si pone (e che conduce alle interessanti problematiche
analizzate dalla teoria KAM) ¢ la seguente: come cambia tale geometria se per-
turbiamo leggermente il nostro sistema (cioé¢ consideriamo i cosiddetti sistemi
quasi-integrabili)? Il teorema di Kolmogorov (1954) - che in questa prima fa-
se enunceremo soltanto in una forma qualitativa - fornira una risposta a tale
interrogativo: sotto opportune ipotesi di non degenerazione per il sistema im-
perturbato e di piccolezza per la taglia della perturbazione, la maggioranza dei
tori non risonanti non viene distrutta, ma si deforma leggermente.

Tale risultato verra discusso ampiamente nei capitoli successivi, sia nel caso
analitico che differenziabile. Concluderemo il capitolo esponendo - in forma
divulgativa - alcuni sviluppi e prospettive aperte da tali risultati, connessi al
problema della stabilita e della instabilita dei sistemi quasi-integrabili. In par-
ticolare introdurremo la teoria di Nekhoroshev (cioé la stabilita su periodi espo-
nenzialmente lunghi delle variabili di azioni di sistemi hamiltoniani che soddi-
sfano delle opportune condizioni di trasversalita, dette steepness conditions) e
un affascinante fenomeno (la cui esistenza fu provata da Arnol’d nel 1964 per
un modello speciale) noto come diffusione di Arnold (cioé il possibile comporta-
mento caotico delle orbite che originariamente giacevano sui tori distrutti dalla

perturbazione).
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Capitolo 2 - Teorema KAM: caso analitico (schema di Kolmogorov,

versione di Salamon)

In questo capitolo dimostreremo una versione quantitativa del teorema KAM nel
caso analitico, cioé la persistenza dei tori diofantini sotto opportune condizioni
di non degenerazione della hamiltoniana.

1l risultato principale che dimostreremo é il seguente:

Teorema 1. (Kolmogorov, Arnol’d, Moser)
Sianon>2, 7>n—1,v>0,0<0<1eM>1, e supponiamo che w € R"
sia un vettore (v, T)-diofantino, cioé

. v Cm

|W']|2W vjez"\{0}.
Allora esistono delle costanti
0* =0"(y,7,0,M,n) >0 e c=c(v,1,0,M,n) >0
i modo che
c* < 2—(27‘+4)

e che valga quanto segue.
Sia H(x,y) una hamiltoniana reale analitica nella striscia

B, ={(z,y) €C*™: [maz| <7, [y <r}
con 0 < r <1, periodica di periodo 1 nelle componenti x1, x2, ..., T, e tale da
soddisfare le sequenti condizioni per (z,y) € ¥, e per un qualche § < §*:8

|H(CL‘,0) - <H(7O)>| < 5T2T+2
|H,(z,0) —w| < or™*!
co

[Hyy(z,y) = Q@ y)l < 77

dove Q(z,y) € C"*™ ¢ una matrice simmetrica (non necessariamente analitica)
nella striscia Y., tale che

Q@,y)l <M e Q(-,0)) ™ < M.

Allora esiste una trasformazione simplettica, reale analitica z = ¢(¢) (dove

z=(z,y) e (= (&,n)), dalla striscia g, nella striscia X,., della forma:

= u(€) -
y=2©+ (u©) n

8Data una funzione
f:T" >R

denoteremo con (f()) la sua media su T", cioé:

GOy = [ fw)da.
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con le funzioni u(§) — & e v(€) entrambe periodiche di periodo 1 e tale che la
hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfi

Ke(£,0)=0, K,(£0) =w.

Inoltre valgono le sequenti stime in Xg,:

|9¢(<)

[Kn(€) — QIOI < o
co

lvou=t(z)] < TAs

Il teorema precedente ci fornisce quindi una soluzione quasi-periodica vicina al
toro (non invariante) T™ x {0}, che viene preso come “soluzione approssimata

iniziale”. Tale soluzione é data da:

z(t) = u(wt)
y(t) = v(wt) .

Osserviamo come il risultato dimostrato sia fortemente quantitativo, nel senso
che comprende tutta una serie di stime che risulteranno necessarie per applicare
tale teorema per la dimostrazione del caso differenziabile.

Questo contesto € piu generale del caso di un sistema hamiltoniano quasi-
integrabile: ci limitiamo infatti a considerare soltanto la perturbazione di un
singolo toro, cioé un toro che é sufficientemente vicino al toro di un sistema
integrabile e mostriamo come, sotto opportune condizioni di non degenerazione
per 'hamiltoniana H (espresse attraverso le richieste sulla matrice @), par-
tendo da tale soluzione approssimata sia possibile ricavare una soluzione quasi-
periodica per il nostro sistema, cioé¢ un toro invariante vicino al toro iniziale (i.e.
T™ x {0}). II caso di un sistema hamiltoniano quasi-integrabile ¢ chiaramente
un caso particolare, poiché tutti i tori massimali invarianti per il sistema inte-
grabile corrispondono a soluzioni approssimate per il sistema perturbato (per
Penunciato relativo al caso quasi-integrabile si veda il corollario 2.2.2).

La tecnica adottata segue sostanzialmente lo schema delineato da Kolmogorov
nel suo lavoro del 1954 [40] (che nonostante I’estrema chiarezza espositiva, man-
ca di dettagli tecnici) e ripreso da Salamon in [60]: costruiremo una successione
di hamiltoniane reale analitiche H®) nelle strisce ¥, , con

ro=T"T

1+90 1-46

=gt o

in modo che l’errore commesso nella scelta della soluzione approssimata, de-

cresca in maniera quadratica ad ogni passo dell’iterazione (& questo lo schema
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superconvergente che garantira la convergenza dell’intero algoritmo). La condi-
zione di non degenerazione imposta € indispensabile, in quanto ci permettera,
ad ogni passo, di trovare una trasformazione simplettica che lasci invariata la
frequenza w; questo fatto verra pagato con una variazione del livello energetico
(cioé dell’energia del toro perturbato). Vedremo nel capitolo 4 come il voler
lasciare invariato il livello energetico richieda una diversa condizione di non de-
generazione (che chiameremo condizione di non degenerazione isoenergetica per
distinguerla da quella standard che abbiamo sopra considerato): in tal caso ad
ogni passo (a meno di non richiedere ulteriori condizioni analoghe a quella ri-
chiesta nel caso standard) avremo una variazione (piccola) della frequenza, che
si tradurra in una variazione della frequenza finale del toro perturbato (anche
questa sufficientemente piccola).

Capitolo 3 - Teorema KAM: caso differenziabile (versione di Salamon)

In questo capitolo vogliamo dimostrare un teorema analogo a quello del capitolo
precedente, ma in un contesto diverso: non supporremo piii I’analiticita della ha-
miltoniana, ma ci limiteremo a supporre che sia sufficientemente differenziabile
(in termini che poi discuteremo piu dettagliatamente). Non é possibile applicare
direttamente lo schema di Kolmogorov in tale contesto, in quanto l’iterazione
sarebbe destinata a “morire” dopo un numero finito di passi, a causa si una per-
dita di differenziabilita cui si assiste inevitabilmente ad ogni step dell’iterazione.
La tecnica che seguiremo consiste invece nel trovare una successione di hamil-
toniane analitiche convergenti alla nostra hamiltoniana ed applicare il teorema
dimostrato nel caso analitico a tale successione. Per far cid dovremo innanzi-
tutto introdurre uno smoothing operator, cioé sviluppare una tecnica di appros-
simazione di funzioni C' con una successione di funzioni analitiche, rifacendoci
ai lavori di Moser, Jackson, Zehnder e Bernstein e cercando di relazionare le
proprietd qualitative relative alla differenziabilitd della funzione, in termini di
stime quantitative per tale successione approssimante.

L’approccio che seguiremo ¢é quello sviluppato da Salamon in [60]: osserviamo
che in queste note (non pubblicate, ma reperibili sulla pagina web dell’autore)
lo stesso autore segnala (con una nota aggiunta a mano) un’errore relativo alla
tecnica di approssimazione sopra menzionata e ad alcune stime connesse allo
smoothing operator introdotto, ma non fornisce dettagli relativi alla correzione.
Il passo successivo é stato apportare le modifiche necessarie alla dimostrazione
del teorema KAM (caso differenziabile) presente in [60], tenendo conto delle
correzioni sopra effettuate. E’ bene sottolineare che nonostante tali variazio-
ni, le idee e le tecniche alla base della dimostrazione di Salamon continuano a
rimanere sostanzialmente valide.

1l capitolo é strutturato nel seguente modo:
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- Nella prima parte introduciamo gli spazi hélderiani e dimostriamo alcu-

ne proprietd, quali ad esempio delle interessanti stime di interpolazione
(in alcuni casi particolari) che legano tra loro le norme holderiane con
esponenti diversi e che ci serviranno per dimostrare alcune stime relative

all’operatore di regolarizzazione che andremo a definire.

Il passo successivo sara proprio introdurre tale operatore di regolarizza-
zione e dimostrare alcune stime che legano la funzione regolarizzata con
un opportuno polinomio di Taylor della funzione originaria. Tali stime ri-
sulteranno indispensabili per poter dimostrare il teorema KAM in questo
nuovo contesto.

Il lemma che dimostreremo é il seguente:

Lemma. (Jackson, Moser, Zehnder)

Esiste una famiglia di operatori “regolarizzanti” S, (con 0 < r < 1) dallo
spazio CO(R™) allo spazio delle funzioni intere su C", tali che per ogni
[ > 0 esista una costante C = C(l,n) in modo che valgano le sequenti
stime. Se f € CY(R™) allora per |a| <1 e [Imz| < si ha:

(iImz)?

/8' < C‘f|clrl_|a‘

0°S, f(x)— Y 9" f(Rew)

IBI<i—lal

ed in particolare per p <r
098, f = 0°Spf|, < C|flcir' ™1
Inoltre, nel caso reale abbiamo:

1S, f = flos < C|f|car’™* s<l
[Sr flos < C|f|cl7“l_s [<s.

Infine, se f é periodica rispetto a qualcuna delle sue variabili, allora anche

le funzioni approssimanti S, f lo sono rispetto alle stesse variabili.

Fatto cio, cercheremo di legare le proprieta di differenziabilita di una fun-
zione in termini di stime quantitative per la successione di funzioni analiti-
che approssimante. Tale risultato puo in un certo senso essere interpretato
come un “viceversa” del lemma precedente. Una sua versione classica ¢
dovuta a Bernstein e lega le proprieta di differenziabilita di una funzione
periodica con delle stime quantitative per una successione approssimante

di polinomi trigonometrici. Dimostreremo il seguente risultato:

Lemma. (Bernstein, Moser)
Sia f : R" — R il limite di una successione di funzioni reali analitiche

fu(x) definite nella striscia complessa

{zeC”: [Imz|<r,=2""r},
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con 0 <rg <1 etali che

fo=0 e |fu(z) = fu1(2)]s, SATE/’

con A costante. Allora f € C*(R™) per ogni s <l non intero ed inolire

dove 0 < jp = s — [s] < 1 & la parte frazionaria di s e C = C(I,n) > 0 &
un’opportuna costante.
Inoltre, se le f,, sono periodiche nelle variabili x;, allora anche la funzione

limite f lo e.

- A questo punto abbiamo sviluppato tutti gli strumenti per poter estendere
il teorema KAM al caso differenziabile. Il teorema che dimostreremo ¢é il

seguente:

Teorema 2. (Moser)
Sianon>2,7>n—1,~v>0 m>0,1>21+24+m, M>1ep>0,e

supponiamo che w € R™ sia un vettore (v, 7)-diofantino, cioé

Iw~jlz# Vjez\{0}.

Sia inoltre G C R™ un dominio aperto contenente B,(0) e sia F' € CHT™ x
G) tale che

F.(x,0)=0
Fy(z,0)=w

per x € T"; supponiamo inoltre che soddisfi le sequenti stime per x € R
eyeG:

|F|ct <M

|<Fyy('70)>71| <M.

Allora esistono delle costanti

*

et =¢e"(v,,l,m,M,n,p) >0 e  é=¢&(y,7,l,m,M,n,p)>0

in modo che valga quanto seque.
Se H € CY(T™ x G) ¢ una funzione hamiltoniana tale che per qualche

e < ¢e* si abbia

s < Mel™s per ogni 0 <s <1,

z = u(f)
y =v(§)

|H - F

allora esistono
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soluzioni del problema

tali che:

i) u(&) — & e v(§) sono entrambe periodiche con periodo 1;
i) u € C*(R",R") evout € CTT(R",G), per ogni s < m + 1 tale
che s¢Nes+1¢&N.

Valgono inoltre le sequenti stime:

u—id|e: € ——t _gmtl=s O<s<m+1
n(l— p)
|’UOU71‘CS S h&mJ’»T“rlis O < s §m+7—+1,

con0<pu=s—|[s]<1.

Osserviamo che stiamo richiedendo alla nostra hamiltoniana di essere C!
conl > 2742 > 2n (in quanto 7 > n—1). Queste condizioni (nettamente
migliori rispetto a quelle trovate da Moser nel suo lavoro originale sulle
twist maps - corrispondenti a due gradi di liberta - dove il numero di
derivate richiesto era piuttosto eccessivo: 333), coincidono con quanto
dimostrato da Poschel (cfr. [53] e [54]). Osserviamo inoltre che tale lower
bound sembra essere ottimale, come mostrano diversi esempi esistenti in
letteratura, quali [37], [65] o [42]. Inoltre maggiore é la regolarita della
hamiltoniana, maggiore sara la regolarita delle soluzioni trovate.

La tecnica che abbiamo seguito, come gia accennato in precedenza, si basa
su un’idea di Moser che viene ripresa nelle note di Salamon (con opportune
correzioni): approssimeremo la nostra hamiltoniana con una successione
di hamiltoniane reali analitiche, usando le tecniche sopra discusse ed ot-
terremo quindi una successione di hamiltoniane, definite su strisce sempre
pit sottili, ciascuna delle quali soddisfera, all’interno della propria striscia,
le condizioni richieste dal teorema KAM analitico. Quindi troveremo una
successione di trasformazioni simplettiche reali analitiche (vedi teorema 1)
e questo ci permettera di costruire uno schema iterativo convergente, che
ci fornira i risultati richiesti.

Per I’enunciato relativo ai sistemi quasi-integrabili si veda il corollario
3.3.2.

Nell’'ultima parte del capitolo, mostreremo alcuni risultati relativi all’u-

nicita e alla regolarita delle soluzioni trovate. In particolare mostreremo
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che, con le stesse condizioni di regolarita richieste nel teorema 2, si puo
dimostrare un risultato di unicita (locale) per i tori invarianti con un’as-
segnata frequenza diofantina w. In un contesto piu generale tale problema
¢ stato ampiamente discusso - nel caso analitico - da Zehnder (cfr. [71]) e
le idee e le tecniche da noi riprese (vedi [60]) sono profondamente ispirate

a tale lavoro. In particolare dimostreremo il seguente risultato:

Teorema 3. Sianon > 2, v >0, 7>n—-1, 0<A<1, M >1ed
=14+ X+1, e supponiamo che w € R™ sia un vettore (v, T)-diofantino,
cioe

|W'J|ZW VjeZ"\{0}.

Sia inoltre G C R™ un dominio aperto contenente lo zero e sia H €
C'"*2(T" x G) una hamiltoniana tale che

ed in modo che le sequenti condizioni siano soddisfatte:
Hlois <M e |(Hyy(0))™ < M.
Allora esiste una costante
0<d=0(y,7,An, M) <1

in modo che valga quanto seque.
Se u € CY(R™,R") e v € CY(R",G) soddisfano

0H

Du = 8—y(u, v)
0H

Dv = —%(u, v),

le funzioni u(&)—¢& e v(€) sono periodiche di periodo 1, vou™! € C/(T", G)

e valgono le sequenti stime
lug —Ijco <6 e vou e <4,

allora

Il
o

ug =1 e v

Questo risultato di unicita, insieme al teorema KAM differenziabile, ci
permettera di mostrare che le soluzioni di un sistema hamiltoniano C'*°
sono anch’esse C°°:
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Teorema 4. Sianon >2, v>0, 7 >n—1, edl > 2742, e supponiamo

che w € R™ sia un vettore (v, 7)-diofantino, cioé

v

417

jw- | = vj ez \{0}.

Sia inoltre G C R™ un dominio aperto e sia H € C*°(T" xG) una funzione
hamiltoniana.

Consideriamo u € C'T1(R™,R") e v € CY(R", G), tali che

z = u(f)
y =v(&)
sia una soluzione del sistema hamiltoniano associato, con u(§) — & e v(§)

stano periodiche di periodo 1 ed u diffeomorfismo del toro T™. Supponiamo
infine che

det ({ug () ™" Hyy(u(€), v(€)) uf (€)71) #0.

Allora u e C*® ev € C.

Capitolo 4 - Teorema KAM: caso isoenergetico

Abbiamo discusso nei capitoli precedenti la conservazione dei tori invarianti mas-
simali corrispondenti a frequenze diofantine, sia nel caso di sistemi hamiltoniani
analitici, che di sistemi sufficientemente differenziabili. I risultati che abbiamo
fin qui provato (cfr. teorema 1 e teorema 2) ci hanno permesso di concludere che,
sotto opportune ipotesi di non degenerazione sulla hamiltoniana imperturbata
e sulla taglia del fattore perturbativo, i tori invarianti non risonanti associati
ad una frequenza diofantina w, sopravvivono per il sistema perturbato, i.e. il
sistema perturbato continua ad ammettere un toro invariante corrispondente
alla stessa frequenza diofantina w, ma - in generale - su un differente livello
energetico.

Il problema che vorremo affrontare ora é il seguente:

E’ possibile dimostrare la conservazione dei tori invarianti massimali corrispon-
denti a valori di energia fissati? Cosa possiamo dire in tal caso relativamente
alle frequenze di tali tori perturbati?

Questo problematica trova le sue motivazioni oltre che in una irrefrenabile curio-
sita matematica, in molti problemi fisici, dove € essenziale il controllo del valore
energetico delle soluzioni di un problema assegnato; inoltre, promette risultati
potenzialmente piu significativi per lo studio della stabilita di tali sistemi: in-
fatti in tal caso la conservazione di tali tori verrebbe garantita su ciascun livello
energetico.

Purtroppo tale risultato - in generale - non é valido, se imponiamo condizioni
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analoghe a quelle richieste nel caso standard: si riescono infatti a trovare dei
controesempi che ne negano la validitd. Dobbiamo trovare quindi una condizione
che ci garantisca la non degenerazione isoenergetica della nostra hamiltoniana
integrabile, cioé una condizione che ci permetta di dimostrare il risultato in
questione.

Nel primo paragrafo discuteremo la natura di tale condizione di non degenera-
zione ed i suoi legami con la condizione di non degenerazione standard: mostre-
remo (con degli esempi) che tali condizioni sono indipendenti e che conducono
a risultati differenti nell’ambito della teoria KAM e della conservazione dei tori
invarianti diofantini.

Nei paragrafi successivi dimostreremo delle versioni quantitative del teorema
KAM isonergetico, nella classe delle hamiltoniane analitiche e in quella delle
hamiltoniane differenziabili: le condizioni di regolarita che otterremo in que-
st’ultimo caso, sono esattamente le stesse del caso standard.

Le tecniche che useremo si rifanno agli schemi discussi nei capitoli precedenti,
opportunamente modificati per adattarli a questo nuovo contesto: infatti, no-
nostante 1'originalita dei risultati di questo capitolo, non pud essere negato il
notevole contributo fornito da quanto discusso in precedenza e dalle note di Sa-
lamon (nonché da alcune osservazioni in [23], dove pero viene considerato solo il
caso analitico). Osserviamo che la condizione di non degenerazione isoenergetica
ci permetterd ad ogni passo dello schema di lasciare invariato il livello energe-
tico, ma tutto cid comporterd una variazione (seppur minima) della frequenza,
comportando una variazione delle frequenza finale, dipendente dalla taglia della
perturbazione; la nuova frequenza sara della forma w’ = (1 + k)w con k suffi-
cientemente piccolo (di cui forniremo delle precise stime), e quindi i rapporti
tra le componenti delle frequenze (frequency ratios) rimarranno costanti (cioé
le frequenze rimangono costanti se viste nello spazio proiettivo).

Enunciamo i risultati principali che dimostreremo. Cominciamo dal caso anali-
tico:

Teorema 5. (Teorema KAM isoenergetico, caso analitico)
Sianon>2, 7>n—1,v>0,0<0<1, E€R e M >1 e supponiamo che

w € R™ sia un vettore (v, 7)-diofantino, cioé
woilz o Viezn\{o},
tale che |w| < M.
Allora esistono delle costanti
0" =0"(y,71,0,M,n) >0 e c=c(vy,7,0,M,n) >0

in modo che c6* < 274 ¢ che valga quanto seque.

Sia H(x,y) una hamiltoniana reale analitica nella striscia

S ={(z,y) €C*: |Imz[<r |y <7}
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con 0 < r <1, periodica di periodo 1 nelle componenti x1, xs, ..., T, e tale da

soddisfare le sequenti condizioni per (x,y) € 3, e per qualche 6 < §*:
|H(z,0) — E| < 6r?7+2
|H,(z,0) —w| < 67t

c
4M
dove Q(z,y) € C"*™ & una matrice simmetrica (non necessariamente analitica)

nella striscia X,.; definiamo, inoltre

o= 20 )

e supponiamo che in X, si abbia:

QI <M e [(A(,0)) 7Y < M.

Allora esiste una trasformazione simplettica, reale analitica z = ¢({) (dove
z=(x,y) e ¢=(&n) ) della forma

z = u(f)

y=v(&) + (€)'
con le funzioni u(§) — & e v(€) entrambe periodiche di periodo 1 e tale che la
hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfi:

K(&0)=F, K(§0)=0, Ky0)=(1+kw

dove |k| < 227 F3cormHL,

Inoltre valgono le sequenti stime in Xg,:

0
[6(0) = ¢ < s —O)r
cd
|¢’C(C) - H| < 17M3
d
Km(0) = Q(O)| < 57
0
[vou (@) < g™

Osserviamo che le condizioni di non degenerazione isoenergetica si traducono

nelle condizioni imposte sulla matrice A.

Analogamente a quanto gia fatto nel caso standard, estenderemo tali risultati

al caso differenziabile:
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Teorema 6. (Teorema KAM isoenergetico, caso differenziabile)
Sianon>2,7>n—-1,v>0, FEER, m>0,1>274+24m, M>1ep>0,
e supponiamo che w € R™ sia un vettore (v, T)-diofantino, cioé
. Y .
|W'J|ZW Vi ez \{0},
tale che |w| < M. Sia inoltre G C R™ un dominio aperto contenente B,(0) e
sia ' € CY(T™ x G) tale da soddisfare:

Fp(z,0)=0
Fy(z,0) =w
F(z,0)=FE

per x € T".

Supponiamo, inoltre, che soddisfi le sequenti stime per xt € R" ey € G:

|Flei < M
[(A(,0) 71 <M,

dove

Allora esistono delle costanti

e =¢e"(y, 1, l,m,M,n,p) >0 e ¢=é(v,1,l,m,M,n,p) >0

in modo che valga quanto seque.
Se H € CY(T" x G) ¢ una funzione hamiltoniana tale che per qualche ¢ < &* si
abbia:

s < Mel® per ogni 0 <s <[,
z = u(§)
y=wv(&),

D(1+k)wu = Ty(u,v)

|H - F

allora esistono

soluzioni del problema

Dajrywv = —%—ij (u,v)

dove |k| < 27H8"meem T+ (per un’opportuna costante ¢3), tali che:

1. u(€) — & e v(€) sono entrambe periodiche con periodo 1;
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2. u € C*(R",R") evout € C*F+7(R", Q) per ogni s < m+1 tale che s ¢ N
es+1¢N;

3. H(u(§),v(§)) = E per ogni £ € R™.

Valgono inoltre le sequenti stime:

p(1 = p)

lu — id gmti=s 0<s<m+1,

cs <

\vouflcsgﬁsm”“* 0O<s<m4+71+1,
p(l—p

con0<p=s—I[s] <1

Per gli enunciati relativi ai sistemi quasi-integrabili si vedano i corollari 4.2.2 e
4.3.2.

Capitolo 5 - Tori parzialmente iperbolici (caso differenziabile)

Abbiamo visto nei capitoli precedenti I’eccezionalita e la novita dell’utilizzo del-
le tecniche KAM per la dimostrazione della sopravvivenza dei tori non risonanti
di sistemi hamiltoniani, sia nel caso analitico che in quello differenziabile. In
questo capitolo vogliamo spostare la nostra attenzione sul destino dei tori ri-
sonanti parzialmente iperbolici, che svolgono un ruolo di cruciale importanza
nello studio della cosiddetta diffusione di Arnol’d. Questi particolari tori fu-
rono inizialmente studiati da Poincaré; fu Arnol’d in [5] a denominare tali tori
whiskered (cioé coi baffi) e ad utilizzarli nel suo famoso esempio di un fenomeno
di diffusione, che oggi porta il suo nome.

Risultati di tipo KAM relativi alla sopravvivenza dei tori parzialmente iper-
bolici, per effetto di piccole perturbazioni del sistema, sono stati ottenuti e
ampiamente discussi in [35] e [71], dove vengono analizzate hamiltoniane anali-
tiche. In questo nostro lavoro vogliamo invece soffermare la nostra attenzione
su hamiltoniane sufficientemente differenziabili, ma non necessariamente analiti-
che. Il metodo che seguiremo consistera nel combinare una versione del teorema
KAM (caso differenziabile standard e isoenergetico), con degli schemi propri
della teoria delle varietd normalmente iperboliche, sviluppata da Fenichel (cfr.
[28] e [69]), e dimostreremo dei risultati di conservazione per i tori parzialmente
iperbolici differenziabili, sia nel caso standard che nel caso isoenergetico (que-
st’ultimo risultato & nuovo).

Entriamo nei dettagli del metodo che seguiremo. Considereremo una hamilto-

niana della forma:

Ho(z,y,1,¢) = x- Ay + h(I)
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con
r = (m1,$2,...,1‘l)€Rl
y = (yl7y2a"'7yl)€Rl
I = (I1,I,....,I) eU CRF
¢ = (p1,902,...,01) €T

dove U & un insieme aperto di R* ed A una matrice definita positiva.

Mostreremo che tale hamiltoniana possiede una varietd invariante 2k-dimensionale:
M= {(z,y,],0): 2=y=0,1cU, pcTr},
consistente in una famiglia k-parametrica di tori k-dimensionali, cioé:

M= | T(),

IeU

dove
T(I) ={(0,0,1,¢), €T}

Inoltre, M possiede delle varieta stabili e instabili (2k + [)-dimensionali, date

rispettivamente da:

WsM) = {(0,y,1,¢0): yeR, TR oeT"} ={z=0}
{(#,0,I,0): 2R, TERF, o e TV} = {y=0}.

3
E
If

Piu precisamente, W*(M) e W*(M) sono anch’esse delle varieta invarianti con-
tenenti M (in particolare W*(M)NW™"* (M) = M) e costituite da traiettorie che le
si avvicinano asintoticamente per t — 400 e t — —oo rispettivamente. Ancora

piu precisamente, a ciascun toro k-dimensionale in M
T(IO) = {(070710790)7 2 eTk}7

possiamo associare delle varieta (k + [)-dimensionali, dette rispettivamente baffi
stabili e baffi instabili:

W*(Io) {(0,y,Io,¢) : yeR, T €R", peT'} ={z =0, I = Iy}
W Iy) = {(2,0,lp,0): t€R, TERY T} ={y=0, I =1},

che costituiscono una foliazione di W*(M) e W*(M) e sono tali che:

W*(Io) N W (Io) = T(Io) .

Quello che vorremmo mostrare ¢é il seguente risultato (che in seguito enunceremo

in una formulazione pit quantitativa):
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Sia Ip € U tale che w(ly) sia un vettore (v, T)-diofantino. Allora, sotto oppor-
tune ipotesi di non degenerazione per h, il toro invariante T(Iy) per la hamilto-
niana Hy, con r sufficientemente grande, sopravvive insieme ai suoi baffi stabili

e instabili, ad una perturbazione sufficientemente piccola e regolare del sistema.

Lo schema che useremo per dimostrare tale risultato é il seguente:

1. Mostreremo innanzitutto la conservazione (locale) di W*(M), cioé lesi-
stenza di una varieta che denoteremo con Wy2:* (M), C"~! - diffeomorfa a
W (M). Per far questo utilizzeremo delle tecniche proprie della teoria geo-
metrica dei sistemi dinamici, rifacendoci a quanto sviluppato da Fenichel
per le varieta normalmente iperboliche. Descriviamo piu dettagliatamente
il procedimento che seguiremo:

- Considereremo un intorno N della nostra varieta (costruito in ma-
niera opportuna a partire dalla dinamica del sistema) e prenderemo in
esame lo spazio delle sue sezioni, cioé applicazioni definite su W* (M)

a valori in N,.

- Rifacendoci ad un idea gia usata da Hadamard (per dimostrare ’e-
sistenza delle varietd stabile e instabile associate ad un punto fisso
di un diffeomorfismo), definiremo una trasformazione grafico da un
sottospazio dello spazio delle sezioni in se stesso; faremo vedere che
tale applicazione & una contrazione e dedurremo l’esistenza di un
punto fisso. Per come abbiamo definito la trasformazione grafico, i
suoi punti fissi coincideranno con delle varieta lipschitziane invarianti

(localmente) rispetto al flusso perturbato.

- Il passo successivo sarda dimostrare la regolarita di tale varieta: di-
mostreremo che € piu che lipschitziana; faremo vedere infatti che é

C™ 1. Per far ciod, utilizzeremo un procedimento iterativo:

a) Innazitutto faremo vedere che ¢ C': ricaveremo un’equazione
formale che la funzione deve soddisfare per essere C' ed utiliz-
zando un procedimento iterativo mostreremo che una soluzione
di tale equazione esiste e coincide proprio con la derivata della

nostra funzione.

b) Iterando lo schema arriveremo a dimostrare che ¢ C™~1.

2. In maniera analoga si dimostra la conservazione (locale) della varieta
W#(M): infatti basta osservare che attraverso un’inversione temporale,

tale varietd diventa proprio la varietd instabile del sistema cosi ottenuto.

3. Utilizzando tali risultati mostreremo la conservazione (sempre locale) della

varietd M, cioé esistenza di una varieta M., C"!-diffeomorfa ad M e
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localmente invariante per il flusso perturbato.

I risultati fin qui dimostrati possono essere cosi riassunti:

Teorema 7. Sian=1+k>2 (conk>1el>1), r€Nconr >3,

p1, p2 > 0.
Consideriamo una hamiltoniana C™(R* x U x T*) della forma:

Ho(z,y,1,¢) = x- Ay + h(I)

dove
r = (x1,72,...,2) e R
Yy = (y1>y27"'7yl) GRI
I = (‘[17I27"‘7Ik)€UCRk
4 (‘Pl;¢27~--,¢k)€'ﬂ‘k

con U aperto di R*.

Assumiamo, inoltre, che valgano le sequenti proprieta:
(a) A ¢ una matrice definita positiva;

(b) [hler < M.
Allora esistono

et =¢e"(l,k,M, A r p1,p2) e C=C(,Ak,M,r, p1,p2)

tali che valga quanto segue. Se consideriamo una perturbazione hamilto-
niana del nostro sistema

H(‘rayala@) = HO(%%L@)“‘EHl(%yJ#P):
= xAy—’_h(I)—"_EHl(x?vavSO)
con
Hy € C7(Byy(0) X By (0) x By (Io) x )

tale che B,,(Ip) C U e e < €*, allora le varieta M, W*(M) e W*(M)
sopravvivono localmente a tale perturbazione; in particolare:

M., = {a::ﬁ)([,(p),y:ﬂ([,gp): IEB%(IO),WE’H"“}
WhE(M) = {yzu(m,],g@) . € Bu(0), I €Bu(l), weT’“}
W) = {z=uw(y,l¢): yeBuy(0), I€Bul) peT},

con U, W, u e w funzioni C"~1 nel loro dominio di definizione tali che

IN

jaf, [@], ul, [w]

|Da|, |Dw|, |Dul|, |Dwl

9

Ce.

IN
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4. Restringeremo il sistema hamiltoniano a tale varietd M.: dimostreremo

innanzitutto un lemma tecnico che ci permettera di concludere che il siste-
ma cosl ottenuto ¢ ancora hamiltoniano e che la sua hamiltoniana coincide
proprio con ’hamiltoniana ristretta ad M. Otterremo quindi un sistema
hamiltoniano (dipendente solo dalle I e dalle ¢) quasi-integrabile, a cui
sard possibile applicare i risultati discussi nei capitoli 3 e 4, deducendo
la conservazione dei tori parzialmente iperbolici sia nel caso standard che
nel caso isoenergetico. Per quanto riguarda la conservazione dei loro baffi,
questa ¢ conseguenza della conservazione di W* (M) e W*(M).

In particolare dimostreremo i seguenti due risultati:

Teorema 8. (Conservazione tori parzialmente iperbolici, caso dif-
ferenziabile)
Sian=1+k>2(conk>1el>1),7>k—-1,~v>0, m >0,
r>2r+m+3 (conr € N), M >1, p1, p2 > 0 e wy € R* un vettore
(v, 7)-diofantino, cioé

|w0'j\2# v jeZk\{0}.

Sia inoltre U C R¥ un dominio aperto contenente B,,(Iy) .

Consideriamo una hamiltoniana C"(R? x U x T*) della forma:

H(l'vya-[a(p) :xAy+h(I)+€H1(xayaIa90)

dove
r = (l‘l,l’g,...,l‘[) ERI
Yy = (ylay27~'~7yl) ERl
I = (IlaIQ,“';Ik)GUCRk
Y = (<P1a<%72,-~-,<,0k)€’1rk.

Assumiamo, inoltre, che:

(a) A sia una matrice definita positiva;

(b) o
5(10) = wo

|hlcr <M
o2h, N\
(5rmw)

<M.

Allora esistono delle costanti

6* = 5*('Y>7'>7'>m7A7M7l7k7,01>P2) > 0
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c= 6(77T7T7m7A7Mal7kap17p2) > Oa

in modo che se

¢e < min{1, p1, p2}

e per qualche § < 6" si ha
le Hy|cs < M™F per ogni 0 < s<r,

allora esiste una soluzione del sistema hamiltoniano associato ad H,

I=1(¢)+1o
p=9
v = 2(&) = uw(I(§) + Lo, $(¢))
y=9(&) = v (&) + Lo, ¢(£))
dove
u, v € C’Tﬁl(B%z(Io) x T"),
tale che:

(a)

Dt = D). 0(6).1(6) + 1o, 4(0)
Dyl = =520 9(6).1(6) + 10, 6(€):

b) (&) —€ e f(g) sono periodiche con periodo 1 ;

¢) peC(RF RF) e Top~t+1, € CsT7(R*, B, (Ip)) per ogni s < m+1
tale che s ¢ N e s+ 71 ¢ N.

Valgono inoltre le sequenti stime:

p(l— p)

1 < c
Ccs S 0/~
(1 — )

gmtl=s 0<s<m+1,

gmtTHl-s 0O<s<m4+71+1,

[Io¢™

con0<p=s—I[s]<1.

d) u e v soddisfano le sequenti stime:

IA

lul, Jwl

|Dul, |Dw|

3

ce.

IN

Teorema 9. (Conservazione tori parzialmente iperbolici, caso dif-
ferenziabile - isoenergetico)
Sian=10+k>2(conk>1el>1),7>k—-1,~v>0, m >0,
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r>2r+m+3 (conr €N, M >1,p1,p2>0, E€R ewy € R¥ un
vettore (7, 7)-diofantino, cioé

|wo - j[ = v j ez \ {0},

v
1417
tale che |wo| < M. Sia inoltre U C R* un dominio aperto contenente

By, (Io) -
Consideriamo una hamiltoniana C"(R? x U x T*) della forma:

H(z,y,I,p) =x- Ay +h(I) +cHi(x,y,1,p)

dove
T = (xl,l'Q,...,Zl) GRI
y = (W1,y2.-...y) ER
I = (Ii,I,....Iy) eU CRF
¢ = (p1,02,...,08) € TF.

Assumiamo, inoltre, che:

(a) A sia una matrice definita positiva;

(b)
WI,) = E

%(Io) = wo
hler < M
(A | <0
dove
9?h on, \"
Al = %I;(I) - (01(1)>

alty 0

Allora esistono delle costanti

6* = 5*(77T7T7m7‘4aMal7kap17p2) >0

c= 6(77T7T7m7A7M7lak7p17p2) > Oa
in modo che se
¢e < min{l, p1, p2}

e per qualche 6 < §* si ha

le Hi|cs < M6™° per ogni 0<s<r,
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allora esiste una soluzione del sistema hamiltoniano associato ad H,

I=1)+1I

p=9

v = i(€) = u(l() + Io, $(€))

y =19(8) = v(I(&) + Lo, 4(£)) ,
dove

u, v € C" 1(3%2(10) x T"),
tale che:
(a) o
Disoyso® = 7 (@(€):5(8), 1(€) + Io, $(€))
- OH

Daround = —52(@(). 9(6), 1) + 1o, 9(9)),

con |0 < 27F8=mEemFTHL (per un’opportuna costante éz).

b) (&) —€ e f(f) sono periodiche con periodo 1 ;

¢) H(#(€),9(), 1(€) + To, $(&)) = E, per ogni € € R¥.

d) ¢ € C5(R¥R¥) e Top~ ' +1y € C5T7(R¥, B,,(Ip)) per ogni s < m+1
tale che s ¢ N e s+ 71 ¢ N.

Valgono inoltre le sequenti stime:

c

(1 — p)

p(l = p)

con0<pu=s—|[s]<1.

|¢ —id|cs < gmrl=s 0<s<m+1,

[Top™Yes < gmtTHi=s 0O<s<m4+71+1,

e) u e v soddisfano le sequenti stime:

IN
™

lul, Jwl

|Dul, |Dw|

IA
Q
I
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Capitolo 1

Introduzione alla teoria KAM

“Speaking quite intuitively, we are familiar with systems with very
unstable, even ergodic, behavior, as demanded by statistical mecha-
nics. On the other hand, there are other systems exhibiting clearly
stable behavior, as, for example, the planetary motion of the solar
system. The problem is to decide which systems have stable and

which unstable behavior.”

[Moser, [49]]

Cosi Moser spiegava il vasto panorama di ricerca sulla stabilita dei sistemi hamil-
toniani: interesse principale é studiare sistemi sufficientemente vicini a sistemi
cosiddetti integrabili - sistemi di cui si conosce un numero sufficiente di integrali
primi tale da renderne triviale lo studio e di conseguenza evidente la stabilita - e
cercare di dedurre le proprieta fondamentali del loro comportamento utilizzando
le conoscenze che abbiamo su questi ultimi. Quello che ci si potrebbe aspettare
é che piccole perturbazioni di questi sistemi non possano alterarne troppo il
comportamento stabile, a differenza di eccessive variazioni che potrebbero por-
tare addirittura ad una degenerazione, se non ad una perdita della stabilita.
Purtroppo questo é vero soltanto in parte: infatti, si pud dimostrare che per
piccole perturbazioni e sotto ipotesi di non degenerazione del sistema, buona
parte della stabilita viene preservata (in un senso che chiariremo meglio in se-
guito); cid nonostante, non possono escludersi fenomeni di instabilita dovuti alla

distruzione delle orbite risonanti del sistema imperturbato.

Nei prossimi paragrafi cercheremo di comprendere meglio e discutere in manie-
ra pitt quantitativa queste idee, seguendo le linee guida tracciate nei lavori di
Kolmogorov, Arnol’d e Moser (da cui 'acronimo KAM) ed i successivi sviluppi

in vari ambiti di ricerca.
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1.1 Flussi lineari su tori

Una componente fondamentale dell’analisi svolta nei prossimi paragrafi & rap-
presentata dai moti lineari su un toro n-dimensionale; é per questo motivo che

cominceremo il nostro lavoro con una breve discussione di tali moti.

Definizione 1.1.1. Un toro standard n-dimensionale é una varieta differenzia-
bile T™ data dal prodotto cartesiano di n copie della circonferenza

Un elemento T € T™ & quindi una classe di equivalenza

T=x+2"={x+k, keZ"}.

E’ facile mostrare che T™ ¢ una varieta differenziabile n-dimensionale (compatta,
per il teorema di Tychonov). Infatti, come prima cosa si osserva che S! lo é:

comunemente si usa ’atlante formato dalla coordinata angolare

p:R — S!

T e2mx

con le carte U; = (f%,%) e U = (0,1). Una volta dimostrato cid, basta

applicare la seguente proposizione (per la cui dimostrazione rimandiamo a [62]):
Proposizione. Se X e Y sono varieta differenziabili, con dim(X) = n e
dim(Y) = m, allora il loro prodotto cartesiano X XY ha una struttura di varietd

differenziabile di dimensione n + m.

Osserviamo che in realtd tale varieta é piu che differenziabile: possiede infatti
una struttura analitica.
Osserviamo che & possibile introdurre una metrica su tale toro cosi definita:

vz, geT" d(z,y) := inf |x — k

.Y (,9) = inf |z —y+kl

dove z € T e y € y sono due rappresentanti di tali classi di equivalenza; &
immediato verificare che si tratta di una metrica e che é ben definita, nel senso
che ¢ indipendente dalla scelta dei rappresentanti della classe.

Consideriamo ora il seguente moto lineare su T":

z(t) =z o +wt
cioé
z(t) = xo + wt (mod. 1)
con Tg € T" e w € R™ (frequenza del moto). 1l risultato che dimostreremo
ci permettera di descrivere qualitativamente ’orbita descritta da tale moto a

partire da alcune condizione di non risonanza della sua frequenza.
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Osservazione. D’ora in poi, allo scopo di alleggerire la notazione, indicheremo
i punti di T™ semplicemente attraverso un rappresentante della classe d’equiva-
lenza, tenendo ben a mente la relazione d’equivalenza alla base di tale struttura
(i.e. (mod. 1) ).

Definizione 1.1.2. Si dice modulo di risonanza M, del vettore di frequenze w

il sottoinsieme di Z" (evidentemente & un sottomodulo® di Z") dato da

M,={keZ": k- -w=0}.

La dimensione del modulo di risonanza M, (con 0 < dim M,, < n) rappresenta
il numero di relazioni di risonanza k- w = 0 indipendenti verificate da w e viene

anche detta molteplicita della risonanza; in particolare
(i) il caso dim M,, = n & possibile solamente se w = (0,...,0), nel qual caso
non vi € alcun moto, cioé tutti i punti del toro sono fissi;

(i) se dim M, = 0, allora M,, = {(0,...,0)} e la frequenza w ¢ detta non

risonante (o anche razionalmente indipendente);
(iii) se dim M,, = n—1, allora la frequenza w é detta completamente risonante.
Vediamo ora come queste proprietd puramente aritmetiche della frequenza w
siano in realtd collegate con la natura topologica dell’orbita descritta dal moto.

Teorema 1.1.3. Sia M, il modulo di risonanza associato al vettore di frequenze
w del moto; se m = dim M,,, allora l'orbita é densa su un toro di dimensione

n —m immerso in T".

Dimostrazione. Vedi Appendice A. O

Segue immediatamente il seguente corollario:

Corollario 1.1.4. Sia M, il modulo di risonanza associato al vettore di fre-

quenze w dei moti e sia m = dim M, ; allora:

1Per A-Modulo (dove A & un anello commutativo unitario) intendiamo un gruppo abeliano
additivo M, dotato di un operazione di moltiplicazione per uno scalare con elementi di A,
cioé esiste un’applicazione

i AXM— M
tale da soddisfare le seguenti proprieta:

iyr-(m+m)=r-m+r-m' VreAem, m € M,

iy (r+7)-m=r-m+r"-m Ve, €Aem € M,
iii) (rr')-m=r-(r"-m) Vr,r" € Aem € M,
iv) 1a-m=m Ym € M.

Chiaramente Z"™ é uno Z-modulo.
|R.Y. Sharp, “Steps in commutative algebra”, London Mathematical society 1990|
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1. Dorbita ¢ periodica se e solo se m =n — 1 (risonanza completa);

2. se m = 0 lorbita é densa su tutto il toro T";

3. sel <m < n-—11orbita é densa su un toro di dimensione n—m immerso
in T™.

Definizione 1.1.5. I moti corrispondenti ai casi (2) e (3) si dicono quasi-

periodici.

1.2 Meccanica hamiltoniana

Definizione 1.2.1. Sia M = M?" una varieta regolare di dimensione pari. Una
struttura simplettica su M ¢é definita attraverso una 2-forma w?, soddisfacente
le seguenti proprieta:

i) dw? =0, i.e. w? & una forma chiusa;

ii) w? é non degenere, cioé per ogni spazio tangente T, M si deve avere:

W, &) =0 YéEeT,M = =0

La coppia (M,w?) ¢ detta varieta simplettica.

Quello che si pud mostrare € che in un intorno sufficientemente piccolo di ciascun
punto di M, tale struttura simplettica si pud ridurre, con opportune coordinate

locali x1, ..., Tn, Y1, - - -, Yn, in una forma particolarmente semplice.

Teorema 1.2.2 (Darboux). Supponiamo che w? sia una 2-forma non dege-
nere, su una varieta M di dimensione 2n. Allora dw? = 0 se e solo se in ogni

punto p € M ci sono delle coordinate (U, ), dove

(T, oy Ty Y1, s Yn) = PEUCM

tali che p(0) =p e?

n
orw? = Z dy; N\ dz; .
i=1

Per la dimostrazione di tale risultato si rimanda a [6].

Tali coordinate (z, y) prendono il nome di coordinate simplettiche o canoniche.

La forma w? permette di costruire un isomorfismo naturale dallo spazio tangente
T, M nello spazio cotangente Ty M, che manda ciascun vettore £ € T, M nella

corrispondente 1-forma wg € T M cosi definita:

wi (1) == w?(n,€), neT,M.

2Con ¢*w? intendiamo il pull-back della due-forma w?.
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Poiché w? ¢ bilineare e non degenere, la mappa
£ wy
& proprio un isomorfismo lineare tra i due spazi.

Sia H una funzione regolare su M (che puo eventualmente dipendere dal tempo).
Osserviamo che il differenziale dH ¢ una 1-forma (cioé un elemento dello spazio

cotangente) e quindi insieme con w? determina un campo vettoriale Xz dato
da:

(ixy) () = w? (Xu(2),) = ~dH(z)

con xt € M.

Tale campo vettoriale Xy é detto campo vettoriale hamiltoniano associato alla

hamiltoniana H. Il corrispondente sistema di equazioni differenziali
T = XH((E)

prende il nome di equazioni di Hamilton.

Considereremo ora lo spazio simplettico (R?", w?), dove
n
w? = Zdyi Ndz; .
i=1

Consideriamo quindi una hamiltoniana
H:R™ —R
a cui possiamo associare un campo vettoriale Xz su R?” richiedendo:
w? (Xg(x),a) = —dH(z)a (1.1)

per ogni a € R?". Poiché w? & non degenere, il campo vettoriale Xy ¢ deter-
minato univocamente. Osserviamo inoltre che la condizione (1.1) & equivalente
a:

(JXu(z)) -a=—-VH(z) - a

dove J é la matrice 2n x 2n definita da:
0 I
J = .
I 0

JXp(x)=—-VH(z)

Percio
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ed utilizzando il fatto che :
J? =1

otteniamo la rappresentazione:

Xp(z)=JVH(z), r € R*™.

Di conseguenza le equazioni di Hamilton, possono essere rappresentate nella

formas:
. oOH
T = *afy(%y)
. oOH
Yy= %(x,y)

Definizione 1.2.3. Consideriamo una trasformazione differenziabile e inverti-
bile da M in M:

g9: (¢,p) — (z,y).
Diremo che tale trasformazione conserva la struttura canonica delle equazioni

di Hamilton, se, comunque scelta una hamiltoniana H = H(q,p), il seguente

diagramma é commutativo:

DY
—_—

gl lg
tHog*1 M

Una classe molto ampia di trasformazioni che preservano la struttura canonica

¢ individuata dalle trasformazioni simplettiche:
Definizione 1.2.4. Una trasformazione di coordinate
(z,y) = g(a,p, 1)

differenziabile e invertibile si dice simplettica se la sua matrice jacobiana VG é

tale che:
J = (Vg)J(Vg)".
Una matriche che soddisfa tale uguaglianza é detta simplettica.

Proposizione 1.2.5. Le trasformazioni simplettiche preservano la struttura

canonica delle equazioni di Hamilton.

Per la dimostrazione si rimanda a [27].
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1.3 Sistemi hamiltoniani integrabili

Consideriamo una varieta simplettica (M, w?) con dim M = 2n.

Definizione 1.3.1. Un campo vettoriale hamiltoniano Xy su M é detto inte-

grabile se esistono n funzioni
F,:M —R 1<j<n

che soddisfano in ogni punto di M le seguenti condizioni:

i) VFy,..., VF, sono linearmente indipendenti;
( ) ) ) p )
(ii) {F;, F;} =0 per ogni i # j, dove:
{F, F;} = —w* (X5, XF,)
(si dice che tali funzioni sono in involuzione);
(i) {H, F;} =0 per ogni j.
Introduciamo la mappa
F:M—R"
definita da
F(z) = (Fi(2),..., Fu(z));

possiamo concludere da (i) che gli insiemi di livello
Ne={reM: F(x)=c} ceR"”

sono delle sottovarietd n-dimensionali di M.

Si puo dimostrare il seguente risultato, per la cui dimostrazione rimandiamo a
[38].

Teorema 1.3.2. (Arnol’d-Jost)

Sia (M,w?) una varieta simplettica con dim M = 2n. Assumiamo che esistano
n funzioni F; tali da soddisfare (i) e (ii) in ogni punto. Assumiamo, inoltre, che
un insieme di livello, ad esempio N = F~1(0) C M, sia compatto e connesso.
Allora:

1. N e l'immersione di un toro n dimensionale T".

2. Esiste un intorno aperto U di N in M, in cui possiamo introdurre delle

variabili (x,y) dette variabili di azione-angolo, cosi definite. Siano D
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e Dy due domini di R™ contenenti lorigine. Se x = (x1,...,2T,) So-
no le coordinate sul toro T" e y = (y1,...,yn) € D1, allora esiste un
diffeomorfismo

¢:T"x Dy — U= |J (F'(¢)nD)
ceDo

e un diffeomorfismo p: Dy — D1, con u(0) = 0, tale che:

Prw = Zdyj ANdrj = wi

J=1

poFoi(z,y)=y.

In particolare, 1) mappa il toro T™ x {0} diffeomorficamente in F~1(0) = N
ed il toro T" x {y} diffeomorficamente in N.NU, dove y = pu(c).

Corollario 1.3.3. Ogni sistema hamiltoniano integrabile associato alla hamil-
toniana H, che soddisfi le ipotesi del teorema precedente, viene trasformato,
tramite il diffeomorfismo simplettico 1, nel sequente sistema hamiltoniano su
(T" x Dy,w3) definito dalla funzione di Hamilton:

Hoy(x,y) = hy);

tale hamiltoniana dipende solamente dalle variabili di azione e non dagli angoli.

Osserviamo che se un sistema ¢ integrabile, si ha che in tali nuove coordinate le
equazioni di Hamilton assumono una forma particolarmente semplice:

: oh
¥="5;~"
(1.2)
. Oh _
T = a—y:w(y).

Quello su cui vogliamo soffermare ora la nostra attenzione é la geometria delle
varietd invarianti di tali sistemi integrabili.

Il sistema (1.2) si integra immediatamente:
y(t) =yo (1.3)
z(t) = o + w(yo)t = zo + wot

per ogni t € R. Osserviamo quindi che le azioni sono un sistema di n integrali

primi del moto indipendenti ed in involuzione (cioé {y;,y;} = 0 per ogni i # j).

Possiamo concludere quindi, che i moti di un sistema integrabile sono limitat:

e quasi-periodici; infatti, visti nello spazio T™ x R™, rappresentano delle retta e
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quindi, tenendo conto dell’identificazione delle coordinate z (mod. 1), non sono

altro che delle curve che si avvolgono su un toro invariante

7;10 =T" x {yO}

con frequenze costanti wy = (wo,, ..., wo, ). Quindi Pintero spazio delle fasi
é foliato in una famiglia ad n parametri di tori invarianti 7, - detti Tori di
Kroenecker - sui quali il flusso hamiltoniano & lineare (flusso di Kroenecker)
con frequenze costanti wy. Questa é la raffigurazione geometrica di un sistema

hamiltoniano integrabile. In particolare:

(i) se le frequenze wg sono non risonanti (razionalmente indipendenti), allora

il moto ¢ denso sul toro n-dimensionale invariante 7,;

(ii) se le frequenze wy sono risonanti (razionalmente dipendenti) e il modulo
di risonanza dim M,,, = m (con 1 < m < n — 1), allora il toro invariante
Ty, si decompone in una famiglia con m parametri, di tori invarianti n —m
dimensionali; quindi il moto & denso su uno di questi tori di dimensione

)

inferiore (il toro in questione dipendera dal dato iniziale xg).

Un caso particolarmente interessante si ha quando m = n — 1 (cio¢ le frequenze
soddisfano n — 1 relazioni di risonanza indipendenti); in tal caso wy,, - .., wo,

sono tutti multipli interi di una fissata frequenza non nulla w*. Quindi 7, sara

1
ricoperto da orbite periodiche con periodo —.
w

Osservazione. E’ bene sottolineare che I'introduzione delle variabili d’azione-
angolo fa si che le soluzioni siano collegate alle soluzioni “nel mondo reale” da
una trasformazione che ¢ periodicain x1, ..., z,. Espandendo la trasformazione
1 nella sua serie di Fourier e sostituendo le soluzioni sopra trovate, otteniamo
che le soluzioni “reali” (cioé nel mondo fisico) sono rappresentate da una serie
della forma:

Z Ck(yo)e27ri(k~aco)+2m't(k‘wo) cp € RQn

kezn
dove - denota il prodotto scalare standard in R?”. Quindi ogni soluzione, nel
“mondo reale”, & ottenuta come sovrapprosizione di diverse oscillazioni, ciascuna
con la propria frequenza. Questa idea aristotelica che i moti si possano sempre
considerare come composti da moti circolari uniformi é un’idea molto antica che
si pud far risalire addirittura ad Ipparco (da Nicea, 194-120 a.C.) e trae molto
probabilmente origine dalla perfezione e dalla semplicita di tale moto (di cui il
moto rettilineo puo intuitivamente essere considerato come un caso limite).

(Ctr. [30])

Vediamo ora di discutere brevemente la relazione esistente fra ’insieme dei tori

invarianti di un sistema hamiltoniano integrabile e 'insieme delle frequenze del
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flusso su tali tori. Consideriamo la mappa delle frequenze

w:D — Q
y w(y):%(y)

con 0 C R™. Assumiamo che la nostra hamiltoniana sia non degenere, nel senso
che
0%h Ow
det — =det — #0
Oy? Oy 7
su D. Osserviamo che le componenti di w(y) = (w1 (y), ..., wn(y)) costituiscono
n integrali primi del moto in involuzione; la condizione di non degenerazione

é equivalente quindi a richiedere che tali integrali primi siano funzionalmente

indipendenti. Con tale ipotesi si ha che ? ¢ un diffeomorfismo locale tra D e un
dominio 2 nello spazio delle frequenze, e q%lindi vi & un’effettiva dipendenza della
frequenza dall’azione y, cioé possiamo - almeno localmente - parametrizzare i
tori attraverso le loro frequenze. Ne segue che i tori risonanti stanno ai tori
non risonanti, cosi come ¢ numeri razionali stanno ai numeri irrazionali; detto

piu esplicitamente:

- itori non risonanti formano un insieme di misura piena e denso nello spazio
delle fasi;

- i tori risonanti formano un insieme di misura nulla, anch’esso denso nello
spazio delle fasi; addirittura I’insieme dei tori risonanti di dimensione fissa-
ta (tralemn—1) & ancora denso ed in particolare le traiettorie periodiche
sono dense nello spazio delle fasi.

Osservazione. La condizione di non degenerazione della hamiltoniana é es-
senziale per tale conclusione (vedi paragrafo 4.1). Prendiamo ad esempio un
sistema, lineare in cui la frequenza é costante in tutto lo spazio delle fasi: que-
sto é chiaramente degenere e contraddice i risultati sopra enunciati. Questa
geometria particolare dei sistemi integrabili non degeneri é di fondamentale im-
portanza nello studio della stabilita di tali sistemi e delle relative perturbazioni,

come vedremo meglio in seguito.

1.4 Sistemi hamiltoniani quasi-integrabili

La questione centrale che ora andremo a considerare ¢ lo studio dei sistemi la cui
hamiltoniana é una “piccola” perturbazione della hamiltoniana di un sistema in-
tegrabile. Secondo Poincaré é questo “il problema fondamentale della meccanica

classica” (Poincaré H., [52]).
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Definizione 1.4.1. Un sistema hamiltoniano si dice quasi-integrabile se la sua

hamiltoniana & della forma

H(q7p7 5) = Ho(qvp) + €F(q7p)

dove (g,p) sono definite in un sottoinsieme di R™ x R™, & > 0 & un piccolo
parametro e Hy é la hamiltoniana di un sistema integrabile con superfici di

livello compatte e connesse.?

Osservazione. Poiché il sistema di hamiltoniana H é integrabile, esiste una
trasformazione simplettica dalle variabili (¢, p) a nuove variabili (z,y) di azione-
angolo, nelle quali la hamiltoniana Hj si esprime mediante una funzione hg che
dipende unicamente dalle variabili d’azione. Quindi possiamo assumere, qui e

in seguito, che la nostra hamiltoniana sia della forma

h(l‘,y,&‘) = ho(y) + Ef(l‘,y)

con (z,y) € T"x €, dove 2 & un aperto di R™. Assumeremo inoltre che le funzio-
ni h, ho e f siano analitiche (o sufficientemente differenziabili, come discuteremo
meglio nei capitoli successivi) in ciascuno dei loro argomenti (discuteremo in se-
guito il perché di tale assunzione e analizzeremo dettagliatamente nei capitoli

successivi, come sia possibile estendere tali risultati al caso differenziabile).

Quello che cercheremo di studiare ora é il “destino” dei tori invarianti del siste-
ma imperturbato, in seguito alla perturbazione, cioé come varia la geometria del
sistema per effetto dei termini perturbativi. Quello che ci si aspetta € che alcu-
ni di questi tori persistano mentre altri vengano distrutti generando fenomeni

interessanti quali ad esempio fenomeni di diffusione.

Un primo risultato in tale direzione ¢ dovuto a Poincaré, ma é tutt’altro che di
buon auspicio: egli infatti osservo che perturbazioni, seppure arbitrariamente
piccole, in generale comportino la distruzione di alcuni dei tori risonanti. In
particolare, egli dimostro che nel caso di un toro invariante foliato da una fami-
glia ad n — 1 parametri di orbite periodiche (i.e. tori invarianti di dimensione

1), generalmente solo una quantita finita di orbite sopravvive, mentre le altre

30sserviamo che lipotesi di compattezza delle superfici di livello & fondamentale.
Consideriamo infatti un sistema di particelle libere, con hamiltoniana:
1
H(p,q) = - |pl*.
2
Le equazioni del moto sono
p=0 = p=po
¢g=p = q=qo+pot.

Questo sistema non verifica le ipotesi del teorema di Arnol’d-Jost perché, pur avendo n in-
tegrali indipendenti ed in involuzione dati dalle coordinate F; = p;, gli insiemi di livello non
sono compatti.
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si disintegrano. Quindi, nel caso di sistemi hamiltoniani non degeneri, esiste
addirittura un insieme denso di tori che viene distrutto... sembrerebbe quin-
di non esserci alcuna speranza che gli altri tori sopravvivano. Nel 1954, invece,
Kolmogorov provo che in realta la maggioranza dei tori non risonanti - quelli cor-
rispondenti a frequenze fortemente non risonanti, nel senso che poi chiariremo
- si conserva, subendo soltanto una leggera deformazione dovuta alla perturba-
zione. Possiamo enunciare - in maniera qualitativa - il teorema di Kolmogorov

nel seguente modo:

Teorema 1.4.2 (Kolmogorov). Se un sistema hamiltoniano integrabile é non
degenere, allora per una perturbazione hamiltoniana conservativa sufficiente-
mente piccola, la maggioranza dei tori invarianti non risonanti non viene di-
strutta, ma si deforma leggermente. In altre parole, nello spazio delle fasi del
sistema perturbato continuano ad esistere dei tori invarianti su cui SONO oVUN-
que dense le orbite con numero di frequenze razionalmente indipendenti pari al
numero di gradi di liberta del sistema. I tori invarianti indicati sono la mag-
gioranza, nel senso che la misura del complementare della loro unione é piccola

insieme alla perturbazione.
Nei prossimi capitoli affronteremo e dimostreremo in maniera analitica tale
risultato.

Prima di andare avanti, cerchiamo di chiarire meglio e approfondire alcuni

concetti sopra enunciati.

Innanzitutto spieghiamo meglio cosa significa che tali tori invarianti vengono

leggermente deformati.

Definizione 1.4.3. Sia ¢ > 0 fissato. Una famiglia a un parametro

{,Ts}se(—e(),so)

di sottovarieta n-dimensionali di R?" é una deformazione analitica di un toro

To = T" x {yo}, se per ogni € € (—eg, €p) si ha che 7. ha equazioni parametriche

{ y=1yo+cAf,¢)

(1.4)
x=0+¢eB(0,e) (mod.1),

dove § € T", mentre A e B sono due funzioni analitiche T™ x [—&¢, 9] — R™.

Si noti che per € = 0 si ritrovano le equazioni parametriche del toro 7.

Definizione 1.4.4. Consideriamo una hamiltoniana quasi-integrabile

h((E,y,E) = ho(y) +€f(x,y)

con (z,y) € T" x Q, dove Q & un aperto di R™.

Una deformazione {7. }.c(—c,.,) di 7o & una deformazione di 7 in tori invarianti

—€0,
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per il sistema quasi integrabile, se, fissato £ € (—&g,€p), comunque si scelga
6o € T™ il flusso hamiltoniano (x(t,6p), y(t,6p)) si ottiene dalle (1.4) ponendo

0 = 6y + wot (dove wy = @(yO) ):

y(tu 90) =7%Y%o + EA(GO + tha 5)
x(t, 90) = 0y + wpt + 53(00 + wot, E)

e quindi (z(¢t,6y), y(t,0p)) appartiene a 7 per ogni t € R.

Osservazione. I moti su 7. sono quasi-periodici con lo stesso vettore di fre-

quenze wq dei moti su 7.

Analizziamo ora, invece, un fatto cruciale nella dimostrazione del teorema di
Kolmogorov, cioé l'esistenza di frequenze fortemente mon risonanti che cor-
rispondono ai tori conservati dalla perturbazione. Tali frequenze sono dette

diofantine .

Definizione 1.4.5. Un vettore w € R™ si dice (v, 7)-diofantino se

-
k|7

|w - k| > Vk eZ"\ {0}

dove |k| = k1| + k2| + ... + |knl.

Tale condizione é anche detta condizione di diofantinita.

La domanda naturale che viene da porsi é: esistono dei vettori interi che sod-
disfano tale condizione? La risposta é affermativa e si verificano facilmente i

seguenti risultati (per la cui dimostrazione rimandiamo all’ Appendice B):

Proposizione 1.4.6. Se 7 > n — 1 l’insieme dei vettori diofantini

D, = U'D%TE U{WGR”: |w'k|>|lZ|TVk7é0}
~+>0

~+>0

ha misura piena, cioé il suo complementare ha misura nulla.

In altre parole, per 7 > n — 1 quasi ogni w € R™ appartiene a D...

Osservazione. Per 7 < n — 1 si dimostra che D, = @ (vedi Appendice B).
Invece se 7 = n — 1, 'insieme D,,_; ha misura nulla ma non & vuoto; infatti si
pud dimostrare che ha misura di Hausdorff n: quindi esiste un insieme con la
cardinalita del continuo di frequenze diofantine di esponente n—1, ma di misura
nulla (vedi [59]).

Osservazione. Nonostante le frequenze diofantine con 7 > n — 1 fissato for-

mino un insieme di misura piena, non € vero che quast tutti i tori invarianti
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sopravvivono simultaneamente alla perturbazione, per quanto questa possa es-
sere piccola. Infatti, nella dimostrazione del teorema di Kolmogorov si vede
come il parametro -, nella condizione di non risonanza, limiti la taglia della

perturbazione con la condizione
2
e Y.

Quindi, per effetto di un fattore perturbativo di taglia ¢, si conserveranno solo

i tori invarianti con frequenze (v, 7)-diofantine, con 7 >n — 1 e

v > e

Si dimostra che l'insieme D. , (cioé l'insieme dei vettori (v, 7)-diofantini), &
un insieme di Cantor - cioé chiuso, perfetto e denso - e che la misura del suo
complementare ¢ dell’ordine di v/2. Quindi leggendo questo risultato nello spazio
delle fasi, possiamo dedurre I’esistenza di un sottoinsieme delle azioni

Q,CcQ

cui corrispondono tori invarianti per il sistema imperturbato - con frequenze
appartenenti a D, , - la cui sopravvivenza viene garantita dal teorema KAM.
Tale insieme & ancora un insieme di Cantor e la sua misura di Lebesgue sara

abbastanza grande, in relazione alla piccolezza della perturbazione, cioé:
12\ Q[ =0(y) =O0(Ve) .

Osserviamo perod, che nonostante la misura sia relativamente grande si tratta
pur sempre di un insieme di Cantor, quindi con interno vuoto; questo rende
impossibile dire con assoluta precisione se un dato iniziale si trova su un toro
invariante oppure in un gap creatosi tra tali tori. Il teorema KAM ci fornisce
piuttosto una risposta metrica (da un certo punto di vista quasi probabilistica)
del problema: scegliendo in maniera casuale un dato iniziale, la probabilita che
la sua evoluzione sia eternamente stabile (cioé I'orbita corrispondente giaccia su
un toro invariante) & 1 — O(/€). Osserviamo che quando ¢ — 0, tale probabilita
tende a 1, confermando quanto discusso nel paragrafo precedente a proposito

dei sistemi integrabili.

1.5 Stabilita ed instabilita dei sistemi quasi-integrabili

Abbiamo discusso nel paragrafo precedente come la presenza di tori invarianti
nello spazio delle fasi del sistema perturbato significhi che, per la maggior parte
delle condizioni iniziali, il moto di un sistema vicino a quello integrabile resta
quasi periodico, con un numero massimo di frequenze razionalmente indipen-

denti (cioé corrisponde ad un toro invariante non risonante). Viene spontaneo
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domandarsi che cosa accade per le condizioni iniziali che si trovano nei gaps
formatisi tra i tori invarianti in seguito alla distruzione dei tori risonanti (per
il sistema imperturbato). Sebbene nella dimostrazione del teorema KAM non
vi sia alcuna differenza essenziale tra i sistemi a due gradi di liberta e sistemi
ad un grado maggiore (n > 3), il comportamento del flusso in tali gaps dello
spazio delle fasi & qualitativamente diverso. Consideriamo il caso di un sistema
hamiltoniano isoenergeticamente non degenere (vedi paragrafo 4.1): in tal caso
la conservazione di tali tori invarianti & garantita su ciascun livello energetico
(vedi Capitolo 4).

- Nel caso n = 2 la presenza di una numerosa famiglia di tori invarianti
implica che per tutti (e non soltanto la maggioranza) dei dati iniziali, i
valori delle variabili d’azione rimangono eternamente in un intorno dei va-
lori iniziali. Infatti in tal caso lo spazio delle fasi ha dimensione 4, e di
conseguenza ciascun livello energetico avra dimensione 3 e sara fibrato (in
gran parte) da tori invarianti 2-dimensionali, che possiamo immaginare -
nello spazio tridimensionale - come una famiglia di tori concentrici, im-
mersi 'uno nell’altro. Un’orbita che ha origine in un gap tra tali tori del
sistema perturbato é destinata a rimanere per sempre intrappolata in tale
spazio. Infatti, le corrispondenti variabili d’azione rimarranno per sempre
in un intorno dei loro dati iniziali dell’ordine di 1/ (in quanto la misura
del gap e la differenza fra un toro e il toro imperturbato associato (y=cost)

sono limitate da quantita di tale ordine di grandezza).

- Se n > 3 la superficie d’energia ha dimensione 2n — 1 e i tori invarianti
su questa superficie hanno codimensione n — 1 > 2 - cioé sono disposti in
essa come i punti nel piano, o le rette nello spazio - e di conseguenza non
vi sono piu soltanto regioni invarianti limitate. Questo rende possibile la
presenza di dati iniziali la cui evoluzione si allontani indefinitivamente dal
valore iniziale; infatti i vari gaps - corrispondenti alle varie risonanze - sono
“uniti” tra loro e percio i tori invarianti non impediscono ad un’orbita, il
cui dato iniziale ¢ in un intorno della risonanza, di insinuarsi tra tali gaps
ed allontanarsi dai dati iniziali.

La domanda che ci si pone ¢é la seguente: Ci sono orbite che traggono vantaggio
da questa liberta e fuggono dalla regione di origine? E se cosi, qual é il tempo
necessario per assistere a tale allontanamento?

Arnol’d costrui un esempio che rispondeva in maniera affermativa alla prima
di tali domande. Inoltre, mostrd che il comportamento di tali orbite & molto
caotico. 1l suo esempio riguardava un sistema con 3 gradi di liberta e prendeva

in considerazione un toro 2-dimensionale con baffi* di dimensione 3. L’esempio

4Arnol’d denomind in tale maniera molto suggestiva le varietd stabili e instabili del toro
(vedi cap. 5), costituite dalle orbite che si avvicinano o si allontanano asintoticamente da esso.
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considerato da Arnol’d ¢ il seguente:®

2 2

p
H(I,%p,q,t;&ﬂ) = ? + ? +E(COSQ— 1) +€/1‘f(307qvt)

con I,p € R, p,q,t €T ed € e u parametri sufficientemente piccoli. Prendendo

F(,a,t) == (cos g — 1)(sin g + cost)

Arnol’d dimostro che per valori di p esponenzialmente piccoli rispetto a /z,
esiste un tempo to > 0 tale che |I(tg) — I(0)| > ¢ > 0, cioé le variabili d’azione
si allontanano dai dati iniziali di una quantitd di ordine 1. La tecnica usata
in tale dimostrazione & puramente geometrica ed é basata sulla costuzione di
catene di transizione, cioé sull’esistenza di catene di intersezioni tra le varieta
stabili e instabili di tori invarianti distinti.® Questa struttura fa da supporto al
movimento di orbite dall’intorno di un toro all’intorno di un altro, garantendo
cosi la diffusione.

Prima di entrare maggiormente nei dettagli di tale metodo, sottolineiamo che
nel 1996 Bessi ha dimostrato il medesimo risultato di Arnol’d con tecniche va-
riazionali e cio gli ha consentito in particolare di ottenere stime realistiche sul
tempo di diffusione (dell’ordine di eﬁ). Tale lavoro traduce le condizioni im-
poste da Arnol’d nel linguaggio dei funzionali di azione, mostrando come tali
ipotesi garantiscano ’esistenza di un minimo relativo per questo funzionale, cor-
rispondente all’orbita di diffusione trovata da Arnol’d (cfr. [10]). Cerchiamo di
descrivere brevemente il metodo seguito da Arnol’d. Si osserva innanzitutto
che per p = 0, il sistema hamiltoniano associato ad H ammette una famiglia

continua di tori parzialmente iperbolici 2-dimensionali
T(I)={(p,t) €T?: =1 q=p=0}
che possiedono delle varieta stabili e instabili (“baffi”) di dimensione 3
WiD) = WD) = {(p,) € T2 . I =1T, (p2/2) +e(cosq — 1) = 0}

Il passo successivo é quello di costruire, per u # 0, una catena di transizione,
cioé una catena di tori parzialmente iperbolici perturbati T#(I) vicini a T(I),
connessi tra loro da orbite eterocline. Questo & uno dei passi pit complicati, che

coinvolge due problematiche principali:

5La hamiltoniana H pud essere scritta in forma autonoma (i.e. cioé indipendente dal
tempo), introducendo la variabile angolare p3 = t e la sua azione coniugata I3 e rinominando

I =1, p1 =, Iz =p, p2 = g, ottenendo:

2 g2
H(I, e, p) = 31 + ?2 + I3 +e(cos o2 — 1) + epf (1, 92, 03) -

6Tn effetti gia Poincaré aveva messo in evidenza la possibilita che le intersezioni eterocline
fossero la sorgente del caos nella dinamica deterministica.
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(i) Splitting problem: cioé provare, per valori di p # 0 sufficientemente pic-

coli, la conservazione dei tori iperbolici T#(I) e mostrare che le varie-

’ e si interseca-

ta stabili e instabili perturbate subiscono uno “splitting ’
no trasversalmente, cercando di fornire misure esplicite degli “angoli di
splitting”.

(ii) Costruzione della catena di transizione: i tori perturbati T#(I) sono se-

parati dai gaps che compaiono in seguito alla perturbazione: due di que-
sti tori potrebbero essere troppo distanti tra loro, impedendo ’esistenza
di intersezioni eterocline tra W (I) e W(I) (questo & conosciuto come
gap-problem).”

Infine si prova, attraverso uno “shadowing argument”, I’esistenza di un’orbita di

diffusione vicina alla catena di transizione.

Arnol’d congetturo che un aspetto generale dei sistemi dinamici quasi-integrabili
con pitt di due gradi di liberta fosse l'instabilita delle variabili d’azione, quella

che egli chiamo instabilita topologica. Egli formulo la seguente congettura (Cfr.
[6]):

Congettura (Arnol’d). Attraverso un intorno arbitrariamente piccolo di ogni
punto, passano traiettorie lungo le quali le variabili lente (cioé le variabili di

azione) si allontanano dai valori iniziali di una quantita di ordine 1.

Sottolineiamo che tale fenomeno € un effetto sottile, difficile da quantificare e
riconoscere in specifici sistemi fisici: abbiamo accennato infatti (parlando del
modello di Arnol’d) che i tempi di diffusione (cioé i tempi necessari affinché tale
fenomeno si verifichi) sono esponenzialmente lunghi. Questa é una caratteristi-
ca tutt’altro che peculiare del modello di Arnol’d, che puo essere generalizzata
a tutti i sistemi hamiltoniani che soddisfano delle opportune condizioni di tra-
sversalita (dette anche steepness conditions)®. Tale importantissimo contributo
relativo alla stabilita delle azioni su tempi esponenzialmente lunghi si deve a
Nekhoroshev (vedi [51], [55] e [41]):

Teorema. Consideriamo una hamiltoniana reale analitica

H(z,y) = h(y) +ef(z,y),

"Nell’esempio di Arnol’d questo problema viene superato grazie alla scelta del fattore

perturbativo
f(@v Q7t) = (COSq - 1)(3111()0 + cos t) )
il cui gradiente si annulla sui tori imperturbati T(I), lasciandoli tutti invarianti anche per

u#0.
8Non entreremo nel dettaglio di tali condizioni, rimandando il lettore interessato alla bi-

bliografia sopra menzionata. Osserviamo soltanto che un caso particolare di tali condizioni é
rappresentato dalla convessita e dalla quasi-convessita (cioé la convessitd su ciascun insieme
di livello) della hamiltoniana h (vedi [55] e [41]).
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con la parte integrabile h che soddisfa delle opportune condizioni di trasversalita.
Allora le variabili di azione sono stabili su periodi esponenzialmente lunghi; i.e

se |e| < eo, allora per ogni dato iniziale (xo,y0) si ha che:

y(t) —yol < R(e) =1 €° per |t| < T(e) = cpe® *

Chiameremo R(e) e T (¢) rispettivamente raggio di stabilita e tempo di stabilita,
mentre (a,b) sono detti esponenti di stabilita: questi dipenderanno dal numero
di gradi di liberta n e dal cosiddetto indice di steepness, e tenderanno a zero
quando n tende all’infinito.

Nel caso di sistemi hamiltoniani convessi o quasi convessi, si ottengono (vedi
[55]) le migliore stime per questi esponenti di stabilita:

1
a=— b=a

2n
in tutto lo spazio delle fasi; inoltre ’esponente a migliora in un piccolo intorno

1
delle risonanze fino al valore a = 3 in prossimita delle orbite periodiche.

A tal fine vogliamo sottolineare che J. Mather ha recentemente annunciato la
soluzione della Congettura di Arnol’d sopra menzionata per una classe gene-
rale di perturbazioni. Riportiamo per maggiore completezza ’abstract di un
seminario dal titolo “Arnol’d diffusion” tenuto da Mather durante la conferenza
“Dynamishe Systeme ” in Oberwolfach nel luglio 2001:

Consideriamo una piccola perturbazione di un sistema hamiltoniano integrabile
con hamiltoniana
H.:=h(I)+eP(9,1,t,¢)

dove I = (I,...,I,) € BY (palla di raggio 2 in R™), § = (04,...,0,) € T",
t €T (i.e. il sistema & periodico con periodo 1 rispetto al tempo) e 0 < |e| < g
é un parametro sufficientemente piccolo. Studieremo le soluzioni delle equazioni

di Hamilton
0= 0rH
I =—0yH .

L’oscillazione Osc(I) lungo una traiettoria ¢ definita come
Osc(I) :=sup |I(t1) — I(to)].

Una particolare perturbazione H. si dice che esibisce diffusione di Arnol’d se
esiste una traiettoria per cui l’oscillazione > 1. In questo seminario annunciamo
lesistenza di una grande classe di perturbazioni che esibiscono diffusione di
Arnol’d, nel caso in cui h'' > 0.

Sia E uno spazio vettoriale topologico, diremo che un suo sottoinsieme W ¢é un

“cusp-residual” se valgono le sequenti proprieta:
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1. Esiste un sottoinsieme aperto denso U di E tale che

velU e A>0 — MelU.

2. Esiste un sottoinsieme aperto V di U tale che se
v:[0,00] — E

¢ una curva C', con v(0) = 0 e v/ (0) € U, allora esiste 0 < § < &y tale
che v((0,0)) C V.

3. W é un sottoinsieme aperto e denso di V.

In seguito assumeremo che h € C", con r intero sufficientemente grande, oo

oppure w.

Teorema. FEsiste un insieme W “cusp-residual” nello spazio delle perturbazions

C" di h, tale che ogni perturbazione in W esibisce diffusione di Arnol’d.

Sottolineiamo che "approccio seguito da Mather, a differenza del metodo geo-
metrico usato da Arnol’d, é di tipo variazionale. E’ opportuno inoltre notare

che una dimostrazione di tale affermazione non é ancora disponibile.

Concludiamo qui questo rapido (e non troppo tecnico) ezcursus, rimandando
il lettore particolarmente interessato alla vasta letteratura a riguardo, quale -
tanto per citare alcuni (ma non i soli) dei lavori piu significativi - [5], [9], [8] [10]
[18], [22], [31], [32], [43], [68] e [70].






Capitolo 2

Teorema KAM: caso analitico
(schema di Kolmogorov,

versione di Salamon)

“It was a surprise to me that I would have to present a paper at the
final session of the Congress in this large hall, which was known to
me rather as a place for the performance of the great musical com-
positions of the world, conducted by Mengelberg. The paper I have
prepared [...] is devoted to a rather special range of problems. My
aim is to elucidate ways of applying basic concepts and results in
modern general metric and spectral theory of dynamical systems to
the study of conservative dynamical systems in classical mechanics.
However, it seems to me that the subject I have chosen may also be
of broader interest, as one of the examples of the appearance of new,
unexpected, and profound relationships among different branches of
classical and modern mathematics.

In his famous address at the Congress in 1900, David Hilbert said
that the unity of mathematics and the impossibility of its division in-
to the independent branches stem from the very nature of this scien-
ce. The most convincing evidence for the correctness of this idea is
the appearance of new focal points at each stage in the development
of mathematics, where, in the solution of quite specific problems,
notions and methods from quite different mathematical disciplines

become necessary and are involved in new interrelations.”

[Kolmogorov, Amsterdam 1954]
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E’ con queste parole che si apriva 'ultima plenary lecture a conclusione dell’
International Congress of mathematicians del 1954 ad Amsterdam. I’onore di
tenere il discordo conclusivo era stato concesso all’ “Fuclide della probabilita”,
I’'uomo che aveva fornito una base assiomatica al calcolo delle probabilita, fon-
data sulla teoria della misura: il matematico russo Andrei Nikolaevich Kolmo-
gorov. Kolmogorov fu un grande matematico in grado di costruire collegamenti
tra differenti settori della matematica, capace di vedere relazioni che nessuno
aveva neanche sospettato prima. E’ con queste parole che inizid il suo inter-
vento conclusivo, il cui argomento risultd abbastanza inaspettato: non aveva
intenzione di parlare di probabilitd, ma di sistemi dinamici, con un discorso dal
titolo: “On the general theory of dynamical systems and classical mechanics”.
Con tali parole volle affermare la sua ampia visione della matematica e al tempo
stesso preparare il terreno per quella che sarebbe stata uno delle pitt notevoli

conquiste matematiche del secolo scorso: la teoria KAM 1.

Nello stesso anno Kolmogorov pubblico un outline della sua rivoluzionaria idea
(cfr. [40]), limitandosi a fornire le idee chiavi alla base delle tecniche usate,
fuggendo l'eccessiva tecnicita. Ci vollero altri otto anni prima che Moser e Ar-
nol’d, lavorando indipendentemente e in ambiti diversi, pubblicassero i dettagli
a sostegno della validita del lavoro di Kolmogorov. Nell’introduzione di uno dei
suoi lavori Arnol’d defini I'idea di Kolmogorov come:

“simple and novel [...] the combination of very classical and es-
sentially modern methods, the solution of a 200-year-old problem, a
clear geometrical picture and a great breadth of outlook - these are
merits of the work. Its deficiency has been that complete proofs have

never been published.”

Questa deficienza di cui parla Arnol’d é chiaramente opinabile: chiunque abbia
letto il lavoro di Kolmogorov (cfr. [40]) concordera certamente che tale mancan-
za & ampiamente colmata da una chiarezza espositiva e una lucidita matematica,

che rende inopportuno ogni ulteriore chiarimento.

L’idea originale di Kolmogorov puo essere cosi schematizzata:

- fissata una frequenza diofantina, si cerca nell’intorno del toro invariante
non risonante del sistema imperturbato un toro invariante per il sistema
perturbato, sul quale avvenga un moto quasi periodico esattamente con le
stesse frequenze che abbiamo fissato. Quindi, invece di variare le frequenze

(come si fa abitualmente in molti schemi della teoria delle perturbazioni) si

I1’acronimo KAM deriva dai nomi di Andrei Nikolaevich Kolmogorov, Vladimir Igorevich
Arnol’d e Jiirgen Moser, i tre matematici che posero le fondamenta di tale teoria, tra il 1954
e il 1963.
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cerca di mantenerle costanti attraverso una piccola variazione delle condi-
zioni iniziali, dell’ordine della perturbazione: questo & possibile in quanto,
per la condizione di non degenerazione della hamiltoniana imperturbata,

le frequenze variano con le variabili d’azione.

- L’osservazione cruciale é sostituire, nella ricerca del toro invariante, gli svi-
luppi in serie di potenze della perturbazione con un metodo rapidamente
convergente del tipo di quello delle tangenti di Newton: tale metodo - per
la ricerca delle radici di un’equazione algebrica - partendo da un errore
iniziale di ordine e, da dopo n approssimazioni un errore dell’ordine £2":

é tale superconvergenza che permette di neutralizzare ’effetto dei piccoli

denominatori che compaiono ad ogni approssimazione! Con tale tecni-

ca si riesce ad effettuare una successione infinita di approssimazioni e a

dimostrare la convergenza di tutta lo schema.

Osservazione. Le ipotesi necessarie per applicare tale schema rapidamente
convergente consistono nell’analiticita e non degenerazione della hamiltoniana
non perturbata e nell’analiticita del fattore perturbativo. Purtroppo tale tecnica
non pud essere applicata direttamente al caso differenziabile; infatti, in tale
caso si riesce ad applicare lo schema iterativo solo un numero finito di volte, a
causa di una perdita di differenziabilita cui si assiste ad ogni passo. Si deve a
Moser un primo risultato analogo per la classe delle hamiltoniane differenziabili:
la condizione di analiticita pud essere sostituita dalla differenziabilitd d’ordine
sufficientemente elevato, se si combina il metodo di Newton con una tecnica di
approssimazione sviluppata da Bernstein, Jackson, Moser e Zehnder, ossia se
si applica il teorema KAM analitico ad una successione di funzioni analitiche
che approssimano la hamiltoniana in un’opportuna topologia. Quello che si
osserva & che, a differenza dei risultati ottenuti nella categoria analitica, nel
caso differenziabile si assiste ad una perdita di differenziabilita: se H ¢ C” (con
r sufficientemente grande), allora il teorema di Moser fornisce ’esistenza di un
toro invariante di classe C"~¢, dove d > 0 dipende dal numero n di gradi di
liberta e dall’esponente diofantino 7 (vedi definizione 1.4.5), ma non dall’ordine
di differenziabilita . Poschel nel suo lavoro [54] migliora il risultato di Moser,
dimostrando che é sufficiente considerare r > 27 + 2 > 2n: si tratta di un

risultato ottimale, come discuteremo meglio in seguito (vedi capitolo 3).

Lo scopo dei prossimi paragrafi sara fornire una dimostrazione completa e detta-
gliata del teorema KAM nel caso analitico, seguendo principalmente un lavoro -
non pubblicato - di Dietmar Salamon (vedi [60]). Successivamente estenderemo
tale risultato alla classe delle funzioni hamiltoniane differenziabili (capitolo 3),

e, in seguito, passeremo ad analizzare il caso isoenergetico (capitolo 4).
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2.1 Alcune premesse

Prima di entrare nei dettagli della dimostrazione, vogliamo discutere brevemente
alcune proprieta di tali tori invarianti, che ci permetteranno di comprendere

meglio le idee che stanno alla base delle tecniche usate.

Consideriamo un hamiltoniana H (z,y) da T™ x Q in R e il sistema hamiltoniano

associato
. oOH
Yi = oz,
i=1,...,n (2.1)
. oH
xXr; =
y;

Supponiamo che (z(t),y(t)) sia una soluzione quasi-periodica di (2.1), cioé

esistano un vettore razionalmente indipendente w € R™ e due funzioni
w, v € CH(T™,R")
tali che

perognit € R. (2.2)

{ y(t) = v(wt)

z(t) = wt + w(wt)

Differenziamo ora tale soluzione rispetto a t ed otteniamo:

{ Yy = Du(wt)

= w+ Dw(wt) ,

dove
" o
D= — .

Osservazione. Osserviamo che tale operatore differenziale é strettamente lega-
to alla frequenza w considerata, e quindi sarebbe piu corretto (ma rischierebbe
di appesantire troppo la notazione) indicarlo D,,.

Usando ora il fatto che (x(t),y(¢)) & una soluzione di (2.1) e confrontando (2.2)
con (2.3), otteniamo:

Dv;(wt) = —gZ (wt + w(wt), v(wt)) -
w; + Dw;(wt) = (wt + w(wt), v(wt)) Y

Yi

che, per la densita delle traiettorie ¢ — wt su T”, & equivalente a:
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Duf) = ~ 21 (6 + w(e),v(©))
Li % EeT. (2.4)
it Duil§) = I (€ +w(©), v(6))

- yi

Denotiamo ora u(§) = £ +w(€); quindi trovare le soluzioni di (2.1) é equivalente
a trovare u e v soluzioni dell’equazione differenziale alle derivate parziali non
lineare e degenere:

0H
Du = a—y(u, v)
(2.5)
0H
Dv = f%(u, v)

Osservazione. Abbiamo quindi il seguente embedding del toro invariante nello
spazio delle fasi T™ x €:

dove u(§) — £ e v(§) sono entrambe periodiche di periodo 1 in tutte le loro
componenti ed u rappresenta un diffeomorfismo del toro in se stesso; quindi
tale immersione ci permette di mappare le soluzioni dell’equazione differenziale

& = w nelle soluzioni del sistema hamiltoniano iniziale (2.1).

Come abbiamo gia avuto modo di sottolineare, la teoria KAM si occupa prin-
cipalmente dello studio di problemi perturbativi; quindi dobbiamo assumere
P'ulteriore ipotesi che la funzione hamiltoniana H(z,y) sia sufficientemente vi-
cina ad una funzione F'(z,y) per le quali una soluzione sia nota. A meno di

effettuare un cambiamento di coordinate, cio si traduce nella condizione:

OF
oF (2.6)
6—y(x, 0)=w

Inoltre, dobbiamo assumere che la hamiltoniana imperturbata soddisfi una con-
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dizione di non degenerazione (di Legendre)?:
0’F
det { =—(-,0 0. 2.7
(Grt0) # 2.7
Osservazione. Osserviamo come il problema sopra impostato, sia pitl generale
di quello discusso nel capitolo precedente: il caso dei sistemi quasi integrabili &

chiaramente un sottocaso.

Discutiamo ancora un’ulteriore proprieta di tali tori invarianti. Se le frequenze w
sono razionalmente indipendenti, si deduce da (2.5) che il toro € una sottovarieta

lagrangiana ® di T™ x Q e quindi

ugvg = vgu§ . (2.8)

Questo implica che 'embedding del toro invariante nello spazio delle fasi si

estende ad una trasformazione simplettica z = ¢(¢), dove z = (z,y) e ( = (£, 7).

= u(€)
{y=wﬁ+waorw. (2.9)

Piu esplicitamente:

Si verifica che le trasformazioni della forma (2.9) che soddisfano la proprieta (2.8)
formano un sottogruppo delle trasformazioni simplettiche di T™ x R™. Vogliamo
anche sottolineare che la funzione hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfa

la condizione

0K 0K

se e soltanto se u e v soddisfano la condizione (2.5).

Dalla (2.8) segue che la trasformazione z = ¢(¢) definita da (2.9) si puod rappre-
sentare in termini della sua funzione generatrice

S(z,n)=U(z)+V(z)-n (2.11)

dove la funzione scalare U(x) e il campo vettoriale V(x) sono scelti in maniera
da soddisfare

Vou=id, Ugou=w (2.12)
2Data una funzione
f:T" =R
denoteremo con (f(-)) la sua media su T", cioé:
FE) =] fl@)de.

TN

3Una sottovarietd lagrangiana dello spazio delle fasi ¢ una varieta la cui dimensione & uguale
alla dimensione dello spazio delle configurazioni (i.e. n) e sulla quale si annulla identicamente
la 2-forma w? che definisce la struttura simplettica sullo spazio delle fasi.
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cosicché z = ¢(() se e solo se
y = Sz(z,n)
§= 577(337 n).

Osserviamo che le funzioni V(z) — z e U,(x) sono periodiche con periodo 1 in
tutte le loro componenti; inoltre il toro invariante puo essere rappresentato come

il grafico della funzione
y = Us(2) (2.13)

ed il flusso su di esso pud essere descritto dall’equazione differenziale
OH

i = a—y(w, U,) . (2.14)

La richiesta che I’equazione (2.13) definisca un toro invariante per (2.1) & equi-
valente all’equazione di Hamilton-Jacobi

H(z,U,) = costante . (2.15)

In particolare, il sistema hamiltoniano (2.1) si pud comprendere meglio in termi-
ni delle caratteristiche dell’equazione differenziale alle derivate parziali (2.15):
stiamo cercando una soluzione U (z) di tale PDE in modo che U(z) sia di periodo
1 e tale che esista un diffeomorfismo & = V' (x) del toro che trasformi I’equazione

differenziale (2.14) in f = w. Quest’ultima condizione pud essere espressa da
VeHy(2,Uy) =w . (2.16)

Osserviamo che le equazioni (2.15) e (2.16) insieme sono equivalenti alla condi-
zione (2.10) e quindi alla (2.5).

2.1.1 Alcune stime

Prima di procedere, fissiamo un po’ di notazione; introduciamo lo spazio W,

delle funzioni reali analitiche w(§) nella striscia
Yr={{=u+iveC", Im¢ <r}

limitate e periodiche di periodo 1 in tutte le loro componenti (stiamo denotando
con |Im¢| la norma euclidea di Im ¢ = (Im ¢y, ..., Im¢&,) € R").* Introduciamo

su tale spazio la norma del sup:

lwly = sup{jw(§)[; [Tm&] <r}.

4Qui e in seguito adotteremo la seguente notazione:

Rex = (Rez1, ..., Rexn) e Imz = (Imz1, ..., Imz,),

per z € C".



56 2. Teorema KAM: caso analitico

Considereremo inoltre la seguente norma L? definita sul nostro spazio:

2
lwr2, s, = sup </ w(u+iv)2> g v <7

chiaramente

lwllz2, 5, < lwl:-

Denotiamo, infine, con W7 il sottospazio di W, costituito da tutte le funzioni
che hanno media nulla su Im¢ = 0. Osserviamo che ogni w € W, puo essere

rappresentata attraverso la sua serie di Fourier:
w(©) = 3 w0
jezn

dove
w; = (/ w(u + iv)e 2™ ) du) e () veR”

W_j; =Wy .
Ovviamente w € W se e soltanto se wg = 0.
Dimostriamo ora una serie di disuguaglianze che ci torneranno particolarmente

utili in seguito.

Proposizione 2.1.1. Sia 0 < p < r < 1. Esiste una costante d = d(n) tale che

per ogni w € W,. e per ogni £ € X, valgano le sequenti disuguaglianze:®

@ |ws] < flwlge, g, eI,
d

(i) Jw(@)] < D Jwsle 0O < ———lwl| 2,5, ,
jezn (7" _p)2

1
(ili) [Oewl, < m|w|r (stime di Cauchy).

Dimostrazione. (i) Fissiamo un j € Z" e sia
_J
V=——"1T.
171

Per la definizione dei coefficienti di Fourier abbiamo:

\w]| < (/ |’ZU(’U,—|—ZU)‘ du) eQ‘n’(j-U) < ||wHL2,ETe_27T|j‘T .
Tn

5In tale contesto denoteremo con | - | la norma euclidea, anche per i vettori interi.



2.1 Alcune premesse 57

(ii) La prima disuguaglianza é ovvia. Dimostriamo la seconda parte. Fissiamo

un vettore £ € ¥, e consideriamo l'insieme®

. ‘ 1]
Iy=1j€Z": -1 <——=p¢.
0 {J (-Im¢) < N
Useremo, inoltre, la seguente uguaglianza (I’uguaglianza di Parseval):

/ lw(u + iv)|?du = Z |w;|2e 4™ )

Jjezr
T .
Ponendo p = — > 1 otteniamo:

S uyle 2 0ImO < § Jap eI o 2r(n D Im ) <

j€lo VIS
. 27 | il(p—
< § /‘ |wj|6727r(]-,ulm§)eﬁ|ﬂ|(7" p) <
j€lo
1 1
2 2
< E |wj|26—47r(j~uhni) § : e—%\jl(r—p) <
jezn jezn
1
2
1 _ AT il (r—
< e lwles, | D0 (r—p)re T <
(r—p)2 :
jezn
1
d2
i
< —wllwllee s,
(r—p)2
dove
n,—2Z|j|A
dy =di(n) = sup Ale” vt <00
0<>\§1jeZn
Consideriamo ora una collezione ey, ..., es di vettori unitari in R"™, tali
che per ogni x € R™ esista un o € {1,...,s} con *
(x-e,) > Izl
g - \/ﬁ

6In tale dimostrazione utilizzeremo la norma, euclidea anche per i vettori interi.
7Osserviamo che ¢ sufficiente prendere i vettori le cui componenti sono determinate da
1
+— ie:
Nk
1 1
ee=*t—, ..., — .
7 ( vl \/ﬁ)
Chiaramente si tratta di vettori unitari (con la norma euclidea); inoltre, preso un qualsiasi
z € R™ esiste uno di questi vettori, in modo che
1
(@-er) = —=(aal+lazl +...[ou]) >

Jn
Jaf

N

>

In particolare, abbiamo che s = 2™.
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Quindi, ogni vettore intero che non sta in Iy appartiene ad almeno uno di
questi insiemi I, cosi definiti:

n={icz: Gmo>-Ulp Goe)z LY.

Inoltre, abbiamo:

Z |wje~ 270 mE) < Z |wj|ef/’,%ljlp <

Jjels j€l,
1 1
2 2
An |
< Z |wj|2eﬁblr } :e Flil(r—p) <
jElS j€l,
1 1
2 p)
< 2 ‘wj|2647r(J-reg) E e~ |J‘ r—p) <
jezn j€ls
1
df
< wllwlzz, s,
(r—p)2

1
e quindi la disuguaglianza ¢é soddisfatta con d = d? (s + 1), dove d; e s di-
pendono entrambi da n (in particolare abbiamo gia osservato che possiamo
prendere s = 2").

(iii) Questa disuguaglianza segue dalla formula integrale di Cauchy

hma—lﬁw@+AﬁrW@»@

27

con
r={\eC: |A=r-p}.

Siamo ora in grado di dimostrare un primo interessante risultato.

Lemma 2.1.2 (Moser, Riissmann). Sianon > 2, v >0e7 >n—1c¢e

supponiamo che w € R™ sia un vettore (7, T)-diofantino. Sia inoltre 0 < r <1
e g € W2; allora 'equazione lineare

Df=yg
ammette un’unica soluzione f € W;)) (con p < 1) e tale soluzione soddisfa la
disuguaglianza

c

o < Gyl . (2.17)

per ogni p < r e per qualche costante ¢y = c¢1(7y,T,n) > 0.
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Osservazione. Assegnata una funzione g stiamo cercando una soluzione del-
I’equazione lineare D f = g. In generale tale equazione non & sempre risolubile,
a meno di porre ulteriori condizioni di compatibilita sulla funzione g; infatti,
sviluppando in serie di Fourier entrambi i lati dell’'uguaglianza otteniamo:

Z gje%i(j-&) — Z 2mi(w - 5) £ e2mi (5-€) 7

Jjezr Jez”

da cui, guardando i termini corrispondenti a j = 0, otteniamo la condizione:

go=0
che ¢é equivalente a richiedere
gew?.
Formalmente, quindi, una soluzione si otterra ponendo
o 9;
fs 2mi(w - 7)

per ogni j € Z" \ {0}. 1l problema ¢ rappresentato dalla convergenza della
serie formale cosi ottenuta, in quanto il denominatore (w - j) potrebbe diventare
arbitrariamente piccolo (¢ il cosiddeto problema dei piccoli denominatori): & qui

che interviene la condizione di diofantinita del vettore w.

Dimostrazione. ® Come giad osservato, rappresentando f € W[? ege WY
attraverso le loro serie di Fourier si ottiene che ’equazione D f = g € equivalente
alla condizione

_ 9j . n
fj—m VjeZ\{0}.

Questo dimostra l’esistenza e 1'unicita della soluzione: infatti la condizione di
diofantinita di w permette di dimostrare la convergenza della serie formale cosi

ottenuta.

La parte piu delicata della dimostrazione consiste nel dimostrare la disugua-
glianza (2.17). Indichiamo con Jy C Z" l'insieme dei vettori interi j # 0 tali che
|7 -w| > % e definiamo
&)=y femue.
J€Jo
Usando la disuguaglianza (ii) nella proposizione (2.1.1) per Imé&| < p < rela
definizione della costante d in tale proposizione, otteniamo:

1 . — —27(7-Im
@1 < 5o D i wl Hggle 20O <

Jj€Jo
< LY lgle o <
™y
VIS/AL
Y
——9llL2, =, »
m™(r —p)”

8Da qui in poi, torneremo a considerare la norma 1 per i vettori interi.
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in cui abbiamo usato che 7 >n —1 > 5 (in quanto n > 2).

La parte pitt problematica consiste nello stimare i termini della serie corrispon-
denti ai vettori in Z™ \ Jy; 'osservazione cruciale & che “solamente una piccola
parte dei denominatori (j-w) é veramente piccola”; questo fatto & stato gia usato
nei lavori di Siegel ([63]), Arnol’d ([3]), Riissmann ([59]) e Poschel ([53]).

Sia K > 1 un numero fissato e per v = 1, 2, . .. definiamo il seguente sottoinsieme

di vettori interi non nulli:

JWK) = {JeZ", 0<|jl<K: 2y '<[jw/ ' <2vty 1} =
{(jez" 0<|jl<K: 270y <jw| <27},

Al fine di stimare il numero di elementi in J(v, K), assumiamo, senza alcuna

perdita di generalita, che |wg| < |wy| per ogni k =1,..., n — 1 e definiamo
j: (.j17 e 7.7-1'7,71) S Zn_l .

Fissiamo ora un j # 0 e cerchiamo j, in modo che il vettore jimn = (7, 7n),

minimizzi |j - w|. Indicheremo inoltre con
0= (w1, .0, Wn1)

le prime n — 1 componenti del vettore delle frequenze.

Poiché
|.7w| = |j‘:}+]nwn‘:
= |wul|7- — +Jn
Wn,
possiamo prendere j, in modo che:
J—+In < 1a
n
cioe
. °% o
R TR L
i=1,...n—1 ( Wn
< 1+l =2jl,

in quanto stiamo supponendo che 7 # 0 e quindi [j| > 1.
Questo implica che:

quindi per ogni j € Z™ \ {0}, con j # 0, abbiamo:
2

|.7m7,'n|7— o

|.7 ’ (.«.)| > |jmin . W| >

gl

. 2.18
T (219
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Consideriamo ora due vettori j, i/ € J(v,K) con j # j'; si verifica che tali
vettori devono soddisfare la condizione j # 7. Infatti, supponiamo per assurdo
che j # j', ma j = 7; osservando che |w,| > v (come segue facilmente applicando
la condizione di diofantinita con il vettore (0,...,0,1)) e che |5, — j,| > 1 (in
quanto stiamo supponendo che siano diversi), giungiamo immediatamente ad

una contraddizione:

IN

Y |lwn| < |jn _j;le’ﬂ| = |(jn _J;z)wn| =
|(Gn = dn)wn + (G —7) -0l =[G —J)-wl <

. . Y
el + 17wl <25 <.

IN

Cerchiamo ora di ricavare una stima sulla distanza di due vettori (distinti) in
J(v, K). Siano j, 7' € J(v,K) con j # j' e, per quanto appena mostrato, j # 7.
Usando la (2.18) otteniamo:

A -7 3
J=7T < =G =) el <
Y

37 . ’
< —(wl+li"wl) <
Y
37’
< 227"y <
v
< 37‘27(1171)
e di conseguenza la distanza
v—1
A4 27
i=71=z =

diventa molto grande al crescere di v. Questo prova che il numero di punti in
J(v, K) puo essere stimato da

(v—1)(n—1)

Card J(v,K) < dyK" 127
dgKn_12_ V(n:l)

IA

per qualche costante dy = da(n) > 0 e dy = dy(n) > 0. Osserviamo che
J(v, K) = 0 per K <27, come segue facilmente usando la condizione di diofan-
tinita; infatti, supponendo per assurdo l’esistenza di un vettore j in tale insieme,

otterremmo una palese contraddizione:

B . i

L > . >

> Vel 2
. s
- KT - 2D

Denotando ora con J(K) l'insieme dei vettori interi non nulli che soddisfano le
condizioni 5
0<ljl<K, |jw™>=
v
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ci si convince immediatamente che é 'unione degli insiemi J(v, K) al variare di

<

i Yoo lirelTt<

v=1,2,..., esi pud concludere che
> liwl™
J(K)

IN

IN

IN

IN

IN

IN

v=1jeJ(v,K)
2u+1

> ¥

v=1jeJ(v,K)

X Hgr+1
Z Card J(v, K) <
v=1
v+l

3 do K10~ 5
27 <K
%Kn_l Z 21/(T+T17’!L) <
v v

27 <K
2d2Kn 1 Z KT+1 n <
v

2% <K
2d
2K logy, KT <
Y
%KQT
v

Usando le disuguaglianze (i) e (ii) in (2.1.1) e

s 67(S+E) < ge®

per qualche s > 0 e € > 0, possiamo concludere la stima di | f|, cercata; infatti:

1 o .
> gslly -l e <

If =1

IN

IN

J€Jo

lollze, 2, 5~ 15 mtem2miite—n =
2

||g||L2

j€J0

Z Z |] W| 1 —27k(r—p) _

k=1 i¢Jo
lil=k

oo
||9||2L2,2T Z Z 15 _w|—1e—27'rk(r—p) _
™

2

lgllz2, =,

k=1jeJ(k)\J(k—1)

i Z |j .w|fle*27rk(rfp)f

k=1 \jeJ (k)

_ Z U.wrlef?wk(rw) —

jeJ(k—1)
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_ Hg”QLQ’ET Z Z |‘7 .w‘fl <6727rk(r7p) _ 6727r(k+1)(7‘7p)) <
m

k=17 (k)
< H9||L2 Z Z i w|™ 127r )(6727rk(rfp)) <
k=1jeJ (k)
< ”g”L?,ZT Z(T*ﬁ)@izwk(ril)) Z |j .w|71 <
k=1 jed(k)
- “omk(r—p) 4d2 5
< gllee s, Y (r— ple >R — 27
k=1 7
4gllze, 5. d2 <~ ;2 1 —2nk(r—
_ ) 2 k T(T,_p)‘l'-‘r e mk(r—p) <
Y(r—p)T kz_l
4HgHL2’Zrd2 Z}\T-&-lk?‘r —27kA
y(r—p)7 0<,\<1 ’

e questo completa la dimostrazione, prendendo

1(d —
a=clynT) =-— —|— 4dy sup Z AT e 2mkA ) )
v 0<A<1 \3

k

O

Osservazione. Nella definizione della costante ¢; del lemma 2.1.2 & chiara la
dipendenza da ~:

C1
c1=ci(y,n,7)=—
5

dove

oo
é1=2¢(n,7) = <d + 4dy sup (Z )\THk;QTe_Q’Tk)‘)) .
0<A<1 \ vy
Questa osservazione ci servira nella dimostrazione del teorema KAM nel caso
isoenergetico (cfr. Cap. 4), in quanto, a differenza del caso standard, ad ogni
passo dello schema avremo una variazione della frequenza w e quindi diventera
necessario conoscere la dipendenza delle costanti da -y, per poter apportare le

opportune modifiche.

Questo risultato appena dimostrato, rappresenta uno strumento di cruciale im-
portanza per dimostrare il teorema principale di questo capitolo: una versione
quantitativa del teorema KAM nella classe delle funzioni analitiche. Vedremo in
seguito (vedi lemma 3.4.2) un’estensione di questo risultato al caso di funzioni

differenziabili (non necessariamente analitiche).
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2.2 Dimostrazione del teorema KAM: caso ana-
litico

Teorema 2.2.1. (Kolmogorov, Arnol’d, Moser)
Sianon>2, 7>n—-1,v>0,0<0<1eM >1, e supponiamo che w € R"

sia un vettore (7, 7)-diofantino. Allora esistono delle costanti
0" =0"(y,1,60,M,n) >0 e c=c(v,7,0,M,n) >0

in modo che
o5* < 2—(27+4)

e che valga quanto seque.

Sia H(z,y) una hamiltoniana reale analitica nella striscia
S ={(z,y) €C: |Ima| <7, |y| <r}

con 0 < r <1, periodica di periodo 1 nelle componenti x1, x2, ..., T, e tale da

soddisfare le sequenti condizioni per (x,y) € 3, e per un qualche 6 < §*:

|H(x,0) = (H(-0))] < or*7+2

|Hy(2,0) — w| < or7 y (2.19)

|Hyy($ay) - Q(‘ray” S W

dove Q(z,y) € C"*™ ¢ una matrice simmetrica (non necessariamente analitica)
nella striscia .., tale che

Qz,y)| <M e (Q(-,0) <M. (2.20)

Allora esiste una trasformazione simplettica, reale analitica z = ¢(¢) (dove

z=(z,y) e ¢ = (&,m)), dalla striscia Xg, nella striscia ¥, della forma:

7= u(g) -
y=v©)+ («(©) n

con le funzioni u(§) — & e v(§) entrambe periodiche di periodo 1 e tale che la
hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfi

K¢(£,0) =0, K,(0)=w.

Inoltre valgono le sequenti stime in 3g,.:

cd
lp(¢) — ¢l < @(1%)
|¢C(C) _H| < m

r

(2.21)
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Dimostrazione. L’ idea della dimostrazione che seguiremo consiste nel costrui-
re una successione di hamiltoniane reali analitiche H)(z,y) nella striscia 3, ,
dove

To =T
146 1-0 (2.22)
—TT WT‘

e tali che

HO = H
H@+D) = F#) o) .

la trasformazione simplettica z = 1) (¢) (dove z = (x,y) e ¢ = (&,7)) mappera

la striscia ¥, ,, nella striscia ¥,, e potra essere rappresentata in termini della

1

sua funzione generatrice
SW(z,n) =UW (z) + VP (x)-n.
Seguendo un’idea di Kolmogorov, sceglieremo le seguenti funzioni reali analitiche
UM (z) = a® -2 4+ a¥) (), V() =z + bW (2)

nella striscia |[Im z| < r,, tali che a(*) () e b®)(z) siano periodiche di periodo 1,

abbiano media nulla e soddisfino le seguenti proprieta all’interno di tale striscia:

Da™(z) = (H"(-,0))— H")(x,0)
(HE (0™ = w—(HY(-,0)+ H(-,0)a(-)) (2.23)
D) () = w-— H?SV)(,%,O) — Hé’;) (z, 0)(a(”) + a;”) (z)) .

Con tale trasformazione faremo in modo che ’errore commesso diventi quadra-
ticamente piccolo e non apporteremo alcuna variazione alla frequenza w. Infatti,
indicando con R dei generici termini di resto (che dimostreremo andare a zero

in maniera quadratica), avremo:

HY (&) =
= gW (5, o + a4 (14 b;"))n) +R=

= H® (£, oW + o) + H@SV)(& o) oy (140 +R =
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= HY(&0)+ H(€,0) - (o +af?)) + H(€,0) - (T+ b)) +
+ Hy) (€,0)(a) + ) - (T4 b)n + R =

= H®(6,0) + H(€.0) - () +al?) + H(6,0) - T+ +

+H$@nx<w+wﬂ>n+n—

(H®(-,0)) + [HY(,0) = (HY(,0)] + Dal” +w-al”) +

+ [H(£,0) —w +w] - (@) + al”) + 7+ 0)n) + Db™) +

+ HW(€,0) (@™ +a) n+R =

= <H(l’)(.’ )> 4+ w- a®) +w- 77_|_Db(1’) +
+ {HP60) w) + HE(E0)(@®) +al)] -+ R =

= (HY(,0) +w-a +w-n+R.

Osserviamo che D’esistenza di funzioni siffatte & garantita dal lemma precedente:
infatti i membri di destra della prima e terza equazione in (2.23) hanno entrambi
media nulla (il membro della terza ha media nulla proprio grazie alla seconda
condizione). Osserviamo anche che la risolubilita della seconda equazione &
dovuta proprio alle condizioni di non degenerazione che abbiamo richiesto per
la hamiltoniana (vedi (2.19) e (2.20)). Inoltre tali condizioni possono anche
essere ricavate da (2.15) e (2.16) linearizzandole intorno a V(z) = z e U(x) = 0,

se sostituiamo
Da")(z) — -Hé”)(x,O)
Db (z) — bH(2,0).

Definiamo ora l'errore al passo v-simo dell’iterazione come il piu piccolo €, > 0
che soddisfi

() (2,0) = @] (ry = 1) <
nella striscia [Imz| < 7,.

Denoteremo con ¢; = ¢1(7y, 7,n) > 0 la costante del lemma di Moser e Riissmann
(lemma 2.1.2) e definiremo:

co = 11M3 (1 + 018”‘1)2
c3=6Mc3+co

4 2743
Cc = (10> C3 .

Mostreremo inoltre che ¢, decresce a zero in maniera quadratica, secondo la

(2.25)

stima

(2.26)
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dove c3 > 0 ¢ la costante sopra definita ed é indipendente da r. E’ interessante
notare come la crescita geometrica del fattore di fronte a ¢2, sia dominata dalla
convergenza quadratica di €,. Infatti, definendo

{ 8y = c2v(2TH3) 52 5o =8 < &* 2.27)

)\y — 02(u+1)(27—+3)6y )\O — 227'+3C§

e ricordando che
1-06
Ty —Ty41 = WT7

segue facilmente da (2.26) e (2.22) che
g, < 6,172,
Inoltre, la successione A, soddisfera la relazione
A1 < A2 (2.28)

e quindi )\, convergerd a zero se e soltanto se A\g € minore di 1.

Per la successione di hamiltoniane H)(x,y) otterremo le seguenti stime in
PN

[H®)(2,0) = (HY)(-,0))] < §,r7+2
Hy (@,0) = w|(ry = ryga) T < 8,272 (2.29)

(v) (l/) v 65
H — QY (x <27V —
| vy (z,y) (z,y)] < M

0
0

dove
QW = H;Z_l) perv >1
QO =qQ.

Inoltre, prenderemo §* > 0 in modo da soddisfare

8% < 27T+ (2.30)

1
Osserviamo che questa condizione implica Ao < 3 infatti:

Ao = 227308 < 22743 05% < 92r+3g-2r—a _ L
da cui : R
)\l/+1 < )\12/ = )\V)\V < )\V)\O < 71/ )
cioé

A
Avt1 < 7” per ogni v >1.
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Infine, definiamo

Aiu—l
M, = 2L
1—2-veor (2.31)
M., =M
e osserviamo come la (2.30) implichi ¢
M, < M,y " < Met X2 <
< Met <aM . (2.32)

Schema induttivo

Abbiamo sviluppato ora tutte le premesse per avviare lo schema induttivo. Os-
serviamo innanzitutto che la base induttiva é facilmente verificabile, in quanto
le disuguaglianze (2.29) sono soddisfatte per ipotesi quando v = 0e § < §*. Per
il passo induttivo assumeremo di aver costruito delle funzioni hamiltoniane reali
analitiche H*) (z,7) nella striscia %, per p=0,...,v, in modo da soddisfare
le condizioni (2.29) (con p al posto di v).

Usando (2.20), (2.29), (2.31) e (2.32) otteniamo le seguenti stime in %, :
o [H ()] < My

v v v—1 v—1
[H ()] < [H(2) = Hy D ()| + [Hy V()] <
co
— <
4M —

A

cd * —v
M,/_l + 2_Vm S Ml,(l - 2_DC6 ) + 2

IA

1
M, +27%cd* | —M, + — | <M, ,
+ C ( + 4M) <

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che 'ultimo addendo ¢
negativo, in quanto M e M, sono maggiori di 1.

9Per la prima disuguaglianza useremo:

N | =
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(H(,0) 72| < My

[

(00 = (@QW(-,00)) +(Q(-,0))]

—1
<

<

NHH (.0~ (0]

4@%@WWHW%0
< (1420, 0 ) <
> v—1 4M
<,y (14 anr2 ) <

>~ v—1 4M >~

< My(1—27"e6*)(1+277ed*) <
<M, .

Nella stima precedente abbiamo usato il fatto che la matrice

A= QW (-, 0D HHE)(-,0) = QY(-,0)

1
é tale che |A4| < 3 (come segue facilmente da (2.30)) e di conseguenza

|(T+A)~

IN

i\f‘”k < 1+§:|Ak| <
k=0 k=1

(oo}
L+ |A]D 1A% < 1+214].
k=0

IN

Passo 1

Dimostriamo ora che se H (”)(x, y) soddisfa le due disuguaglianze appena dimo-

strate, allora valgono le seguenti stime nella striscia X, :
L |H) (2,y) = H®)(2,0) = (Hy" (2,0) - y)| < Myl?

2. |HY (z,y) — HY (x,0)| < 2M|y|

ly|?

3. [Hy (x.y) — Hy (2,0) — Hy}) (a,0)y| < 2M —— -

Dimostrazione:

e Dalla formula di Taylor abbiamo:

HY) (z,y) — H") (z,0) — (H(”) (z,0) / / Y- H(”) (x,sy)y) dsdt .
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Quindi:
H (@,y) = H(2,0) = (H)(2.0) - y)| <
/ [ o1 sl <
< 7”\y|2 < Mlyf?
dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la (2.32).
e Sempre dalla formula di Taylor ricaviamo:
H(”)(ac y) — H(”)xO / H(”)xty)ydt.

Quindi:

IN

1
HY (2,y) — B (2,0)| / WIH) (2, ty)| dt <

M,ly| < 2Mly| .

IN

e Infine, applicando la formula di Taylor e il teorema dei residui, si ottiene:
HY (w,y) — H{") (2,0) — HY) (x,0)y =

1
- /0 [HY (2, ty) — B (2,0)] y dt =

'l 1
S/O %/F)\()\_ yy ) (x, Aty) y dX dt

dove

r={AeC: [\= 1}.

Osserviamo, infatti, che la funzione nel secondo integrale ha due poli in
A =0e A = linterni alla curva I ed i relativi residui sono, rispettivamente,
HY (2, ty) e —HY (2,0) .

Quindi:

[H (2,y) — HyY (a,0) — Hyp) (2, 0)y] <

< H(” At d\| dt <
<[ 2W/M (. Mty g1 A d <
ly| M, ly|?
5 Tl = —— <
T T (m 1) 7“,, |
[yl \ Iyl
2
< oM |yl

— |yl
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Passo 2

Dal lemma 2.1.2 sappiamo che esistono e sono uniche le soluzioni a(*)(z), a(*)
e b)(z) delle equazioni (2.23) nella striscia |Im z| < 7, in modo che a®)(z) e
b*)(z) siano periodiche di periodo 1 ed abbiano media nulla. Dimostriamo ora
che tali soluzioni soddisfano le seguenti stime:

1.
la®) (z)] < @&
(ry = r41)" Ty + Tyit
Ima| < X—21 (2.33)
W) )| < C28y
|O[ + ay | = (r, — ’I"V+1)T+1
2.
v Co2&y,
MO G .
Mz < 2T (234
v CoEy
b < — 2
|z | (ry — 1y )27 12
Dimostrazione: Cominciamo col definire
8_ j v ] v .
pi — ( 3)7“8+J7“ e 0<j<d
in modo che pg =1, ps = M-%
Ty — Ty .
pJ_p]"Fl:TH (per]:O717273)'

1. Dal lemma 2.1.2 e da (2.24) segue che:

‘a(y) ‘Pl

IN

c (718)7 ‘H(”)(a:,o) _ <H(V)(.7O)> <

v —Tv+1 Po
C1 8T6V

(TV - 711/+1)T
ed utilizzando le stime di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1) abbiamo anche:

8
@) <
Ty — Tutl |a‘ |P1 — (

187 Tle,

T4+1 °

() < - - -
a
| T |P2 r, — 7"1/+1)

Questa stima, insieme a (2.23), (2.24) e (2.32), implica:

@@ < [HE 07| o= (HP(0) + HE(-,0) an())] <
< My (jo— HY (@,0)],, + | HS) (2,0)aa,, ) <
< M,(1+ M,c;87 v <
- ( * “ )(TV_TVJrl)TJrl o
< 4M2(1+018T+1) Evy

(TV - Tu—i—l)TJrl .
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Quindi:
Ev

v v 2 T+1
|Oé()+a§c)|p2g5M (1+C18 )W

(2.35)

ed usando la (2.25) otteniamo la tesi.

2. Usando la (2.23), (2.24), (2.35) ed il lemma 2.1.2 otteniamo:

v 8 T v v v v
‘b( )‘pg < <7”V—7”V+1) ’w—H; )(x,O) —Héy)(x,())(a( )+CL§. )) N <

8 T e
< —— ) 1+10M3*(1+ 87 —X——
< a <7“y — 7‘u+1) (1+ 1+ ) (o — 1)l =
11M3 €
< 1 87’+1 2 v
= ] ( +a ) (Ty I T,y+1)2'r+1
e quindi usando le stime di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1) possiamo
concludere:
8
b < — = ¥y, <
B < by, <
< M3 (1+ a8 v :
= ( ta ) (ry — Topp) 2712

Usando la (2.25) segue la tesi.

Passo 3
Abbiamo costruito in tal modo le funzioni
Ux)=UM(z) =a® -z +a")(2) e V(z)=VW(2) =2+ b (x),

e possiamo quindi definire la trasformazione simplettica z = ¢(*)(¢) nel seguente

modo:

{x u(€)
y=v(€) + (L (€)1

dove le funzioni u e v sono scelte in modo da soddisfare:

Vou=id e Ugyou=v.

La trasformazione z = 1(*)(¢) mappera la striscia ¥ nella striscia X -, +r,,4
2

Tv41

e soddisfera le seguenti stime nella striscia ¥, :

27Vchd

W) - ¢l < W(Tu —Tut1) (2.36)
v 27%¢é
W’é )(C) -1 < EIVER (2.37)
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Dimostrazione: Come prima cosa notiamo che, usando (2.22), (2.25), (2.27),

il fatto che A\, < 2—2 per ogni v, e l'ipotesi induttiva £, < 6,r?"+2, possiamo
concludere che

C2E, - 5 2u+2 2742
v 28, [ — -
(ry, —ryp1)?27t2 — 2 1-6
B A 1-16 <
- 227+3(6Mcy + 1) 2vH2 =
27%c¢d 1-16
< _ .7 2.
- 66M3 2vt2’ (2.38)
avendo usato nell’ultimo passaggio, che 6Mcy +1 > 6Mcy > 66M3.
Percio otteniamo dal Passo 2 che per
IImz| < L;”“ =V (z)
valgono le seguenti stime:
_ — W) < — 28y
ot = WO ey <
< 27Y¢hd
>~ W(ru - TV+1)
27%¢hd
b < 2y < .
071 < (ry —ry1)?7t2 — 66M3
. (v) -1 .. Ty, + 37‘,,+1
Questo dimostra che u = (V v ) mappa la striscia [Im¢] < ———— nella
striscia [Im x| < 7%# Infatti:
fme| = |ma—Img|+[Img] < o — & + [Img] <
27Y¢ch Ty 4+ 3ru41
< W(TV —Tu41) + — =
< Ty —Tyu4+1 Ty + 3TV+1 _
- 4 4
_ Ty + TVJrl
=
. Ty, + 37’y+1 (v)
Se, inoltre, |n| < 3 ¢*= P ({) allora

y=ol +al” +n+ b
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e quindi, usando il Passo 2 e (2.22), si ottiene che

ly—nl < o™ +al|+ b0 <
< C2Ey, CoEy ry + 3ru41
o (TV - TV+1)T+1 (Tu - ru+1)27—+2 4 o
CoEy Ty + 3ru41
< - _— =
= (ry —Ty1)¥TH2 (7“1, T4l 4 )
CoEy 5Ty — Tyt <
o (TV - ru+1)27—+2 4 o
CoEy T 1+6 1-60 146 1-46
< — (5 5 _ _
T (ry —ryg1)? 24 ( 2 + v+l 2 ovt+2 | —
CoE, r 9
< - (2(1+86 —(1-6)| <
< ooy (00 +50-0) <
< CoE&y 17 <
S R S
27Veb 17
< Geap s v T Ten)
27V¢h
S 30M3 (TV TV"’l)
Di conseguenza
lyl < ly—mnl+nl <
27V¢d 4+ 3,41
< W(Tu—Tqul)‘Ff_
Ty —Tu41 Ty + 37"1,_;,_1
< =
- 4 + 4
o Ty + Tv+1
B 2

e quindi (2.36) ¢ soddisfatta per X, +ar,,, . Infine la (2.37) segue come immedia-
4

Ty +3ru41

ta applicazione delle stime di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1, con r = T

ep="ryt1).

Passo 4

Entriamo ora nel cuore del passo induttivo. Definiamo
H@TY = FO) o 4®)

e facciamo vedere che valgono (2.26) e (2.29).

Dimostrazione: Come prima cosa mostriamo che (2.29) continua a valere se
sostituiamo v con v + 1. A tale scopo definiamo

h=(HO(,0) + (@) -w)
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2= (2,0 +al) = 91(€,0),
con [Im¢| < r,41. Osserviamo innanzitutto che, per come abbiamo scelto la
trasformazione ¥(*) (vedi 2.23), la h che abbiamo appena definito, coincide

proprio con la media (H®+V (. 0)).

Dal Passo 3 segue che

ry + Tv+1
2
Inoltre, segue da (2.23) che

(HY)(-,0)) = HY) (2,0) + Da) (z)

Ty + Tv+1

vl =@ + 0] <

Imz| <

e di conseguenza:
H("‘H)(f, 0)—h = H(")( ) 4 a(”)) h =
- H(”)(ac a®) 4+ a(”)) (H(”)( -,0)) + (a(”) ‘W) =
= HY(2,a™ +a) -~ H®(z,0) -
~ H{(2,0)- (%) +a) +
+ (H(2,0) —w) - (@ +a).

Quindi usando il Passo 1, il Passo 2, (2.24) e (2.25):
[HYHD(€,0) —h| <
< |H (2,0 +al)) — H) (2,0) — H (2,0) - (@) + al)| +
+|(H (2,0) —w) - (@) +al)| <
< Mja™ + ol + |H (2,0) — w||a™) +al)| <

Mc3 + co 2
- (TV - TV+1)2T+ o
C3 2
<
NCRTGEE

Inoltre, sempre dalla (2.23) segue che
w = Db () + H) (2,0) + HY) (2,0)(a) + o) (x)) ;

quindi, ricordando la definizione di H**1) ed applicando la chain rule ottenia-

mo:

I+ b(”))H(”) (7,0 +a) —w =

= H(”)(:L‘ o) o) — H(”)(:E 0) —

- Hé’;) (2,0) (™) + al) +

+ b {HZS”) (z,0™) +al)) - HZ(!V) (x,0)] +

v+1
H1S + )(5,0)—(4)

+ b (Hé”) (x,0) — w)
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ed usando i risultati del Passo 1 e del Passo 2, ed il fatto che

r,+r
ol 4 a)] < BT
2
possiamo concludere:

|HD(E,0) = w|(Fyp1 — Top2) ™ <

< <2M o) + ag”|?

ry, — o) + aggy)l

+1
. Ty —Ty41 T <
9 >

6Mc3 + co 9 c3

2
= e —ror)T P2 T (= )2

+2M b ||t + ol + o | Y (2, 0) — wl) :

e questo dimostra la stima (2.26).

Combinando (2.26) con (2.27) ed usando il fatto che €, < 6,7272, si ottiene:

52 4T+4
C30,T < 6y+1r2‘r+2 (239)

6V+1 S ( )2T+2 =~

Ty — Tu+1
e questo dimostra le prime due disuguaglianze in (2.29), sostituendo v con v+ 1.

Infine, supponiamo che ¢ € X, ., e definiamo z = ¥®)(¢). Dal passo 3,

sappiamo che z € ¥+, +r,,, e segue dalla definizione di H®+Y che:
2

HYHD (&) = T+ )V HY (2, )T+ (00)T) .

Quindi, usando il Passo 2 e (2.38) (i.e. il fatto che |b{| < 1), otteniamo:

v+1 v
[HG () = H(2)]

v v v)\T v
T+ b8 H G (2) T+ (08T — H ()] <

< 2 |[H) (2)] + [ PHS) (2)] <
6M coe
W gW) 2°v
< 3|ba: ||Hyy (Z)| < r, _TU+1)2T+2 —
27%c¢d 1-—106
< ML .- "7 <
= 6 6603 2vt2 —
27Y¢ch
< -
- 11M2

T, —T T, —T
Inoltre, usando il Passo 3, il fatto che |z —¢| < VTVH ely—n| < L—2tL

I'identita

)

1 1
) = B = 5 [ 5o €+ Az = )i,

dove

I‘{)\G(C: |)\min{rl'_|hn£|, T,,—’I7|}>1}’
z =&y =l
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e procedendo come nella dimostrazione del punto 3 del Passo 1 otteniamo:

[Hyy) (2) = H(0)] <

vy >

<2Mmax{ |z — ¢ ’ ly — 1) }<
ry — Im&| — [z — &7 7 — [Imp| — [y — 7|

27Y¢ch (ry —rus1)

BOM3 p, — Tereri

< 2M

4M2*Vcc5 (ry —rus1) _
30M3 (r, — rug1)
27Y¢ch

™2

IN

Quindi, da quanto appena mostrato possiamo concludere che:

HE Q) ~ HEQ < [HE(Q) - HE ()] +
+IHE () - HE(E)| <

< 27Y¢h N 27Y¢h <

- 11M?2 TM?2 —
27Y¢h

< 77

- 4M?

e questo conclude la dimostrazione del Passo 4.

Con quest’ultimo passo abbiamo completato il passo induttivo; ci rimane da

mostrare 'uniforme convergenza della successione

W) =@ o oy

nella striscia Xy, e le stime (2.21). Prima di tutto, osserviamo che dal Passo 3
sihachese (€%, ez=¢W o oy D allorazey,, e

27Heh
TM3

‘wéﬂ) (,(/)(,LH—l) o...0 w(l/—l))‘ <1+

Osserviamo che

v—1 v—1
27 ke 27 ke
1 1+ —— < <
I;)Og(+7M3> = Z7M3—
<
- TM3’

quindi, facendo ’esponenziale di ambo i membri dell’'uguaglianza si ottiene:

ﬁ P 2N
7 .
Ve

k=0
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Questo implica, applicando la chain rule:

(v—1) ‘ O)O o v—1) ‘

o (000w D)
v—1

2_k0(5 2cd
- 1 <1+ 7M3> st
k=0
per ¢ € X, e quindi dal Passo 3 otteniamo per v > 1:
o) =0V < |of | [0 - <| <
= QWV C‘ = 15M3 ~Tu)

nella striscia X Osserviamo che la stessa disuguaglianza vale per v = 0 se

Tv41°
definiamo ¢(—1) = id; infatti, dal Passo 3 segue che:

$0(O) - = o0 -¢|<
cd

< W(TV - 7‘u+1) .

Possiamo quindi concludere che la funzione limite ¢ = lim¢®*) soddisfa la

seguente stima:

IN

l¢(¢) =<l

Tk+1

- (k) _(—)
5 o0 - o000 < g0 3°

c§ = (1-0) cd

r

- 1-6
1503 £~ 92 soas (L0

nella striscia X -a+40) . Inoltre, applicando le stime di Cauchy (vedi proposizione
2
2.1.1):
2 co
I < — (1 -0)r<
601 < GgranE 07 s
co

<
- 15M3

e con questo abbiamo provato le prime due disuguaglianze in (2.21).

Osserviamo che la hamiltoniana trasformata é data da

K()=Ho¢()= lim H™(C)

v oo
nella striscia X, e quindi soddisfa (2.10); in particolare, la seconda equazione
n (2.10) segue dal fatto che, per la (2.27) e (2.28), non solo ¢, ma anche
(r, — ryy1)”TVe, converge a zero; infatti, usando (2.39) ci basta dimostrare
che §,41 — 0:

_ 02u(27+3)5l2/ _
_ (cZZ:o 2"‘) (2(27+3)2;:0 Zk(ufk)> 52 <

(2243 =

5u+1

IN
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in quanto'® per ipotesi abbiamo assunto che ¢§* < 2~(27+4),

Utilizzando la (2.29) otteniamo che:

Kn(©) = QO] = Jim [H{ ()= ()| <

vV— 00

< Jlim S [HEQ - QW) <
IJ—)OO#:O
> co co

< TH = — |

< S

Al fine di stabilire la stima per v o u~! osserviamo che

o0
voul(z) = > (VO V" vTuw)
v=0
nella striscia [Imz| < fr. Osserviamo che abbiamo usato una notazione sempli-
ficata:
Vi =y (V(“fl) o...0 V(O)(:c)) .

Questa espressione & ben definita per [Imz| < fr, in quanto segue dal Passo 2,
dalla definizione di V), dalla (2.22) e dalla (2.29) che in tale dominio:

v 0 v—1 0 C2&y
‘V()O"'OV()(x)_V( )o_,_oV()(JS)‘ = (ry = ryg1)?7H0 7

S Ty —Tu41

e, osservando che V(9 = z, abbiamo:

’V(”)o...oV(O)(x)—;z:‘ < Z\v%)(...)_v(k*l)(...) <

k=1
< > (rk—r) <r—rp <
k=1
1-0
< r <
< —5rs
< Ty + Ty —or:
2
quindi
v o...oV(O)(m)‘ < |+ |[VWo..  oVO @)~ <
< Or+ Ty +2Ty+1 —or <
Ty +ru+1
— 2 )

100gserviamo che nella stima appena fatta abbiamo usato la seguente uguaglianza (che si
dimostra facilmente per induzione su v):

ZU: 2k —k)y=2""1 — (v +2).
k=0
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e questo mostra che ’espressione sopra ¢ ben definita.

Infine, dal passo 2 e dalla (2.38) riusciamo a concludere che:

‘vou_l(x)‘ < Z Vx(o)T Vw(l)T -~-)Vw(y_1)THU;£D) <
v=0
oo
cd 21=ve6\ ] 27V¢h
< 1+—— ... [14+ —— T <
= ;[( +7M3> ( HIVE ﬂ 6603 =
266’3
M+
< 6667M3 2 VeorTT <
cd
< T+1
= 15M3

nella striscia [Imz| < fr. E questo conclude la dimostrazione del teorema. [

Dal teorema appena dimostrato, possiamo dedurre il seguente corollario.

Corollario 2.2.2. (Teorema KAM caso analitico IT)
Sianon >2, 7>n—1,v>0,0<0<1,0<r<leM>1esia DB, (y)
un aperto di R™.

Sia H(z,y) = h(y) + f(z,y) una funzione hamiltoniana con (x,y) € T™ x Q,
con un’estensione olomorfa nella striscia

Sryo ={(z,y) €C*: |Ima| <7, |y —yol <7}

Supponiamo inoltre che valgano le sequenti condizioni per la hamiltoniana im-
perturbata:

oh
dy
on
Oy

(i)

(yo) =: w sia un vettore (v, T) diofantino,

(i) (2) <M,

ryo

(i) |<th<y>)

Allora esistono delle costanti

<M.

0" =0"(y,1,60,M,n) >0 e c=c(v,7,0,M,n) >0

in modo che ¢6* < 2274 ¢ che valga quanto seque per (x,y) € E,y, € per un
qualche 6 < §*:

(2 90) = (f(om0))| < or27F2
|fy(@, )| < 07

co
)] < 1o
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Allora esiste una trasformazione simplettica, reale analitica z = ¢(() (dove

z=(x,y) e (= (&n)), dalla striscia Yoy 4, nella striscia X, ,,, della forma:

z = u(§)
Y —yo =v(&) + (uf (€)'n,

con le funzioni u(§) — & e v(€) entrambe periodiche di periodo 1 e tale che la
hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfi

KE(&?JO) = 07 Kn(ﬁ,yo) =Ww.

Inoltre valgono le sequenti stime in g, y,:

0

9(0) ¢ < 55350~ O)r
cd

|¢C(<) _]I| < m

9
(€)= huy ()] < 537

_ o
o u™ (@) < ot







Capitolo 3

Teorema KAM: caso
differenziabile (versione di

Salamon)

Si deve a Jiirgen Moser una prima dimostrazione del Teorema KAM per sistemi
hamiltoniani differenziabili, non necessariamente analitici (cfr. [45] e [46]). Pia
recentemente Moser dimostro una versione differenziabile del teorema di Kolmo-
gorov, usando una tecnica di approssimazione dovuta a Moser, Jackson, Zehnder
e Bernstein. Egli concluse la presenza di una perdita di differenziabilita: se H é
C' (con [ sufficientemente grande, come vedremo meglio in seguito), allora tale
teorema afferma, I’esistenza di tori invarianti di classe C'*~¢, dove d > 0 dipende
dal numero n di gradi di liberta e dall’esponente diofantino 7, ma non dall’ordi-
ne di differenziabilita [. L’approccio di Moser é basato sull’approssimazione di
funzioni differenziabili attraverso una successione di funzioni analitiche: ’osser-
vazione fondamentale é che le proprietd qualitative relative alla differenziabilita
di una funzione, possono essere caratterizzate in termini di stime quantitative

per una successione approssimante di funzioni analitiche.

Osservazione. Per quanto riguarda la regolarita della funzione hamiltoniana,
richiederemo la condizione che sia C! con > 27+2 > 2n; quello che otterremo é
che le soluzioni « e v sono di classe C™ con m < [ — 27 — 2 e la funzione vou™1!,
il cui grafico ¢ il toro invariante, ¢ di classe C™*7+1. Sottolineiamo che tale
risultato &€ molto vicino alla condizione ottimale: infatti esistono in letteratura

vari controesempi a conferma di tale fatto (vedi ad esempio [37], [65] o [42]).

Prima di procedere perd con la dimostrazione del teorema di Moser, & opportu-
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no richiamare alcuni risultati relativi agli spazi delle funzioni hélderiane e alla

tecnica di approssimazione sopra menzionata.

3.1 Spazi holderiani

3.1.1 Definizione e proprieta

Cominciamo con l'introdurre gli spazi holderiani.

Sia €2 C R™ un insieme aperto, 0 < a < 1 e definiamo

Hee : C(Q,R™) — [0, +00]

f —  sup M ) (3.1)
x,yeQ |.’L‘ - y|a
o< |z—y|<1
Introduciamo quindi la seguente applicazione:
| ’ |C’1 : C(QaRm) - [07+OO]
f — max{Hee(f), [flco}

dove |fleo := supg |f].

Definizione 3.1.1. (Funzioni hdlderiane con esponente 0 < o < 1)

Una funzione f: Q — R™ si dice hélderiana con esponente 0 < o < 1, se

|f|c’a < .

Denoteremo inoltre con C*(£2, R™) lo spazio costituito da tali funzioni, i.e:
CY(R™) ={f € C(QLR™): |flce < 00} .

Si dimostra che (C*(Q,R™), |- |ca) € uno spazio normato e completo, cioé di

Banach.

Sia ora k € N e consideriamo f € C*(£2,R™); definiremo:

= a P
flos =, _max _ 0°leo)

dove |8 =321, |6il.
Questo ci permette di generalizzare la definizione precedente.

Consideriamo € C R™ un insieme aperto e a > 0; denotiamo con k = [a] la sua

parte intera e con p = o — k la sua parte frazionaria, i.e.

a=k+pu.
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Introduciamo la seguente applicazione:
| ! ‘C"‘ : Ck(Q7Rm) - [O,+OO]
f »—>maux{|fck7 max {ch(aﬁf)}} .

BEN™, |Bl=k

Osservazione. Osserviamo che, per a > 1, la definizione appena data é equi-

valente a:

e = mase { | len, e 10n Tl 1}

1<4

Definizione 3.1.2. (Funzioni hélderiane con esponente a > 0)

Una funzione f : Q2 — R™ si dice hélderiana con esponente o > 0, se
|floa < 00.
Anche in tal caso denoteremo con C(€2, R™) lo spazio costituito da tali funzioni,

i.e:
CYQ,R™) = {f € C(ALR™): |floa < 00} .

Si puo dimostrare che anche tale spazio (C*(2,R™), | - |c«) € uno spazio di
Banach; inoltre se a > (8 > 0 allora:
C*(Q,R™) C CP(Q,R™).

Definizione 3.1.3. (Lo spazio C§(Q,R™)) Se Q ¢é di misura finita, allora
indicheremo con C§(£2,R™) il sottospazio di C*(2,R™) costituito da tutte le
funzioni aventi media nulla, cioé:

feCiQR") «— feC(QR™) e <f>::|;2—|/9f20.

3.1.2 Alcune stime di interpolazione
Dimostriamo ora una serie di disuguaglianze elementari di interpolazione, che
ci forniranno delle relazioni tra gli spazi di Hélder con esponenti diversi.

Cominciamo con un primo risultato relativo al caso di spazio con esponenti

aventi la stessa parte interal.

Lemma 3.1.4. Sianov e NeO0<a < <~vy<1 e consideriamo
0<k=v+a<m=v4+p<l=v+7y.

Allora per ogni f € CY(R™,R) vale la sequente disuguaglianza:

(Iflem )" < 275 (| flee) ™™ (flo)™ 0. (3.2)

n realta consideriamo il caso in cui k,1,m € [v, v+1] per qualche v € N, quindi I’esponente

maggiore potrebbe avere parte intera pit grande (i.e. I =v + 1).
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che la (3.2) si pud anche scrivere
nella forma

[flem < 2(/flex)*(1fle)' ™",

avendo definito

o l-m -0
Be= -k ~v—a
m—k f[f—«
1— = _ . .
I Ty (3.3)

Supponiamo come prima approssimazione che v < 1 (cioé gli esponenti hanno
la stessa parte intera) e procediamo per induzione su v:

e (Base induzione: v = 0)

— Cominciamo dal caso o = 0. In tal caso osserviamo che da (3.3)

otteniamo:
1—u=§:=>6:vﬂ—u%
Quindi:
Hom(f) = Hes(f) =
) —
- e
_ 1—p

“ o eyt - s <

< 2| fleo) (I flen) T <

< 2(fles) (1flen)' ™" (3.4)
d’altronde

Iflco = (Iflco)(|fleo) ™ <

< (Ifle)" (Ifle) =,

e quindi mettendo insieme le due stime otteniamo:
Flom < 201 flen)“(flen) "

— Sia ora a > 0. Osserviamo che da (3.3) si ha

A

B=ap+y(l—p);
infatti:

=B B-a

ap+y(1—p) = « +7 =
v -« Y-
ay —PBa+y8—ay

e’

By —«a
( ):ﬂ
¥
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Quindi:

_ _ (@) = F)l _
Hom(f) B HCB(f) B 0<\iliry)|<1 |x - y|ﬁ

_ |f(x) = f)I" " [ f(z) - f(y)”)
- o (SR ) <
< (Iflea)*(flen) ™ <
< (I fles) (fle)t ™

d’altronde

(Iflco)" (I flco) <
(Ifler) (| flen) .

Mettendo insieme le due stime otteniamo:
[flem < (Iflox)*(1flen) .

Quindi abbiamo dimostrato la base induttiva.

|flco

IA

e (Passo induttivo) Sia ora v > 1. Supponiamo che tale disuguaglianza sia

vera per v — 1 e dimostriamola per v; ricordiamo che

|f

e = max{[flon, s (0. Slon 1}

Stimiamo separatamente i vari termini:

— analogamente a quanto abbiamo fatto i precedenza:

[flco (Ifleo)(Ifleo)' ™" <
(Iflem) (1 flon)' ="

— usando l'ipotesi induttiva, otteniamo che per ognii =1 ... n:

|0z, flom—1 2|0, flar-1 ) (105, flor-1) " <
< 2(|fle) (I fle) ™.

IN

IN

A

Quindi:
[flem < 2(fler) (I f]e)

e questo completa la dimostrazione del lemma nel caso v < 1.

Osserviamo che la dimostrazione appena fatta si estende immediatamente anche
al caso v = 1. Infatti, dal teorema di Lagrange:

[f(@) = fI _ ' ©Ollz —yl _
lz—yl = |-y

PN < [ fler s

e quindi, apportando le opportune modifiche in (3.4), si dimostra la base indut-

tiva; la correzione del passo induttivo ¢ immediata. O
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Vorremmo estendere il risultato del lemma precedente anche al caso di esponenti

con parti intere diverse. Per far questo ci servird un ulteriore lemma.

Lemma 3.1.5. Siano 0 < a, v < 1 e sia v € N*. Allora per ogni funzione
[ €C"(R™R) si ha:

(Ifle )7 <470 flov-14a) (Iflews) 7 (3-5)

Dimostrazione. Distinguiamo vari casi:

i) Dimostriamo innanzitutto il caso ¥ = 1. Supponiamo che f non sia
identicamente costante, altrimenti tale disuguaglianza diventa triviale.

Osserviamo, inoltre, che la (3.5) si puo anche scrivere:

1—
[fler < 4lflgalflets

avendo definito

b= T
l1+vy—-«
1l-«a
1— = —. 3.6
I T— (3.6)

Osserviamo che
e = wasc{ oo, g 110, f1co} |
1<i<n
e stimiamo separatamente i vari termini. Come prima cosa notiamo che

[fleo = (Ifleo)(Ifleo)' ™ < (I flea) (| flore) ™

al fine di stimare il secondo termine, distinguiamo il caso o = 0 da quello
a > 0.

— Cominciamo dal caso a = 0. Fissiamo 1 < 7 < n e definiamo la

seguente normalizzazione di f:

9(@) =af (7)

scegliendo a e b in modo da soddisfare

|am7:g|Co =1

Osservando che

lal
] 1%z
[al

Hey (0x,9) = WHCW(@J),

02,9
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si puod concludere che é sufficiente scegliere:

o = (o (0u )7
10z fleo) ™ (3.7)
‘aaslf co .

Inoltre, a meno di riflessioni e traslazioni possiamo assumere che:

(3.8)

=~ w

9(0)=0 e 95,9(0) =

(& sempre possibile realizzare cio, scegliendo opportunamente il segno
diaebd).

Osserviamo che vale la seguente rappresentazione, che segue im-
mediatamente dalla formula di Taylor all’ordine zero con resto di

Lagrange:

g(ei) - g(O) + arng(f@i) =
g(0) + 04,9(0) + aﬂczg(fez)g’y— 04,9(0)

& (39

dove e; & un vettore di modulo 1, le cui componenti sono (e;); = d;;,
mentre § € (0,1).

Per come abbiamo scelto la g possiamo concludere:

0z, 9(8ei) — 0x,9(0)

1
f’y < HC"’(afblg) = Za

f'Y
e di conseguenza
0z, 9(€ei) — 92,9(0) ., 1
- . > ——. .
e > (3.10)
Quindi, da (3.8), (3.9) e (3.10) ricaviamo:
3 1 1
0 > ) > - — - =—. A1
gleo 2 gle) 2 5 -1 =3 (311)

In conclusione, usando (3.11) e (3.7) otteniamo:

1 < 2lglco = 2lal|fleo =
2(4Her (0, )7

= HeAG ) p
(0nfloy s e

e quindi, osservando che
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(in quanto oo = 0) e che

RS

=1- My
possiamo dedurre che:

[0a, floo < 4M4TH(Hen (00, ) ([ fleo) =
= 4(Hco (00, ) (| flco)"

Poiché cio vale per ogni ¢ = 1,...,n possiamo concludere che (nel
caso a = 0):

[fler < 4 flco) (| flere ).

Discutiamo ora il caso a > 0. Fissiamo 1 < ¢ < n e, procedendo ana-

logamente a quanto gia fatto, definiamo la seguente normalizzazione
di f:
x
g(@) =af (7)

scegliendo a e b in modo da soddisfare

|8wig|co =1

4Heo (05,9) = 1.
Osservando che

lal

a
He 01.) = s Hon(01.1).

si puod concludere che é sufficiente scegliere:

|a| — (4HC'7(amf))%
(102, floo) 7 (3.12)
|b| _ <4HCW(8m1f)>’Y
|a:v,f co ’

Inoltre, a meno di riflessioni e traslazioni possiamo assumere che:
3
9020 e .g(0)> ] (3.13)

(é sempre possibile realizzare cio, scegliendo opportunamente il segno

di aebd).

Osserviamo che vale la seguente uguaglianza, che segue immediata-

mente dalla formula di Taylor all’ordine zero con resto di Lagrange:
A8~ g(e) - 9(0) =

O, 9(8€i) — 9r,9(0)

= 0,9(0) + &

& (3.14)
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dove e; & un vettore di modulo 1, le cui componenti sono (e;); = d;;,
mentre § € (0,1).

Per come abbiamo scelto la g possiamo concludere:

amg(fei) B 8$7, g(O)

1
| < Hor(029) = 7

&Y
e di conseguenza
0z,9(€ei) — 92,9(0) 1
i i P .
el > (315)
Quindi, da (3.13), (3.14) e (3.15) ricaviamo:
3 1 1
a(g) > gle;) — >2 2=, .
Hou(g) 2 gle)) = 9(0) 2 5 = 7 = 5 (316)

In conclusione, usando (3.16) e (3.12):

1< 2MHenls) =2 Ho ) =

2475 (Ho (1) (100, f

1

co) "M Hea(f)

e quindi, osservando che

possiamo dedurre:

100, fl0 < 4% (Ho (00, 1)) (How (),
cioé

10, fleo < A(H. (D0, )" (Hee ()"

Poiché cio vale per ogni i = 1,...,n, possiamo concludere che (anche

nel caso a > 0):
|[flor < 4(1flca) (I lor) 7.

ii) Se v > 1 la tesi segue facilmente per induzione. Supponiamo che sia vero
per gli interi fino a ¥ — 1 e dimostriamolo per v. Infatti:

|f

o = max { flov, (0., flov2)} |
da cui (usando l'ipotesi induttiva):

[fleo = (Iflco)*(Ifleo)' ™" <
(Iflov-1+a) (| flevea) "

4(10s, flov—2+a) (10, flov-14+) 1+ <

4| flev-rra) (| flove)

IA

IN

|axif|CV*1

IN
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E questo completa la dimostrazione del lemma. U

Abbiamo ora tutti gli strumenti per dimostrare il risultato principale di questa

sezione.

Proposizione 3.1.6. Siano
v<k<m<l<v+2
con v € N. Allora per ogni f € C/(R",R) si ha:
(Iflem)' =" < 87F(Iflex) ™ (| flon)™ . (3.17)

Dimostrazione. Tenendo in considerazione i lemmi 3.1.4 e 3.1.5, ci rimangono

da considerare soltanto i seguenti due casi:

HDrv<k<m<rv+l<li<v+?2

i) v<k<v+l<m<li<v+2.

Dimostriamoli separatamente.

i) Siano
k=v+a
m=v+/p
l=v+1+4+7y

con0<a<f<1le0<vy<1. Detti

l-m  14+~y-p

ik l4+v-a

1 ~-m—-—k  fB-a
P20k T14q—a’

I

dobbiamo dimostrare che:
[floves < 8(flovsa) (| floveie) 75
Applichiamo il lemma 3.1.4 con
EF=v4+a, m=v+p e I'=v+1
ed otteniamo:

[flewrs < 201 flovse) (| flova) ™

dove
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Applicando invece il lemma 3.1.5 con

F=v+a, m'=v+l e I"'=v+1+7y

otteniamo:
|flovsr < 4(lflovsa) (Iflowie) ™,
dove
po O g Lo
1+v—a 1+vy—-a

Mettendo insieme le due stime ottenute ed osservando che
pAp"Q=p)y=p e 1-p=01-p)(1-pn")

otteniamo la tesi; infatti:

’ 1" 1" 1_/"'
[floves < 2(1flevra) |4 flovse) (| flovsae)
< 8(flovsa) TN flgurany) 700D =
< 8(flovsa) (I floveren) H.

ii) Si procede in maniera analoga a quanto visto nel punto i). Siano

k=v+a
m=v+1+p
l=v+1+4+7y

con0<fB<vy<leO<a<]l. Detti

= =8
1+v—«

1 I+ p -«
M_lJr’yfa

dobbiamo dimostrare che:
|flevera < 8(Iflovee) (I floveres) ™.
Applichiamo il lemma 3.1.4 con
K=v+1l m=v+1+8 e I'=v+1+7y

ed otteniamo:

’

[flovs < 2(1flows)™ (Iflovsen) ™

dove

2

I
=@
=™

’
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Applicando invece il lemma 3.1.5 con

Fl'=v+a, m'=v+l e I"=v+1+y

otteniamo:
| flever < A(flovra ) (| flowre) T,
dove )
" Y " —«
= — e 1-— =
l+7—a a l+v—-«a

Mettendo insieme le due stime ottenute ed osservando che:
pp' = p

otteniamo la tesi.

E questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione. Vedremo successivamente come sia possibile generalizzare tale
disuguaglianza anche al caso di esponenti che non godono di tali proprieta (ve-
di corollario 3.2.4); risulta perd abbastanza intuitivo che tale generalizzazione
puo essere anche effettuata direttamente, utilizzando il metodo precedentemente

illustrato in maniera induttiva.
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3.2 Lemmi di Approssimazione di Jackson, Mo-

ser, Zehnder e Bernstein

Dimostriamo ora dei lemmi tecnici relativi allapprossimazione di funzioni C*
1YY

tramite funzioni analitiche.

Sia ¢ una funzione in C§°(R) con supporto in [—1, 1], crescente in [—1,0] e tale

che
o(=t) = o(t),
¢(0) = 1,
p(0) = 0 VE>1.

Definiamo la seguente funzione (a simmetria radiale) su R™:

(&) =0(¢]*) ¢eR”

e consideriamo la sua trasformata di Fourier:
1

K@) = g [ (@ ae.

Dalla regolarita di ¢ e dal fatto che il supporto é compatto, si pud concludere

che K é reale analitica su C". In particolare K soddisfa le seguenti proprieta:

Lemma 3.2.1. Le derivate di K soddisfano le sequenti relazions:

|Im z|
e
VpeN dep,: PK(x) <cp——  VIBI<p.
pe cp | (x)|—cp(1+|x|)p |ﬁ|—p
Inoltre, per x € R™ si ha:
/8 1
sup 07K (z)| < ———llll: -
BEN™ (2m)

Dimostrazione. Cominciamo col ricordare che se
u € supp p = B1(0),

allora

ei(zu) _ ef(Immu) < e|1maz\ )

Denotiamo ¢g(u) := u’¢(u). Otteniamo:

O K(z) = 85<(271r)n / ng@(u)ei(”“)du) -

;181
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e, per ogni multi-indice o € N, integrando |a| volte per parti:

il8l=lal .
P K (x) = @ /n 0%pg(u)e! ™™ du .

Percio:

o 1 el mx
2107 K @) < a0l @me™

Osserviamo ora che per ogni p € N

!
(L) < (Lt o]+ fza)? = S P fa?],

— lo!
2= (o= la]kal

dove l'ultima uguaglianza altri non €, se non una generalizzazione della formula
del binomio di Newton. Possiamo quindi concludere che per |G| < p

A+ [ K @) < — Z( 22|07 ()] <

Gry 2= o= la)lal
1 p!
9% wyelmel <
(2m)" Z|<: (p*|a\)!a!H @pllL@nye™ ! <
al<p
i | X o s 0%l | e
@mm \ a2, P~ labiat a1, ol ’
da cui -
e mx
K (z) < cpr s
‘ ( )| — P(1+‘x|)p
avendo definito:
1 p!
epim e | 30— sup 07l e
P @) lZ (r—lalal 55, 7HED
che dipende solo da p.
Inoltre per x reali, si ha:
1
PE@ < G [ el dus
(27T) Rn
< el
(2m)n e
O

Lemma 3.2.2. Sea, 3 € N" ez =u—+iv € C", allora:

|
P e-a <
Inp = / PO K (u + iv) du = =1 .(w) ez

0 altrimenti .
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Osservazione. Per evitare confusione, sottolineiamo che « e  sono dei vettori
n-dimensionali; quindi la notazione sopra utilizzata va cosi intesa:

a<f <— o; <[ Vi=1,...n.

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che se a; > (; per qualche i,
allora tale integrale I, g = 0, come si vede facilmente integrando per parti e
notando che 8%:u” = 0.

Quindi possiamo assumere che o < 3; integrando per parti otterremo

3!
(B—a)

Notiamo ora il seguente fatto:

Inp=(=1) / uPTOK (u+ iv) du . (3.18)

Klutio) = oo [ o@esem e -

= @ /Rn @(f)e‘”gem& d¢ =: IN(v(u)

che possiamo vedere come la trasformata di Fourier della funzione

Pu(8) = p(§)e™ € C5°(R),

per ogni v fissato.

Quindi:
/ uPTOK (u+ iv) du (_Z‘)\lﬂ—al gfﬁ_aa - / K(u+iv)e” ™ duy =
(_i)‘lﬁ_al gz;_aa - /R Ky (w)e ™ dy =
(—i)}ﬁfal g?ﬁ_aa - (p(€)e™)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo osservato che 'integrale ottenuto altri non
¢ che l'anti-trasformata di Fourier di K, (i.e. ¢,). Usando ora il fatto che tutte
le derivate di ¢ in 0 sono nulle, otteniamo:

/n WK (u+ ) du = ... = %@(@(‘wﬁ_a =

= (—iw).

Riassumendo i risultati appena trovati e (3.18) possiamo concludere:

(_1)\6\L(w)ﬁ—a se a < f3

(6 —a)!

0 altrimenti .

I3 ::/ uPOK (u + iv) du =
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Abbiamo ora tutti gli strumenti per dimostrare il risultato principale di questo
paragrafo, che svolgera un ruolo cruciale nella dimostrazione del teorema KAM

nel caso di sistemi hamiltoniani sufficientemente differenziabili.

Lemma 3.2.3 (Jackson, Moser, Zehnder). Esiste una famiglia di operatori

“regolarizzanti”

Srf::n/RnK(x_y)f(y)dy 0<r<l1 (3.19)

r

dallo spazio C°(R™) allo spazio delle funzioni intere su C", tali che per ogni
[ >0 esista una costante C' = C(l,n) in modo che valgano le sequenti stime. Se
f € CYR™) allora per |a| <1 e |Imz| < r si ha:

.I B
05, f(x) — > 9*Pf(Rex) (“;f) < C|f|qurt=lo (3.20)
|B1<l~|a '
ed in particolare per p <r
08, f — 08, f|, < C|flear' Il (3.21)
Inoltre, nel caso reale abbiamo:
1S, f = flos < C|fleir' ™ s<l (3.22)
Sy flos < Clf|eir' ™ [<s. (3.23)

Infine, se [ & periodica rispetto a qualcuna delle sue variabili, allora anche le

funzioni approssimanti S, f lo sono rispetto alle stesse variabili.

Dimostrazione. Definiamo il seguente operatore lineare:

Srf;/an;y)f(y)dy.

Una proprieta interessante € la seguente: i polinomi sono dei punti fissi per tale

operatore, cioé
V P Polinomio Sy P(z) = P(x) .

T —
Infatti, considerando il cambio di variabile n = Y ed utilizzando il lemma

3.2.2:
$,P(x) = — K(””_y)my)dyz

T R '

A K(n)P(z —mn)dn =

= Km | > ala,r)n™| dn=
R |k|<deg P

-y ( K(n)n’“dn) ax(a,r) =
|k|<deg P R™

= ag(z,r) =Pz —rn), _, = P(z).

|n:0
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Dimostriamo ora una serie di risultati che ci permetteranno di dimostrare le

stime desiderate. D’ora in avanti adotteremo la seguente notazione:

u—y
r

T=u+1w e n=

con u,v € R™.

I) Cominciamo col notare che per ogni I € R e per ogni f € C! esiste una

costante Co(l,n) tale che

|[f(z +y) = Pu(z,y)| < Col flelyl’ (3.24)

dove k=[] e
(03
Py = 3 PHD e
le| <[]
Infatti, se [ ¢ intero (3.24) segue immediatamente dalla formula di Taylor;
invece se | = k + p con p € (0,1), usando Pespressione integrale del resto
di Taylor, otteniamo:

|f(x +y) — Pe(z, y)\<

< ‘ / l‘t [0 (a4 ty) y* — O F(x)y*] di| <

/ k 1 ’ak x+ty) — 0 f()| lF dt <

~Jo (’f - 1)' [tyl~ B
|flor,

< Sl

IT) Ricaviamo un’espressione per le derivate di S, f:
1 T —
0" {n/ K< y) f(y)dy} =
r n r
_ 1 o u—y v B
= g [ () sy =

= i/]Rné'o‘K (n+i$> flu—mrn)dn.

'r|0‘|

%Sy f ()

ITI) Consideriamo ora || <! — |«|; utilizzando il lemma 3.2.2:

got+B
ﬁ{(u) (iv)” =
I () (iv)” o U oty
B B! (_1)\a+ﬂ\M(~y)5 /n8 K(n+l;) 0 dn =

/n 0K (n+i) (( )'a+5wrlﬁlna+ﬁ) dn =

= o [ (i) (- >'a+ﬁm<m>“+ﬁ) .
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Quindi, detto k = [I]:

PN
1 o v 0B f(u) )
= - 0 - lat+p & J\W) +8 _
rlel /Rn K<n+zr) |ﬁ|<zz:a| (( ) (B +a)! (rn) @
= r|1a\ /n K (n-i—zf) Py (u, —rn) dn

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo aggiunto alla somma dei termini il cui

contributo é nullo, come si osserva dal lemma 3.2.2.

Abbiamo ora tutti gli strumenti per poter dimostrare la prima stima del lemma;
usando I), IT) e III) otteniamo:

s - Y s B <
[8|<I—|c]

rlal /

K
r|a\/ (
Colflerr'™ 'a‘/

CO|f|c”"l_|a‘/
Rn

ed applicando il lemma 3.2.1 con p > [ sufficientemente grande (i.e. p > |+ n),

n+i2 )| 1w = rn) = Palu, i) dy <

)\co|f|cz|m| dn <

IN

0K 77—|—2 )‘\m dn <

IN

K (n + i;) ‘ (1+[n)d

otteniamo:

)P
0*S,f(x)— > o+ () 1)

|
1B1<l—]al A

IN

Cocpelflom' ™ [ (Ltlal)! 7 dn <
R

IN

Ci(l,n)|flor' 1o

dove ¢, ¢ la costante del lemma 3.2.1 (con p > [ + n), mentre

1

C1 =C — < 0.
! OCPG/RnuHm)p—l >

Questo completa la dimostrazione di (3.20).

La dimostrazione di (3.21) segue immediatamente dalla dimostrazione prece-
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dente:
08, f(2) = 05, f(2)] < |9°Spfx)— ) aa”f(u)ﬁ +
18l<i~]a Al
008, f @)~ YD 0 f(w) (iv?ﬁ -
1Bl<i-]al Al
< Cilflert1ol 4 Oyl f|epte <
< 201|f|cl7"l_|o“.

Per completare la dimostrazione del lemma ci mancano da verificare le stime

nel caso reale. Cominciamo dalla prima stima, cioé:

s <Oflart™ Vs<l

1Sef = f

per un’opportuna costante C = C(I,n). Supponiamo dapprima 0 < [ < 1; in
tal caso sara sufficiente far vedere che per ogni 0 < s <[ < 1 si ha:

Heo(Sof — f) == TE < O|f|cart®

con 0 < |z —y| <1.

Osserviamo che, poiché z e y sono entrambi reali, ha senso considerare il cambio
-y

di variabile n = e di conseguenza possiamo scrivere:

Srf(x)

K(n)f(x—rn)dn
Rn

Sy f(y) K(n)f(y—mn)dn .

R

Ora, usando il fatto che

K(n)dn=1
]Rn

(vedi lemma 3.2.2, con a = 8 = 0), otteniamo:

|f(x—mn) = f(z) = fly—rn) +f(y)|d77
|z -yl

Ho(Sif =) < [ |KG)

Stimiamo tale integrale; a tal fine, denotiamo con

|f(x —mn) — f(z) = fly—rn) + f(y)]

I := .
|z =yl

ed avremo:
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o sejr—y| <

I U@O—f@N+Lﬂw—Wﬂ—fw—rm\§
|z —yl® |z —yl®
< |f($)__fl(y)||x_y|l—s+
|z —y|
+ |f(x_7"71)_fgy_”?)||x7y‘lfsS
|z -yl
< 2f|eurtT .
Quindi:
Ho(Sif =) < [ |K@2lflon'™ <
S 02 f|Clr178 5

dove Cy =2 [, |K(n)|dn < oo per il lemma 3.2.1.

e Se |z — y| > r useremo la seguente proprieta

[f(2) = fFW)] < |florlz =yl
che segue banalmente dalla definizione di | - |s:. Quindi otteremo:

@ —rn) = f@)| | [fly—r) = f)l
|z —yl* |z —y|* -

Uyl
rm _s

|S| =2/ flcer'*nl".
"

I

IN

2[fler

Tornando alla stima del nostro integrale avremo:
Hew(S,0 =) < Aflen'™ [ Kl dy =
= C3|f|C”“lis )
dove C3 = [, [K(n)||n|" dn < oo (vedi lemma 3.2.1).

Quindi abbiamo dimostrato la disuguaglianza (3.22) nel caso 0 < I < 1; infatti
usando le stime precedenti e (3.20) otteniamo:?

cs = max{|S.f — flco, Hos(Sof — f)} <
< max{C’1|f|cl7“l7 CA'2|f|cl7°l_s} < Cylfler'™

|Snf — f

dove Cy = max{Cs, C3} e Cy = maX{Cl,C'g}. Ci manca da analizzare cosa
succede quando [ > 1.

2osserviamo che per z reali la (3.20) diventa semplicemente:

|08y f () — 0“f(x)| < C1|f|cer' e
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Procediamo per induzione (la base induttiva ’abbiamo appena dimostrata):

supponiamo che sia vero per [ < m e dimostriamolo nel caso m <1 <m + 1.

Consideriamo dapprima s = m. Abbiamo:

Gty SUp <|aasrf—aaf|co>} .

la|=m

‘Srf_ﬂcm = max{|Srf—f
Stimiamo separatamente i vari termini:

e Il primo termine si stima usando I’ipotesi induttiva:

|S7"f - f|Cm—1 < C4|f|ct7'l7m+1 :

e Stimiamo il secondo termine. Cominciamo con l’osservare il seguente

fatto:
o ([ w(552) ) -

= o ([ K- rmdn) -

%S, f(x)

- K(n) (0% f(z —rn)) dyn =

N /K(x;y> (0% f(y)) dy =

5:(0%f () -

Quindi, se |a| = m usando l'osservazione sopra e 'ipotesi induttiva:

|0%Syf — 0% flco 15:(0%f) = 0% flco <

Calfler' ™™

A

Questo dimostra tale stima in questo caso particolare.

Sia ora m < s <[ e quindi m = [s]; usando i punti precedentemente dimostrati

otteniamo
1Srf = fles = max{[S.f — flom, Hoe-m(Srf — f)} <

max{ sup (C'1|f|czrlfla‘) , Hosmm (Sy f — f)} :

la|<m

IN

Stimiamo i due termini separatamente:

e il primo termine si stima facilmente, osservando che per 0 < r < 1:

sup Cy|f|cer=lol < Ch|fleart™™ < Ch|f|cart™®

|| <m
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e Stimiamo il secondo termine. Ricordando l'osservazione precedentemente
fatta, cioé:

0°S, f(z) = S.(0*f(x)),

otteniamo:

025, f(x) = 0% (&) = 95, f(y) + 0*f(y)| _

|z —yls—m B
|5- (0% f(x)) — 0° f ()| n 5-(0°f(y)) = 0 fw)l
- |l — yls—™ |z —yls—m -

IN

2C4|0% f|cr—m =M™ =(5=m) < 90 | fcar! ™

e di conseguenza

1S, f — fles < 20| fleert ™

questo completa la dimostrazione della (3.22), con C = 2C}.

Dimostriamo ora la (3.23). Cominciamo dal caso in cui s = [+ m, con m intero

positivo. Vogliamo dimostrare che

1Sy flerem < Cflcir™™

per un’opportuna costante C' = C(I,n). Dalla definizione di | - |gi+m sappiamo
che

‘Srflcl«l»m -
= max{ sup |0%S,f], ch(S,«f)} =
la|<[l]+m
= max sup [0S, f|, sup sup 0%, f(x) = 0%, f(y)|
la|<[l]+m o] =[l]+m 0<|z—y|<1 |z —y[»

con p =1 — [l]. Stimiamo separatamente i due termini.

(i) Sia |a| < [I] + m; allora esistono 3, v € N™ tale che

a=p+y
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con |8 <[] e || < m. Quindi:
S, f(x) = 0P8, f =

= o | [ Ko an] -

= o[ Kwo -] -

1 T—y
- LR/K< . >8ﬁf(y)dy}=
- g [0 () s -

- — [ KW fa—rmydn.
’I"’Yl Rn

Da ci6 possiamo dedurre la seguente stima:

IA

s, 5@ < 0%l ([ o lan) <

< Csr"flen
dove C5 = C5(l,n) é un’opportuna costante.
(ii) Sia |a| = [I] +m e siano 3, v € N™ tali che
a=p0+7

con |B] = [I] e |y| = m. Procedendo in maniera analoga a quanto visto
prima e denotando p = — [I], otteniamo:

|8aSrf(x) - 8O‘STf(y)‘ <

|z — yl» -
& _ _HB _
il Jgn |x — y|#

< Gslfleir™™

Quindi ’asserto é vero per s = [ + m, con m interi.

Vediamo ora cosa succede quando m non & intero (cioé quando m = [m] + p,
con 0 < p < 1). In tal caso la stima segue dalla precedente, utilizzando la

proposizione 3.1.6 (con k =1+ [m], m=1+mel=14[m]+1):

|Sy flci+m

IA

8 (ISr fleurim) ™ (ISn fleisimien ) <

8 (Cor ) fler) " (0 p1) " <
805r_([m]+“)|f|cz —

8 Csr~™fler.

IN
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Quindi abbiamo concluso la dimostrazione del lemma, prendendo come costante
C =C(l,n) = max{8C5, 2C4}.

Osservazione. Concludiamo osservando che se f é periodica, allora S,.f é
anch’essa periodica. Infatti, f € C°(T") ed i coefficienti di Fourier di S, f

sSono:

(Srflr = (2%)71 /n < o Kn)f(x—rn) dn) e~ 1@ k) gy =
= K(n)eii(’ﬂk'") (1 (x — rn)ei(mm)'kdm> dn =
Rn (27(')” Tn
= fro(rk).

Quindi poiché ¢ é a supporto compatto, segue che tali coefficienti sono definiti-

vamente nulli e quindi S, f & un polinomio trigonometrico.
O

Dal lemma precedente segue il seguente corollario, che ci fornisce delle stime di

convessita :

Corollario 3.2.4. Siano f, g € CY(R™); allora:

m
k

|flom Co (Ifle) TF (fle) T k<m<l, (3.25)
lf-gles < Cs(|fle=lglco + |flcolgles) 0<s<I (3.26)

IN

Cs
con Cs = Cg(l,n) > 1.

Dimostrazione. Dal lemma precedente otteniamo:

|f‘C"’ < |Srf - f‘C"’ + |Srf‘Cm <
< Clflar'™™ 4+ C|floer®™™
=%
e quindi, scegliendo r = <J;||Ck) < 1, otteniamo:
Cl
flex\ ™F [flex\ TF
flem < Clflo( ) +Clflex (75 <
| fle | fle
l—m m—k
< 20|flew [flga™ - (3.27)

Facciamo vedere ora come l’altra stima segua dalla precedente. Procediamo per

induzione:
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e (Base induzione): sia 0 < s < 1; osserviamo innanzitutto che :

|f(x)g(x) — fy)gy)|

|z —yl*
_ @)g(@) = F(@)g(y) + f(2)g(y) = fw)e(w)] _
|z —yl* N
119@) —9()| [f(z) = fY)l
< 1) LR g
quindi
Hoo(fg) =  sup If(ﬂv)g(ﬂff)—fgy)g(y)lS
0<|z—y|<1 |I‘ - y|
< |fleolgles + 1 fleslglco -
D’altronde:
foles = 5(1fleolglen + flcolgleo) <
< S(lfleollor +17lerlgleo),

quindi la base induttiva & facilmente verificabile:

|fg max{|fglco, Hos(fg)} <
|flcolgles + | f

Cs

IN

cslglco -

Se s = 1 tale stima segue altrettanto semplicemente osservando che:

8951‘ (fg) - (8901.]0)9 + f(axlg)

per ogni i = 1,...,n, e quindi:

Ifgler = maX{Ifglco, 1I£%>§L{|5m(fg)|}}§

< fleolgler + 1 flerlgleo -

N

e (Passo Induttivo): supponiamo che tale disuguaglianza sia vera quando

s < v < [l] e dimostriamola per v < s < min{v + 1,1}. Useremo la

seguente uguaglianza (detta regola di Leibniz):

8 = L [e% B—a
0 (fg)—gﬁ(ﬁ_a)!a!(a £ (@7 g) .
Cominciamo con ’osservare che:
18l=v 0<|z—y|<1 |z — y|» ’

dove 0 < = s—v < 1 & la parte frazionaria di s. Stimiamo i vari termini

che compongono tale espressione:

3Si dimostra facilmente per induzione.
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(i) Per l'ipotesi induttiva

(i) Se [g]

IA

Cs (| flcolgler + [ flev|gleo) <
Co (| flcolgles + | fleslglco) -

|fglcv

IA

=V

10°(f9)(x) — °(f9)(y)] <

IN

IN

+

<

|z — gy~

Bl (0% f ()07~ g(x)) — (0°F (1)) (9" “g(y))]
2. (

5 —a)lal w =yl

<
a<p

B-ag(y) — §B—a
Z <aaf(x)||8 g( ) 0 g(y)| +

= |z — yl~

07~ g(y)|

1) =10

|z —y[»

|
Z (65)'@' (|f‘c\a\ |g|C"7|°‘H“ + |f|C\u|+u‘g|cuf\a|) .

a<p

Usando la (3.27) - con k = 0, m = |a|, | = s per quanto riguarda

la f,ek=0,m=v—|al+pu, | =s per quanto riguarda la g - e

ricordando che |3] = v = [s] e p = s — v, otteniamo:

5 el gl ti) <

la!
= a)lal

B! s=lal la
<Y G agariC (Flevlglo) = (fleslglen) ® <

a<p

1 i )
<4023 P e lolen) 5 (e lolon) ® <

— la!
= a)lal

|
s

| _
= (Z =y lenller) (IfICSlglco)s) ~
a<p
(Ifleolgles)® <
<4C2d(n)(|flcolgles)* | (Iflcolglos) +(|f|cs|g|co)§} <
2 1 1 ntv
< 4C%d(m) [(Ifleolgle)* + (Ifle-lglon) ] =

= 4C%d(n) [(1fleolgle)* + (1fleslglen) ] <
<4C%d(n)(| floolglos + 1 fleslgloo)

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo usato la seguente disuguaglian-

za.

(laf* + \b|%)s <la|+ b  Vs>0.
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Osserviamo che abbiamo dovuto introdurre la costante d(n) (che di-
pende soltanto dalla dimensione dello spazio), per poter ricondurre
la sommatoria dipendente da un multiindice, ad una sommatoria su
un indice intero, e al tempo stesso per poter stimare i coefficienti
multinomiali in termini dei relativi coefficienti binomiali.

Si procede in maniera analoga per laltra parte della sommatoria e
quindi segue 1’asserto prendendo come costante 8C%d(n) .

Se s = v + 1 si procede esattamente come sopra e si dimostra la va-
lidita della tesi e questo completa il passo induttivo. In conclusione

la costante del lemma, sara data da:

Cs = Cs(l,n) = max{8C2d(n), 1}.
O

Enunciamo ora una specie di “viceversa’ del lemma precedente, osservando che
tale lemma vale solo per valori di [ non interi. Vogliamo mostrare come le pro-
prieta qualitative relative alla differenziabilita di una funzione possano essere ca-
ratterizzate in termini di stime quantitative per una successione approssimante
di funzioni analitiche.

Osservazione. Una versione classica di tale risultato ¢ dovuta a Bernstein e
lega le proprieta di differenziabilitd di una funzione periodica con delle stime

quantitative per una successione approssimante di polinomi trigonometrici (Cfr.
[1]).

Lemma 3.2.5 (Bernstein, Moser). Sia f : R” — R il limite di una succes-

sione di funzioni reali analitiche f,(x) definite nella striscia complessa
{zeC: [mz|<r,=2""r},
con 0 <rg <1 etali che
fo=0 e |f,(2) = fo_1(x)|,, < Ar, (3.28)
con A costante. Allora f € C*(R™) per ogni s <1 non intero ed inoltre
CA
p(p—1)

dove 0 < = s —[s] < 1 & la parte frazionaria di s e C = C(l,n) > 0 ¢é
un’opportuna costante.

|fles <

Inoltre, sele f, sono periodiche nelle variabili x;, allora anche la funzione limite
flo e.

Osservazione. Prima di procedere con la dimostrazione del lemma, facciamo

alcune osservazioni preliminari.



110

3. Teorema KAM: caso differenziabile

(i)

(i)

L’aver assunto fy = 0 non é un’ipotesi restrittiva. Se avessimo fy # 0
e (3.28) continuasse ad essere valida per ogni v > 0, allora basterebbe

considerare la nuova successione di funzioni

fv=1F—fo.
Si vede facilmente che la successione cosi costruita é tale che:
Jo=0 e \fo = foilr, < Arl,
e quindi la successione delle fy converge uniformemente a f — fy, ed inoltre
CA

lf=fo m

cs <

E’ sufficiente dimostrare il lemma 3.2.5 nel caso particolare [ € (0,1) e
l=s=p(cioe 0 <s=1<1). A tal fine & opportuno considerare le tre

seguenti affermazioni:

Il lemma 3.2.5 é validoper 0 < s <l =1 (I
Il lemma 3.2.5 é valido per 0 < s <l <1 (1I1)
Il lemma 3.2.5 é validoper 0 < s =1 < 1 (TIT)

e mostrare che
(III) = (II) = (I).

Procediamo nella dimostrazione di tali implicazioni.

(IT) = (I): Per dimostrare 'affermazione (I) dobbiamo considerare
il caso I = 1. Assumiamo che (3.28) sia valida con [ = 1 e fissiamo
0 < s < 1. Allora, per ogni s <[ < 1

\fy = foilr, < Ar, < Arl,

e questo mostra che f, soddisfa l'ipotesi (3.28) di (I1). Applicando
(II), otteniamo

l—s

ChA
|f|CS§S ! L)

(1—3s)

e prendendo l'estremo inferiore su tutti gli [ < 1, segue che:

élA Tl s
s(1—s) °

e quindi abbiamo completato la dimostrazione di (I).

|fles <

(III) = (II): Sappiamo per ipotesi da (II), che

|fu - fufl‘rl, < A’I“f,
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per ogni 0 < s <! < 1. Quindi

1 -
lfo — fooile, < Ar,=Ar,°r <
< Aré_grf/
e questo mostra che la successione f, = % soddisfa le ipotesi di
o

(III). Allora, per la (II1I), il suo limite uniforme f appartiene a C*
e

. ChA
s < —
|fles < s

che ¢ equivalente a

l—s

Ch A
S < —_—
|flos < 9

Facciamo vedere ora come (IIT) implichi il caso generale e questo ci
permettera di concludere che é sufficiente dimostrare il lemma nel caso
0 < s =1 < 1. Vogliamo mostrare che il lemma 3.2.5 continua ad essere
valido per 0 < [ < k, procedendo per induzione su k. Chiaramente la base
induttiva & valida, in quanto abbiamo appena mostrato che (II7) implica
(II) e (I).

Sia 0 < s <1 < k + 1. Possiamo assumere che k < 1 < k + 1 (altrimenti
usiamo 'ipotesi induttiva). Per ipotesi sappiamo che per ogni v

I .
Ty S ATV )

‘fl/ - fufl

quindi usando le stime di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1) otteniamo che
per ogni o € N" tale che |a| =1

0 = 0 il < Ifo = fomalr o <2407
Quindi, per lipotesi induttiva, 0% f,, converge uniformemente a
o°f € C*HR™)
per ogni s <[, e si ha

201 A =D =(s-1)
p(l—p)°

20, A
(1 = p)

0 fl s

IA

l—s
To
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Da cid possiamo concludere che

2élA l—s
max < | flco, ————ry *p <

< max ¢4 7l 2614 r(()l_s) <
il )

f

IN

CS

1—p) % p(l—p
2é’1A frl_s
p(l—p)°

e questo completa la dimostrazione del passo induttivo.

Quindi abbiamo fatto vedere come, per la dimostrazione del lemma, sia suffi-

ciente considerare il caso (IIT). Passiamo ora alla dimostrazione del lemma.

Dimostrazione. Per le osservazioni appena fatte, possiamo limitarci a consi-
derare il caso 0 < I = s = pu < 1. In questo caso dobbiamo provare che la
successione {f,} converge uniformemente su R ad f e che

|f|C’H = max |f|C'0> sup M S
o<lz—yl<t T —yl*
G
p(p—1)

Poniamo ¢, = f, — f,—1. Abbiamo la seguente stima:

N N N
Zgu < Z|gv|00:§:|fu_fufl|00:
v=~k v=~k v=~k

Co

= ro\* Arfy 1
< Z;A(zv) T ouk 1 _9—n

che converge a 0 quando k tende a +o0; percio f, converge a f = > ", g,
uniformemente su R™ e
90—
< Arf———
[floo < Arg7—5=
come si vede facilmente ponendo £k = 1 e N = oo nelle stime sopra. Poiché
1—27#> g per p € [0, 1], otteniamo:

2Ark 24
[fleo < MO < M(l_u)nﬁ‘ < (3.29)
2A

Al fine di stimare la seconda parte di | f|cn, dobbiamo distinguere due casi:

H:rmo<lz—yl <1 e (i) : |z —y| <rp.
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(i) Usando la seconda disuguaglianza in (3.29) otteniamo:

4A

f@) = fWl < 2/fleo £ ———=1f <
F@) = 1) < 2flen < b
4A
< —Jz—y|*.
(1 = p) | |
(if) Osserviamo che deve esistere un N € N tale che:
7o 7o
9N+1 < |{E—y‘ < QW
La seconda disuguaglianza in (3.29) ¢ equivalente a
2N 1—n
() <oyt (3.31)
To
Notiamo inoltre che:
f@) = f) < D lgu(@) — g0 ()] =
v=1
N oo
= Z |gu(x) - gu(y)‘ + Z |gu(x) - gu(y)‘ :
v=1 v=N+1

Stimiamo ora separatamente le due somme. Usando la stima di Cauchy
abbiamo (ricordiamo che per ipotesi |g, |, < Ar#):

2
|awgll|r—2” S |gV|T‘V7 S
Ty
< 24rkL

quindi usando Lagrange:

N N
S lg(@) - g ) < 243 g —y| =
v=1 v=1

N v 1—p
- ()
v=1

1 2N+1)(A—p) _q

- 2A|x_y|ré_“ T
t
Poiché 2t — 1 > 5 per ogni t > 0 (e poich¢ 2'7# < 2), dalla (3.31)
otteniamo:
N )| A 1 ( 2(N+1)(1—u))
v\T)— Gv S 2A|x — — 2 S
;Ig() 9u(y y|r(1)” =
1 N (1—p)
< Az -yl (21“ ) <
ro M 1—p
—qy|m
< galrzyl"

I—p
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=

Inoltre, usando nuovamente il fatto che 1 — 27# > 5 beru € [0,1] e
(3.29):
Z |gu($) _gu(y>)| < 2 Z |gu|CO <
v=N+1 v=N+1
< 24 (2)" <
<24 ) (3) <
v=N+1
0 K 1
< 24(gw) 105
—ylm
< gzl
W

Mettendo insieme le stime ottenute:

84 4A
f@) —fwl = gl -yl +—Flr -yl <

1
A(8u+4—4u)|x <
p(l— p) B
8A
< |z —yl*
p(l— p)
Quindi possiamo concludere:
ChA
flew € ———
Flow < =)

dove C; = 8. Questo permette di concludere la dimostrazione del lemma,
osservando che per quanto visto nell’osservazione precedente dobbiamo scegliere

la costante del lemma nel seguente modo:

C =20, =16.
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3.3 Dimostrazione del teorema KAM: caso diffe-

renziabile

Abbiamo ora tutti gli strumenti necessari per estendere il teorema KAM alla
classe delle funzioni hamiltoniane sufficientemente differenziabili.

Teorema 3.3.1. (Moser)

Sianon >2,7>n—-1,v>0 m>0,1>214+2+m, M>1ep>0,ce
supponiamo che w € R™ sia un vettore (v, 7)-diofantino. Sia inoltre G C R™ un
dominio aperto contenente B,(0) e sia F € C/(T" x G) tale che

{ Fi(2,0) ig (3.32)

per x € T™; supponiamo inoltre che soddisfi le sequenti stime per x € R" e
y€G:

|F|lct <M

[{Fyy(0)) 71 < M. (3.33)

Allora esistono delle costanti
et =¢e"(v, 1, l,m,M,n,p) >0 e ¢=é(v,1,l,m,M,n,p) >0

in modo che valga quanto seque.
Se H € CY(T" x G) ¢ una funzione hamiltoniana tale che per qualche ¢ < &* si
abbia

|H — Fles < Mel—s per ogni 0<s<1I, (3.34)

z = u(f)
y =v(¢)

allora esistono

soluzioni del problema

0H
Du = Ty(u, ’U)
(3.35)
0H
Dv = —%(u, 'U)

tali che:

i) u(&) — &€ ev(&) sono entrambe periodiche con periodo 1;

i) u € C*(R",R") evou~t € C*TT(R",G), per ogni s < m + 1 tale che
sé€Nes+7¢&N,
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Valgono inoltre le sequenti stime:

ce < ﬁsm“*‘q 0<s<m+1
u(l—p

o < 7/‘(16_”)8%”175 O<s<m+7+1, (3.36)

|lu —id

lvou~!

con0<p=s—I[s]<1.

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione consiste nell’ approssimare la no-
stra hamiltoniana con una successione di hamiltoniane reali analitiche, usando
le tecniche di approssimazione di Jackson, Moser, Zehnder e Bernstein che ab-
biamo ampiamente discusso in precedenza. Osserviamo che nel nostro caso, la
hamiltoniana (cioé la “funzione approssimata”) non & definita su tutto lo spazio,
ma soltanto su un suo sottoinsieme, che nel nostro caso ¢ una sfera. Questo
non rappresenta una limitazione all’applicazione dei risultati fin qui dimostrati,
in quanto tali domini sono chiaramente diffeomorfi e quindi godono delle stesso

proprieta topologiche che abbiamo utilizzato nella dimostrazione di tali risultati.

Approssimiamo quindi H(z,y) con una successione di funzioni reali analitiche
{HW)(x,y)},en definite nelle striscie

Or, 1o ={(z,y) € c? . (Rez) € T, Imz| <7ry_1, [Rey| < p, Imy| <r,_1},

€
dove r, = ——, (¢ > 0 ¢ il parametro che compare in (3.34), che supporremo
minore di 1%.

Scegliamo tali “hamiltoniane approssimanti” in modo che valgano le seguenti

stime nella striscia o, , , (vedi il lemma 3.2.3):

3
H(”)(z) _ Z %(ﬂmz)ﬂ <ért
18I1<t '
3
H ) (z)— > aHyi('Rez)(iImz)ﬁ < ekt (3.37)
|BI<t—1 f

@il
HY(2)— Y O Hy(Re2) i1y 28] < gyl
|Bl<i-2

dove
61 = 61 (l, n, M) > M (338)

¢ scelta appropriatamente (Lemma 3.2.3) (supporre che sia maggiore di M non
¢ affatto una scelta restrittiva, come ci si convince facilmente osservando che
|H|ct < 2M).

Per induzione costruiremo una successione di trasformazioni simplettiche, reali
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analitiche z = ¢(")(¢) (dove z = (z,%) e ¢ = (&,7)), della forma

r=u(g)

y = U(V) (5) + (ugu (3.39)

)T

©)

tali che u(")(€) — € e v*)(€) siano entrambe periodiche con periodo 1 e la
hamiltoniana trasformata
KW =" o @)

soddisfi

OK®) OK ™)
o€ (§,0) =0, Tn

(£,0) =w. (3.40)

Piu precisamente la trasformazione ¢(*) mappera Yoryin

(con 6 = %), nella
striscia o, ,.

Daremo ora uno sketch della dimostrazione che seguiremo:

e Per v = 0 useremo la condizione di piccolezza su H — F (cioé la (3.34)) e
(3.37), per verificare che la hamiltoniana reale analitica H(®)(x,y) soddi-
sfa le ipotesi del teorema KAM analitico (teorema 2.2.1) nella striscia di
larghezza r = e, con § = ™ (Passo 1).

e Una volta stabilita Desistenza di ¢*~1) per qualche v > 1, useremo la
condizione (3.37) per controllare che H® o ¢(*=1) soddisfa le ipotesi del
teorema KAM analitico (teorema 2.2.1) con r = 0r, e § = r]* (Passo 2).

Questo ci garantira ’esistenza di una trasformazione simplettica

2=9"(Q)

della forma (3.39), da &, ., in 2, , tale che ) (¢,0)— (¢, 0) sia periodica
di periodo 1 e la hamiltoniana trasformata K®) = H®) o ¢(*) soddisfi
(3.40), dove

¢(V) — ¢(V—1) o w(V) ]
Denotando con F'©) la “regolarizzata” di F (vedi lemma 3.2.3), definiremo

le seguenti matrici simmetriche

QW =Ky (perv>1)
QO = Fy

ed indicheremo con
SUEn) =U (z) + VW (x) - n

la funzione generatrice della trasformazione z = ¢(*)(¢).

Applicando il teorema KAM analitico ricaveremo le seguenti stime per
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(e,
() = ¢l < %}&z)r;ﬂ-&-l
B (¢) - 1] < 125343 o B
3.41
KO -] < HE
o
con

¢y = Ca(v, 7,0, M,n) = c(vy,7,0,2M,n),

dove c¢ ¢ la costante del teorema KAM analitico (teorema 2.2.1); notiamo
che per come ¢ stata ricavata la costante ¢ (vedi (2.25)), abbiamo che:

) > 8M. (3.42)

e Nel Passo 3 mostreremo come (3.41) implichi le seguenti stime:

W (¢) — g1 C2 1 oy mil

9(Q) = 6V < oz (1 - O

60~ oI < oy (3.43)
[o®) (@)~ (@) = oD () @)| < et

rispettivamente per ¢ € 3, ,,, ¢ € X, e [Imz| < Or, 4.

Richiederemo inoltre che

e*<p e (e < 0" =6"(y,7,6,2M,n) (3.44)

(dove d* & stata definita nel teorema KAM analitico 2.2.1) e definiremo le
seguenti costanti:

¢3 = ¢3(m,n) =C(m+1,n),

(dove la costante C' ¢ la costante definita nel lemma 3.2.5)

A=1-2r—2-m (3.45)
. 4co

~ o~ m—+71+1
. Gl (2
R TE (9> (3.47)
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in modo che siano soddisfatte le seguenti disuguaglianze:

x (0
(B3+e")ée" < (2> (3.48)
Ané10eM < 1 (3.49)

G <1—0<log2. (3.50)

D’ora in poi assumeremo che la costante £ > 0, che compare in (3.34) e (3.37),

sia minore o uguale di £*.

Definiamo infine

Mllfl
1— Gorm (3.51)
My = 2M

M, =

ed usando la (3.46) otteniamo che per ogni v € N si ha:4

m

. I
M, M,_1€2®70" < | < Me*®22Xi=17;

IA

cm

< oMe T < oMt <4M (3.52)

dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo usato la (3.50).

Abbiamo sviluppato ora tutte le premesse necessarie per avviare lo schema in-
duttivo. Procediamo quindi nella descrizione di tale schema seguendo le linee

guida accennate in precedenza.

Passo 1

Mostreremo che esiste una trasformazione simplettica z = ¢(?)(¢) della forma
(3.39) da ¥,, in Xy, tale che (9 (&,0) — (£,0) sia periodica con periodo 1 e
la hamiltoniana trasformata K©) = H©) o () soddisfi (3.40). Inoltre faremo
vedere che K e (%) soddisfano le stime (3.41) con v = 0.

Dimostrazione: Cominciamo col mostrare che H(®) soddisfa le ipotesi necessarie
per applicare il teorema KAM analitico (teorema 2.2.1). Come prima cosa
stimiamo

HO(z,0) — (H(-,0))

4Per la prima disuguaglianza useremo:

1

1 < e per0 <z <
—x

1
_2~

Osserviamo che nel nostro caso
~ m 1
cor,” < 5

per come ¢ stata scelta la costante ¢ (vedi teorema 2.2.1).
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per [Imz| < frg = be.
Osservando che:

HOG@0)~ (HOCo)| < [ O - B0, (359

n

ci si riconduce a stimare la quantita sotto segno di integrale; tale quantita si

pud maggiorare nel seguente modo:

[1] 8
H
HOW0) - HOEO| < [HO@0 - Y TERLD iy, 0] +
|8|=0 ’

1]
+ WZ 8ﬁH(Z‘m’O)(z'hmc,O)ﬁ—F(Reac,o) +
=0

|H(¢,0) — HO(£,0)] .

_|_

Stimiamo separatamente i vari termini, per |Im x| < 0r¢ = fe:

e dalla (3.37) otteniamo che:

(1] 3
HO (2,00 - > M(ﬂmxﬂ)ﬂ < E(fr) <

, <
181=0 A
< e
e Cominciamo con 'osservare che
4 O°F(Rez,0)
F(Rez,0) = Z ——— (ilmz,0)" ;
s!
|B8]=0

infatti, per la (3.32) abbiamo che F,(z,0) = 0 e di conseguenza ogni
derivata rispetto alle x, calcolata in (z,0), é nulla; per quanto riguarda
i termini in cui compaiono le derivate rispetto alle y, questi sono nulli

in quanto il fattore (ilmz,0)”? ¢ uguale a 0. Quindi usando la (3.34)
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otteniamo:

[l o
Z M(ﬂmxﬁ)ﬁ — F(Rex,0)| =

|
181=0 &
LI M g6

= >0 PO 07 - Y ST D 007 <

181=0 ' 181=0 '

3 _HB

<y P H(Re‘”’o)ﬁ,a ERe O i1 0,007 <

161=0 '

U

Z H = Flew g, 1ol <

= 7
[0
ZI
” = 161418]
M—g—<

H — F|c'f*' £l <

<
[8|=0
< Me™él

dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo usato il seguente fatto:

Z 5= ", (3.54)
BEN"

questo si pud dimostrare facilmente per induzione su n, osservando che
per n = 1 segue direttamente dallo sviluppo di Taylor dell’esponenziale,
mentre per n > 1 é sufficiente osservare che:

Bn+1) = > ﬂ'

ﬁeN'L+1

- 3

X 5

B i1=0 ﬁ”“ B=(B1,--Bn) ENT
1
— B(n =eB(n
( )6270%1. ()
n+1=—

e Dalla (3.32) si deduce che la F' & costante sul sottospazio
{(z,0): € T"}
e quindi:
[F(Rex,0) — F(£,0)] =
e Usando la (3.34) con s = 0 otteniamo:
|F(£,0)—H(£,O)‘ < ‘F_H|COS
Me".

IN
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e Se £ € T™, allora Im& = 0 e quindi

0l o
H(E0) = > W(ilmg,o)ﬂ.
181=0 ’

Applicando (3.37) otteniamo:
U

|B]=0

9°H(¢,0)

5 (ilm¢&,0)7| <

< 5181 .

Riassumendo le stime trovate ed usando (3.38), (3.45), (3.48) e (3.53) :

IN

HO (z,0) — (HO(-,0)) 261! + Me'(1+em) <

IN

261l + el (1+em) <

IN

6161(3 + 6”) =
(3+6n)51 6/\€m€2‘r+2 <

Em (96)27+2 .

IN

In maniera simile otteniamo la stima per |HZSO) (z,0) — w|. Infatti:

H (2,0) —w| = [H(2,0) = Fy(2,0)] <
W-1 5
H
< H;O)(x,O) _ Z 8275‘%0)(iIrnm,O)’g =+
|8]=0 '
-1 45
H
+ Z W(ilmx,O)ﬁ—Fy(%o) : (3.55)
18]=0 '

Stimiamo separatamente i due addendi:

e usando (3.37) abbiamo che:

-1

0P H,(x,0) . -
Hy(o)(:c,()) — Z %(ﬂmx,())ﬁ < éett.
|B]=0

o Cominciamo con l'osservare che:

U-1 o5
Fy(z,0) = Z 078, (@0) Fyﬁ('x’o)(ilmx,O)B
|8]1=0 ’
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(si ragiona analogamente a quanto visto per la stima precedente). Quindi
otteniamo:

-1 .5
Z w(ﬂmxﬁ)ﬁ — Fy(z,0)| <

0l |(i1mx,0)’8| <

\ﬂ\ 0
|H — F|cisi41
< 3 = Flan gy <
\ﬁ\ 0
< |H F|C\m+1 |,3|<
- |
|B8|=0 A
W=l -1sl-118l
< Z M% < Memelt=t .
|8]=0 &

Riassumendo le stime trovate ed usando (3.38), (3.45), (3.48) e (3.55), possiamo
concludere:

|H?50)(.Z‘,0) —w| < (G H+e"M)ET <
< (& FetE)el <
< (I4eMeet =
= (1+eM)geteme?™ <
< em(fe)H

Vogliamo dimostrare ora la stima relativa alla matrice hessiana di H(®), Ricor-
diamo che abbiamo definito Q(®)(z) = Fég)(z), dove F(©) ¢ la “regolarizzata” di
F (vedi Lemma 3.2.3) e soddisfa:®

&)
Fé?(z) _ Z %('Rez)(ﬂmz)ﬁ < 51(9,00)1*2 =
18]<1—2 a

= & (he) 2. (3.56)

5Possiamo prendere la costante & uguale alla costante che compare in (3.37), in quanto
per ipotesi anche |F|o < M.
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Consideriamo la seguente stima per (z,y) € Xg,,:

OPHyy(Re z2)

5 (iTm 2)P| +

Hy) (2) = QUV(2)] < |HR () = >

|B|<i—2

& &)
18|<1—2 ’

+ Z w(ilmz)ﬂ—Q(o)(z) : (3.57)

Stimiamo i vari addendi separatamente:

e usando la (3.37) abbiamo:

B
H(O)(z)f Z w(ﬂmz)ﬁ < & (0rg)?
1B1<1—2 &

S 516 -
e Dalla (3.34) otteniamo:

8 ez & ez
Z 78 Hyy (R )(ilmz)ﬁf Z 78 Fyy (R )(iImz)ﬁ

<
| | -
|BI<l—2 A |B|<i—2 p
H-F
< > | 5||Lm+2|(ﬂm2)ﬁl <
1Bl<i—2 '
1-|B8]-2.|8]
13 19
< Y M <emE
< , <
|Bl<i—2 A

Quindi, riassumendo le stime trovate ed usando (3.45), (3.57) e (3.56) ed il fatto
che ¢é; > 8M (vedi (3.42)), possiamo concludere:

(26 + e"M)el "2 <

< 2 n~>\m27<52€m'
(2+e")c1ete™e < S

11y () = Q1 (2)]

IA

Per concludere la dimostrazione di questo passo ci resta soltanto da far vedere

che Q© soddisfa le ipotesi del teorema 2.2.1, cioé:

QO <2m e @O0 <2M.
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e Usando (3.37) e (3.50), otteniamo la seguente stima in g, :
V() = [ER ()<

B
FO () - > 07k, (Rez) FyyﬁERez) (ilm z)°| +
|B|<i—2 '

IA

Jé]
+ Z 78 Fyy(Re 2) (iImz)B <

|
|81<l—2 4
9 IBI
S 07’() = 2+ Z rO S
18|1<i—2
~ -2 nélrg
< G(fe) " +e M <
< ~1(05)l72 + eneeM <
M
< T eiM < 2M.

e In tale striscia definiamo le seguenti matrici:

A = <F;g>(.,o)—Fyy(-,0)>
B = <Fyy('70)>-

Usando® il lemma 3.2.3 e (3.33), otteniamo:
Al < s |FD(E0) - Fy(€.0) <
cetT

< (~21 (97“0)[_2 = 61(96)1_2

|B_1| = |<Fyy('>0)>_1|§M'

Quindi usando (3.49) possiamo concludere:

(A+B)~| <

(F9(,0) |

< |@+ABTHYBTY <
< MY (lA]B7)*
k=0
< MY (a(0e) M)k <
k>0
) 1 k
< —
< MZ(4> <
k=0
< 2M.

60sserviamo che stiamo facendo la media su T™, quindi stiamo considerando x reali e di
conseguenza:
> 3P Fyy(Rex,0)

5 (ilm z, 0)? = Fyy(x,0).

[Bl<i—2
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Riassumendo, le stime appena dimostrate e la (3.33) mostrano che la hamil-
toniana H© soddisfa in Yor, le ipotesi del teorema KAM analitico (teorema
2.2.1), con r = frg = 0, § =™ e M’ = 2M; quindi possiamo concludere che
esiste una trasformazione z = ¥(9(¢) della forma (3.39) da %,, in y,,, tale
che ¥ (€,0) — (£,0) sia periodica con periodo 1 e la hamiltoniana trasformata,
KO = HO) ¢ ) soddisfi (3.40). Inoltre, sempre dal teorema 2.2.1 si ottiene
che K e (9 soddisfano le stime (3.41) con v = 0.

Questo completa la dimostrazione del Passo 1.

Osserviamo che per v = 0 le disuguaglianze in (3.43) seguono immediatamente

dal Passo 1, semplicemente definendo

¢(_1)(O = e ¢(0) — ¢(—1) ° w(O) — w(O) ]

Alcuni preliminari al Passo 2

Ora assumeremo di aver costruito una trasformazione z = ¢(*~1)(¢) della forma
(3.39), da g, in o, , ,, in modo tale che u =1 (£) —¢ e v(*~1) siano entrambe
periodiche con periodo 1 e che soddisfino (3.43) con v — 1 al posto di v. Inoltre
la hamiltoniana trasformata

K@= — gv=1) 4 ¢(V—1)

dovra soddisfare (3.40).

In aggiunta a cid, assumeremo anche che le trasformazioni z = ¥ (¢) (con
w=0,...,v—1), soddisfino la (3.41), e, usando (3.51) e (3.52), otterremo in
maniera induttiva la seguente stima per (§,7n) € X, :

K7(7’7)7_1)(<)’ S Mu—l

(K100 < M,y (3.58)

Infatti:

e Cominciamo con la dimostrazione della prima:

K6 DQ] = [KE© =¥ )|+ [0 <
C2
< mT,,,l + M, o <
< My a(1+érpty) <
M, _
< 2 =M.
1—corl

e Al fine di dimostrare la seconda disuguaglianza, definiamo le seguenti
matrici:

A= <K,%_1)(-,O) - Q<"—1>(-,o)> e B= <Q("_1)(-,0)> .



3.3 Dimostrazione del teorema KAM: caso differenziabile 127

Utilizzando l'ipotesi induttiva otteniamo

2
Al < IV
|B_1| é Ml/72
e quindi possiamo concludere che:
(v—1) -1 -1
‘<Km7 (o) | = [(A+ B =

— B+ B A <

o0
< M, ) |B'AF<
k=0
[ ; k
2 m
< M, Z <My—24]\/[7"u—1> <
k=0
< M, o 2(52TT_1)k <
k=0
M, _
< 2 M,
1—¢cor)*

Passo 2

Definiamo nella striscia 3y, la seguente funzione:
H(z,y)=H" 0 ¢ V(x,y).

Vogliamo dimostrare che valgono le seguenti stime per (z,y) € Zg,,:
| (2,0) = (H(-,0))| < 7 (07,772
‘I:Iy(x,O) — w’ < TL”(QTV)TH

7 v 52m
|y (.y) = Q) (@,y)| < o

Dimostrazione: Poiché [Imz| < Or,, allora ¢~ (z,0) assume valori nella
regione in cui la stima (3.37) vale sia per H") che per H*~1) (infatti la
trasformazione ¢*~1) mappa %,, in Or, ,,p). Cominciamo con l'osservare:

A(2,0) (A0 < /Jﬁmm—ﬁ@mma (3.59)

quindi possiamo tentare di stimare la quantitd sotto segno di integrale per
[Im z| < Or,. Ricordiamo che per la (3.40) si ha che

K@D (z,0) = KV (¢,0) per ogni { € T"
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ed usando (3.37), (3.45) e (3.48) possiamo maggiorare la funzione integranda

nel seguente modo:

|H(z,0) — H(,0)| <

< |G, 0) = KU (@,0)| + KD (@,0) - KD (6,0)| +

+ [K@7D(E,0) — H(E0)| <

< 2 sup

[Tm §[<Or,

2  sup
|Im £|<0r,

IN

IN

T (9r,,)27+2

l
g~ A,.m, 27+2 1 m, 27+2
24¢eyryr)r, <2 () T,

A(6,0) - K" (,0)] =
H® 0 ¢=1(g,0) - H¥ Do gp""Y(g,0)| <

2e17t +2¢1rh | <267 426,20 <

0
<
5 hS

Mettendo insieme questa stima con (3.59) otteniamo proprio la prima stima

desiderata.

Notiamo che sostituendo = 0 nella seconda disuguaglianza in (3.43) ed usando

la (3.46) e la (3.32), troviamo che vale la seguente stima per [Im¢&| < 0r,:7

V() -1

Da cio, otteniamo per |Im |

()"

IN

IN

IN

<

v—1
S 1 (€) — ud V(e
pn=0

~ v—1 ~ o]
Co m Co gm

60M3 2<"* = G0M3
pn=0 p=0

2um

(3.60)

5287”
GOM3 (1 — 2-m)
1-0.

§ 5467”

< Or,:

<

(a0 -n+1)"

Ml -1 <> (-0 =
k=0 k=0
1 1

1-(1-6) 6

(3.61)

Quindi, applicando la chain rule ed usando (3.37), (3.45) e (3.48) possiamo

“Come gia sottolineato in precedenza, indicheremo qb(*l) =id.
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concludere la seguente stima nella striscia g, :

[Hy(z,0) —w| =

—1
(uéufl)(x)) {Héu) o ¢(V_1)($, 0) _ H?SV—l) ° ¢(V—1)<x, O)} ‘ <
9 (C]_'I" + clrl/ 1) <
ot a2 rll) <
20~ 13,21 1pl-1 —

— 2071512l lr)\rmr27'+1

l
2lg—1 <g) TTTZTJFI <

< rT(é)rl,)TH

IAIA

IA

IN

e questo dimostra la seconda disuguaglianza.

Infine:
[Hyy(2) — QM (2)] =
= (s @) [ o0

v— v— v—1 T -1
— HYY 6 g1 }(( ) ) ‘
< 9_ (617“ "‘Cl'r,, 1) <

<" (clr,lj_2 + cl2l_2rf,_2) <
< 2972512172 -2 _

< 2072621~ 27")‘7‘2”7"27 =

o\ !

< 2l=1g—2 <> st <
2

< 627";'2 :

- 8M

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato (3.42).

IN

Questo completa la dimostrazione del Passo 2.

Passo 3

Dal Passo 2 e dalla (3.58) segue che la funzione hamiltoniana
= H 6 gD

soddisfa le ipotesi del teorema KAM analitico (vedi teorema 2.2.1), prendendo
r=0r,, s=1"eQ=Q" = Kfﬁ,_l). Quindi esiste una trasformazione
simplettica z = ¢)(() della forma (3.39), da %, ,, (dove r,11 = 6°r,), nel-
la striscia g, e tale che () (£,0) — (&,0) sia periodica con periodo 1 e la
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hamiltoniana trasformata
KW = Hoy® = H® o ¢

(dove ¢ = (=1 o)) ) soddisfi (3.40). Inoltre, K e 1)) soddisfano le
disuguaglianze in (3.41). Osserviamo che per costruzione, la trasformazione

1) = =D 6 )

mappa la striscia X nella striscia o,,_, ,-

Tv41
Mostreremo ora qualcosa di pit: faremo vedere che la trasformazione simplettica

z = ¢")(¢) mappa la striscia 2, ,, nella striscia o, , e che soddisfa (3.43) .

Dimostrazione: Usando la seconda disuguaglianza in (3.43) con v sostituito da
i =0,...,v—1 e procedendo come in (3.60), otteniamo la seguente stima,
valida per (§,7m) € Xgy,:

v—1
68O < 1o+ D 168(¢) — ¢ V(0] <
pn=0
é v—1
2 m
< It oam y o<
pn=1
62 > e\™m
< — < .
< 1+ (zu) < (3.62)
p=1
< Ca m

1 - s
T B2 =
< l4+&Em <1+ (1-0)<2;

da cio segue - usando la (3.41) e Lagrange - che, per ({,n) € &

Tv41°

16(C) — Q)] = oV WM(Q) -] <
< (e (O ~¢| <
e(1-0)
= 2 240
62(1 B 0) Terl
120M3 ¥ )

A

m—+1 _
Ty =

Quindi abbiamo dimostrato la prima disuguaglianza in (3.43) e la seconda segue
semplicemente usando la stima di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1, con r = 7,41
e p = 0r,41). Questa disuguaglianza implica, analogamente a quanto visto
prima in (3.62), che |¢é’j)((j)| < 2 per ¢ € Sy, ,, € quindi z = ¢(*)(¢) soddisfa
la seguente disuguaglianza per ¢ € X, ,:

IN

[z < 2l = 2/meP 1 P <

IN

2TV+1 =Tv;
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inoltre abbiamo gia visto che |Rey| < p. Questo mostra che tale trasformazione

mappa la striscia X in oy, ,.

Tv+1

Al fine di stabilire I'ultima disuguaglianza in (3.43) utilizziamo la seguente
identita (vedi (2.12) ):

o o (@) (@) = v o () ) = (ué””%)) U

per = u?~Y(¢). Utilizzando la (3.60), otteniamo che se |[Imz| < Or,,; e

= u"D(€), allora |Im&| < 7,41, in quanto la mappa

f& =z +&—ul"D(Q

definisce una contrazione della striscia [Im¢| < 7,41 in se stessa. Questo ci
consente di applicare le disuguaglianze (3.41) e (3.61), ottenendo:

—1 -1
’(ué”‘”%)) Ué”)(ﬁ)‘ - ‘(ué”‘”%))
1 c m-+T
= 9 (612(0)3\43” : +1) B

_ C2 Tm+7—+1
120M3 "

v <

Questo conclude la dimostrazione del Passo 3.

Conclusione dello schema induttivo

Con il Passo 3 abbiamo completato la costruzione dello schema induttivo; ci
rimane da dimostrare la convergenza delle successioni {u®) (&)}, e {v) (&)}, e
le stime in (3.36).

Osserviamo che le disuguaglianze in (3.43) implicano per [Im¢| < r,11 e [Imz| <

97"1,4’,1 .

v v— m 62 m
[ (€) = ul ()] < 27 e
1 1 2 m47+1 62 L (363)
‘U(u) ° (u(”)) (x) —pr=1) o (u(y—l)) (a:)‘ < () TOTE (QTU+1)m+T+ _

0

In particolare queste stime rimangono valide per v = 0, semplicemente ponendo

WEO=¢ e oV =0.

Concludendo, segue dal lemma 3.2.5 che le funzioni limite (la cui esistenza ¢é
garantita dalle stime in (3.63))

u(@) = lim ¥ (€), (€)= lim v¥)(E)

V—00 V—00
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soddisfano (3.36) con

o 6253 g m47+1
T 12003 \ 8 '

Inoltre, le funzioni z = u(€) e y = v(§) soddisfano (3.35) e le condizioni di
periodicitd. E questo conclude la dimostrazione del Teorema. O

Dal teorema appena dimostrato possiamo dedurre il seguente corollario.

Corollario 3.3.2. (Teorema KAM caso differenziabile II)

Sianon >2,7>n—-1, v>0 m>0,1>2r+2+m, M>1ep>0,e
supponiamo che w € R™ sia un vettore (v, T)-diofantino. Sia inoltre Q C R™ un
dominio aperto contenente B,(yo).

Sia H(z,y) = h(y) + f(z,y) una hamiltoniana in C'(T™ x ) tale che:

(i) W (yo) = w,
(ii) hler < M,
(iii) |(hyy(yo) ™[ < M.
Allora esistono delle costanti
e =e"(y,1,l,m,M,n,p) >0 e é¢=¢c(y,1,l,m,M,n,p) >0
in modo che, se per qualche ¢ < ¢*

|f\cs§Mgl_s per ogni 0 < s <1,

z = u(§)
y=v(§) +vo

allora esistono

soluzioni del problema

OH

Du = a—y(u,v + yo)
O0H

Dv = —%(U’U + %)

tali che:

i) u(&) — & ev(§) sono entrambe periodiche con periodo 1;

i) u € C5(R",R") evou! +yy € CH(R",G), per ogni s < m + 1 tale
ches¢Nes+71¢&N.
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Valgono inoltre le sequenti stime:

p(l = p)

lu —id gmtl-s 0<s<m+1

IN

CS

lvou Yo < ﬁs’"ﬂ'ﬂ'l_s 0<s<m+71+1,
p(l—p

con0<p=s—I[s]<1.
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3.4 Unicita e regolarita

In questa sezione vogliamo presentare dei risultati relativi all’unicitd dei tori
invarianti con un’assegnata frequenza diofantina w. In un contesto piu generale
tale problema é stato ampiamente discusso - nel caso analitico - da Zehnder
(Cfr. [71]) e le idee e le tecniche da noi utilizzate sono profondamente ispirate

a tale lavoro.

Cominciamo innanzitutto col dimostrare un primo semplice corollario del teo-
rema 3.3.1.

Corollario 3.4.1. Sia H € CY(T" x G) come nelle ipotesi del Teorema 3.3.1 e

z = u(§)
y = ()

la soluzione di (3.32) ricavata nella dimostrazione di tale teorema. Sia inoltre
A > 0 la costante definita in (3.45) e sia ' > 1 un qualsiasi numero reale tale
che

m =1'-2r—2-X¢gN e m+T1¢N.

Allora, se H € C¥(T" x G), abbiamo che
uwe Cm ! e vou~le T
In particolare, se H € C*°(T" x G) si ha che:
ue C™ e voule ™.

Dimostrazione. Dal lemma 3.2.3 sappiamo che esiste una costante &; > 0 tale
che le disuguaglianze in (3.37) sono soddisfatte con & e !’ al posto di ¢; e [.
E’ abbastanza semplice convincersi che le affermazioni del Passo 2 continuano a
valere con m sostituito da m/, se v & sufficientemente grande. Ma questo implica
che le disuguaglianze (3.41) e (3.43) sono ancora valide con m’ al posto di m,
sempre per valori di v sufficientemente grandi. Analogamente si conclude che
(3.63) continua a valere con m’ e usando il lemma 3.2.5 possiamo concludere
che
RYelins e vou te T

e questo conclude la dimostrazione della prima parte. Osserviamo che la seconda

parte é una semplice conseguenza di quanto appena detto. O

Ora concentreremo la nostra attenzione nel dimostrare la locale unicita delle
soluzioni di sistemi hamiltoniani sufficientemente differenziabili, cioé un risultato
di locale unicita per i tori invarianti con frequenza diofantina w fissata. Questo
ci permetterd di migliorare il risultato precedente, potendo concludere che le

soluzioni di un sistema hamiltoniano C'*° debbano anch’esse essere C'°.



3.4 Unicita e regolarita 135

D’ora in poi denoteremo con C'(T™) lo spazio C'(T",R) e con C}(T") lo spazio
CH(T™,R) (vedi definizione 3.1.3).

Cominciamo col dimostrare il seguente lemma, che puo essere visto come un’e-

stensione del lemma 2.1.2 al caso di funzioni non analitiche.

Lemma 3.4.2. Sianov >2, v>0, 7>n—1,1> 7 e sia w € R" un vettore

(v, 7)-diofantino. Allora l’equazione
Df =g e Cy(T")

ammette un’unica soluzione f € C§(T™), per ogni s ¢ N tale che s <1 —7 e tale

soluzione soddisfa:

675|g
(1 — )

dove ¢5 = &5(y,1,m,1) > 0 & un’opportuna costante e 0 < pp = s —[s] < 1 la

|fles < Cstrs (3.64)

parte frazionaria di s.

Dimostrazione. Dal lemma 3.2.3 (disuguaglianza (3.21)) sappiamo che esiste
una successione di funzioni reali analitiche {g, }, nella striscia [Imz| < r, =27
periodiche di periodo 1 in tutte le loro componenti, con media nulla su T" e tale
da soddisfare le seguenti proprieta:

go=0
|gl/ - gu71|ry < 667034»T|9|C'5"’T

per un’opportuna costante ¢g = ég(l,n)>0. Indichiamo con ¢ la funzione limite
di tale successione. Utilizzando il lemma 2.1.2 otteniamo che I'unica soluzione
f, dell’equazione D f, = g,, soddisfa la seguente stima:

Cr
— fu_ < - — gy_ <
|fl/ fu 1|ry+1 = (Tu — ’I",,_H)T ‘gu 9v 1|r,/ =
’I"S+T
< gl —t——— gl =
6 7(“ )T l9lc
S+T
= 66677“1; |g|Cs+T =
v+1
rs-‘rT
= 666725+T 7Z+1 ‘g‘Cs+7’ =
Tu+1

< E66r2°TTrS gl oer

per una qualche costante ¢z = é7(y,7,n) > 0 (vedi lemma 2.1.2). Usando ora il
lemma 3.2.5 possiamo concludere che f = lim f, soddisfa (3.64), prendendo

Gs = Ce0r2°TT < Ggir2t .
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Abbiamo ora tutti gli strumenti per dimostrare il teorema di unicita per i tori

invarianti con frequenza diofantina fissata w € R™ .

Teorema 3.4.3. Sianon > 2, v >0, 7>n—-1, 0 <A< 1, M >1ed
=74+ X+ 1, e supponiamo che w € R" sia un vettore (v, 7)-diofantino. Sia
inoltre G C R™ un dominio aperto contenente lo zero e sia H € C't2(T" x @)

una hamiltoniana tale che

Hy(2,0) =0
Hy(z,0) =w

ed in modo che le sequenti condizioni siano soddisfatte:
Hlga €M e |(Hyy(-0))7] < M. (3.65)
Allora esiste una costante
0<d=0(y, 7, A\n, M) <1

in modo che valga quanto segue.
Seu € C{(R™,R") ev € CY(R", G) soddisfano (3.35), le funzioni u(¢) —& e v(€)

sono periodiche di periodo 1, vou™t € C(T", G) e valgono le seguenti stime
e —Tleo <6 e pou e <6, (3.66)

allora

ue =1 e v=0.

Dimostrazione. Siano V(z) e U(x) le funzioni definite da (2.12) in modo tale
che (2.15) e (2.16) siano soddisfatte. Quindi le quantita

a, =U(x+e,) —U(x) v=1,...,n
non dipendono dalla z; infatti per la periodicita di U, abbiamo che:

d
e (Ux+e,)—Ux) = Uylx+e,)—Uy(z)=0.
Denotiamo con « il vettore:

a:(alaa%"'?an)'

Introduciamo le seguenti quantita:
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e definiamo inoltre
Ro(z) = / / Hy,(z,sU,)U,| ds dt
Ri(z) = Uz) — Hy(z,0) — Hyy(2,0)Uy + by - (Hy(z,Uy) —w) .

Osserviamo che applicando la formula di Taylor, R; pud anche essere riscritto

nella seguente forma:

R = / / Hyyy (. sU)Us] ds dt — by - (/OlHy(:v,sUw)des) . (3.67)

Si verifica facilmente, usando (2.15) e (2.16), che

Da = h—a-w—Ry
Db = —-Hyy(z,0)(a+az)—Ri1.

Questo implica che h — « - w é il valore medio di Ry ed inoltre
(Hyy (-, 0))a = = (Hyy (2, 0)az + Ra()) - (3.68)

Utilizzando il corollario 3.2.4, il lemma 3.4.2 e l'espressione di Ry, otteniamo
che

|az|co < lafgrier <

d
< ?1|h—a w— Ro|cr <
d
< —|Roler <
2
d dz
< 2 (|Uslet|HyyUsloo + [Usl oo |HyyUslen) <
d d
< ﬂM(|U let|Uz|co + Uzl co|Uzlcr) <
< didaM|Us || Us oo =

ds|Us| 1 |Uz | o

dove d3 = ds(v,7,m,\, M) & un’opportuna costante. Inoltre, da (3.65), (3.68) e
(3.67) segue che:

IN

M?|ag|co + M|Ri|co <

M?ds|Uy|ct|Us|co + M (M|Ug|co|Us|co + Mbs|co|Uslco) <
M?(1+ ds) ([Us|ct + bz|co) [Uslco =

dy (|Uzlcr + [balco) [Usco

|

IIA

per una qualche costante dy > ds. Infine, otteniamo da (3.66) che

§
0o < —— ¢
‘bale _175a
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infatti:
|bﬂc|C° = |Vz _H‘CO = ‘(uf)_l - cho <
< |u£| < 75 .
- 1- \u§| —1-4
Quindi:
[Uslco = |a+ azlco < |a]+ |az|co
< 2d~4 (lU:r‘Cl + |bz|CO) |UI‘CO <
46d,
< T < Ua: 9
< U

dove abbiamo anche usato che
_ 1)
Usler = [voute <6< 7—.

Possiamo quindi concludere che se

45d,

s <1 — 46d, <1 -6, (3.69)

1

allora U, = vowu™" é identicamente nulla, cioé¢ U, = 0. Questo implica che

Db = 0 e quindi b(x) = b, con b costante, e ricordando che V ou = id otteniamo

u(§) =¢§—b.

Da cio, e dalla definizione di U,, segue che

Il
o

ug =1 e v

O

Concludiamo ora il seguente risultato relativo alla regolarita delle soluzioni di
sistemi hamiltoniani C°°: useremo il teorema appena dimostrato per migliorare
quanto dimostrato nel corollario 3.4.1.

Teorema 3.4.4. Sianon >2,v>0, 7>n—1, edl > 27+ 2, e supponiamo
che w € R™ sia un vettore (v, T)-diofantino. Sia inoltre G C R™ un dominio
aperto e sia H € C™(T" x G) una funzione hamiltoniana.
Consideriamo v € CH1(R™,R") e v € CY(R",G), tali che

z = u(§)
y=wv(§)
sia una soluzione del sisterna hamiltoniano associato, con u(§) — & e v(§) siano

periodiche di periodo 1 ed u diffeomorfismo del toro T™. Supponiamo infine che

det ((ug (&)™ Hyy(u(€),v(€)) ug (§)71)) #0..

Allora u e C*® ev € C.
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Dimostrazione. Sia z = ¢(() la traformazione simplettica della forma

z = u(f)

y=(© + (u(©) )

e sia z = 1(¢) una traformazione C*°, sufficientemente vicina a ¢ nella norma C*
(stiamo usando il fatto che le funzioni C'*° sono dense nello spazio C'). Allora,
indicando con

SO (a,n) = U0 (@) + VO () -

la, funzione generatrice di ¢! o 1, otteniamo che le funzioni UQEO) e VI(O) —1I
sono vicine a zero nella norma C'. Quindi le ipotesi del teorema 3.3.1 sono

soddisfatte sostituendo

H — Hov
F — Hog.

Questo implica che esiste una trasformazione simplettica z = x(¢) della forma
(3.70) tale che K = H o 1) o x soddisfa (3.40). Sia inoltre

S (z,n) =UD () + VD (z) -9

la funzione generatrice di x; dal teorema 3.3.1 otteniamo che Vw(l) — I & vicino
a zero nella norma C° e U;l) ¢ vicino a zero nella norma C7T'+* per qualche
A > 0. Definiamo ora

U=009 y®,y© e V=vD,yO

in modo che S(z,n) = U(x) + V(z) - n sia la funzione generatrice della trasfor-
mazione simplettica ¢~ o) o x. Allora U, ¢é vicina a zero nella norma C7+*+!
e V, — I é vicino a zero nella norma C°. Percio segue da teorema 3.4.3 (con H
sostituita da H o ¢) che

plopoyxy=id.

Infine, otteniamo dal corollario 3.4.1 che y € C'*° e percio ¢ =pox € C*°. E
questo conclude la dimostrazione del teorema. ]






Capitolo 4

Teorema KAM: caso

1Isoenergetico

Abbiamo discusso nei capitoli precedenti la conservazione dei tori invarianti
massimali, corrispondenti a frequenze diofantine, sia nel caso di sistemi hamil-
toniani analitici, che di sistemi sufficientemente differenziabili. I risultati che
abbiamo fin qui provato (cfr. teorema 2.2.1 e teorema 3.3.1) ci hanno permesso
di concludere che, sotto opportune ipotesi di non degenerazione sulla hamilto-
niana imperturbata e sulla taglia del fattore perturbativo, i tori invarianti non
risonanti, associati ad una frequenza diofantina w, sopravvivono per il sistema
perturbato, i.e. il sistema perturbato continua ad ammettere un toro invarian-
te corrispondente alla stessa frequenza diofantina w, ma - in generale - su un
differente livello energetico. Questo risultato (come ci si convince facilmente
ripercorrendo lo schema dimostrativo precedentemente usato), deve la sua va-
lidita alle ipotesi di non degenerazione (standard) fatte sulla hamiltoniana non

perturbata h, cioé sull’aver assunto:'

det (Z‘;(y)> = det (g;‘(y)> £0. (4.1)

L’essenzialita di tale condizione non é legata alla tecnica dimostrativa utilizzata:
se provassimo a considerare hamiltoniane degeneri (nel senso che non soddisfano
tale condizione), potremmo costruire facili controesempi per confutare la validita

dei nostri risultati (vedi esempio 4.1.2).

1l problema che vorremo affrontare ora é il seguente:

E’ possibile dimostrare la conservazione dei tori invarianti massimali corrispon-

INei risultati da noi mostrati questa condizione compare in una forma leggermente diversa,

ma sostanzialmente equivalente.
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denti a valori di energia fissati? Cosa possiamo dire in tal caso relativamente

alle frequenze di tali tori perturbati?

Questo problematica trova le sue motivazioni, oltre che in una irrefrenabile cu-
riositd matematica, in molti problemi fisici, dove & essenziale il controllo del
valore energetico delle soluzioni di un problema assegnato; inoltre, promette
risultati potenzialmente piu significativi per lo studio della stabilita di tali si-
stemi: infatti in tal caso, la conservazione di tali tori dovrebbe esser garantita
su ciascun livello energetico.

Purtroppo, tale risultato - in generale - non sembra esser soddisfatto: pur impo-
nendo condizioni analoghe a (4.1) si riescono a trovare dei controesempi che ne
negano la validita. Dobbiamo trovare quindi una condizione che ci garantisca la
non degenerazione isoenergetica della nostra hamiltoniana integrabile, cioé una
condizione che ci permetta di dimostrare il risultato in questione.

Nel prossimo paragrafo discuteremo in dettaglio la natura di tale condizione ed i

suoi legami con la condizione di non degenerazione precedentemente introdotta.

4.1 Condizioni di non degenerazione

Consideriamo una hamiltoniana integrabile
h=nly) yeU,

con U aperto di R”.
Esistono due diverse condizioni di non degenerazione che si possono imporre su

w(y) = gi;m

(i) non degenerazione standard: se la mappa delle frequenze w ¢ tale che

det (gz(y)> = det (ng;(w) £0 (4.2)

per ogni y € U. Quindi la mappa w ¢ un diffeomorfismo locale e di
conseguenza ogni toro invariante del sistema imperturbato puo essere pa-
rametrizzato (localmente) dal suo vettore delle frequenze: cioé possiamo
“numerare” i tori con le frequenze, prendendo le variabili w come coordina-

te nell’intorno di un punto considerato nello spazio delle variabili d’azione
Y.

(i) Non degenerazione isoenergetica:? se la mappa delle frequenze w(y) ¢ tale

2Tale condizione sorge in maniera naturale nel voler estendere il metodo utilizzato per la
dimostrazione del teorema 2.2.1 al caso in questione (cfr. (4.10)).



4.1 Condizioni di non degenerazione 143

che
0w r Ph ) (“@)T
det %(y) w(y) — det 63‘%2 oy 20 (4.3)
w(y) 0 (y) 0

Ay
per ogni y € U. Osserviamo che una formulazione equivalente é richiedere
che w(y) non si annulli su U e che

@#mv+mwm¢o

dy
per ogni® v € (w(y))* \ {0}, per ogni A € R e per ogni y € U. Nello spazio
delle azioni tale condizione si puo leggere come la trasversalita, in ogni
punto, tra il livello di energia Mg = h=1(E) e l'ipersuperficie w(y) - v = 0
(che include i tori risonanti). Nello spazio delle frequenze avremo che
Pimmagine w(Mg) di ogni livello energetico e il sottospazio (w(y)) sono

sempre trasversi.

Le due condizioni sopra enunciate non sono tra loro legate: é facile costruire

esempi per mostrarne 'indipendenza. Consideriamo il seguente esempio:

Esempio 4.1.1.

Y2 1
m@wg:m;— ha(y1,y2) = 5y7 + 2 -
1
Si verifica immediatamente che la hy é non degenere (nel senso standard) in
tutto il suo dominio, ma non lo é da un punto di vista isoenergetico; la hq

invece & isonergeticamente non degenere, ma non soddisfa (4.2).

Vediamo come queste due condizioni conducano a risultati differenti nell’ambito
della teoria KAM e della conservazione dei tori invarianti non risonanti diofanti-
ni. Abbiamo visto nei capitoli precedenti che imponendo una condizione di non
degenerazione sulla hamiltoniana imperturbata analoga a (4.2), si puo conclu-
dere la conservazione - con la stessa frequenza - dei tori invarianti per il sistema
imperturbato, corrispondenti a frequenze diofantine (cioé il sistema perturbato
ammettera un toro invariante con frequenza w); chiaramente il valore di energia
corrispondente a tale toro in generale variera.

Questo risultato non é pia valido, in generale, se sostituiamo la condizione (4.2)
con la (4.3).

3Indicheremo con
W) = v eR™: v-w(y) =0}

il sottospazio ortogonale al vettore w(y).
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Esempio 4.1.2. Consideriamo infatti la hamiltoniana ho dell’esempio prece-
dente; la mappa delle frequenze ¢ data da

w(ylva) = (ylv ]-)

che mappa tutto il piano delle azioni in una retta; se consideriamo un fattore

perturbativo della forma
fx,y) = eha(y)

abbiamo che nessuna frequenza del sistema imperturbato viene preservata, da
cui segue che nessun toro non risonante del sistema imperturbato sopravvive

con la stessa frequenza nel sistema perturbato.

Quello che si puo dimostrare in questo caso (e che faremo in dettaglio nei pros-
simi paragrafi) ¢ che in ogni livello energetico Mg, i tori invarianti imperturbati
possono essere parametrizzati localmente dal rapporto delle frequenze (frequen-
cy ratios). Piu precisamente, se assumiamo - senza alcuna perdita di genera-
litd - che la componente w, non si annulli in U, allora la condizione di non

degenerazione isoenergetica € equivalente a richiedere che la mappa

sia un diffeomorfismo locale su U. Osserviamo che includere h(y) come ultima

componente di €2 ci evita di considerare ciascun livello energetico separatamente.
Quello che riusciremo a dimostrare in tal caso é che per ciascun toro invariante
del sistema imperturbato, corrispondente a frequenze (v, 7)-diofantine, esiste
un toro invariante per il sistema perturbato avente la stessa energia e lo stesso
frequency ratio; quindi la frequenza pud cambiare, anche se dimostreremo che
con condizioni di piccolezza del fattore perturbativo, la nuova frequenza rimarra
vicino alla frequenza originaria (i.e. dimostreremo che la nuova frequenza @ ¢é

delle forma (14 k)w, dove k & un parametro piccolo insieme alla perturbazione).

Notiamo come il teorema KAM isoenergetico sia piu significativo dal punto di
vista della stabilita, in quanto tale risultato ci assicura ’esistenza di una famiglia
di tori invarianti su ciascun livello energetico. Per i sistemi a due gradi di liberta
questo implica la stabilita del sistema (nel senso che tutti i moti sono limitati);
per sistemi con pia gradi di libertd non possiamo dedurre la stabilita (neanche
con Daltra condizione), ma la presenza di tali tori & sicuramente un importante

fattore da tenere in considerazione (vedi paragrafo 1.5).
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4.2 Teorema KAM isoenergetico: caso analitico

Cominciamo col dimostrare una versione isoenergetica del teorema KAM, nel ca-
so analitico. Successivamente, utilizzando le stesse tecniche di approssimazione
discusse nel capitolo 3, estenderemo tale risultato alla classe delle hamiltoniane
differenziabili.

Teorema 4.2.1. (Teorema KAM isoenergetico, caso analitico)
Sianon>2, 7>n—1,v>0,0<0<1, E€R e M >1 e supponiamo che
w € R™ sia un vettore (v, T)-diofantino, tale che |w| < M. Allora esistono delle

costanti
8 =6(y,7,0,M,n) >0 e c=c(y,7,0,M,n) >0

in modo che c6* < 2-C7™Y ¢ che valga quanto segue.

Sia H(x,y) una hamiltoniana reale analitica nella striscia
Sr={(z,y) €C™:  [Ima| <, [y[ <r}

con 0 < r <1, periodica di periodo 1 nelle componenti x1, x2, ..., T, e tale da
soddisfare le sequenti condizioni per (x,y) € 3, e per qualche § < §*:

|H(z,0) — E| < §r?7+2

|H,(z,0) —w| < 6r™ ! (4.4)

co

|Hyy(xvy) - Q(x,y)| S 7M

dove Q(x,y) € C™*™ & una matrice simmetrica (non necessariamente analitica)

nella striscia %,.; definiamo, inoltre

—wT
Alzy) = ( Az - )

e supponiamo che in X, si abbia:

Q(z)| < M e [(AG,0) 7 <M. (4.5)

Allora esiste una trasformazione simplettica, reale analitica z = ¢(¢) (dove
z=(z,y) eC=(&n) ) della forma

z = u(§)

y=v() + (uf (§)'n
con le funzioni u(§) — & e v(§) entrambe periodiche di periodo 1 e tale che la
hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfi:

K(0)=FE, Ke£0) =0, K,&0) =(1+Fkw (4.6)
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dove |k| < 227+3c5r7HL,

Inoltre valgono le sequenti stime in Xg,:

6(0) < 521~ Oy

lpc(Q) —1I| < % (4.7)
Kal€) ~ QO < -

pou @) < g

Dimostrazione. L’ idea della dimostrazione che seguiremo consiste nel costrui-

re una successione di hamiltoniane reali analitiche H*)(z,y) nella striscia 3, ,

dove
To =T
_1+0 1-6 (4.8)
Ty, = TT‘ + WT
e tali che
HO =H
HEHD = g®) o) .

la trasformazione simplettica z = ¢*)(¢) (dove z = (x,y) e ¢ = (£,7)) mappera

la striscia X nella striscia 3, e potra essere rappresentata in termini della

Tyu41
sua funzione generatrice

S (a,n) = UM (@) + V(@) 9.
Procedendo analogamente a quanto visto nel teorema 2.2.1, sceglieremo le se-
guenti funzioni reali analitiche
U (z)=a™ -z +a"(2), VW (z) =z + bW (x)

nella striscia [Im x| < r,,, tali che a*)(x) e b*) () siano periodiche di periodo 1,

abbiano media nulla e soddisfino le seguenti proprieta all’interno di tale striscia:

DW (a(”) (:C))
DW (b(u) (x))

(HY(-,0)) = H(x,0)

(14 kD)™ — Hé")(x,()) —

— ) (@,0)(a) + o) (x)) (4.9)
<H§Z)("0)>Oé(”) = (1+k¥)u® — <stu)('70)> —

— (H{) (-, 0)al ()

x

E = (H(”)(~,0)>+w(”)~a(”)
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dove, detto w(®) = w, abbiamo denotato con:
w(u) = (1 + k(l/))w(ufl) _ H(]_ + k(])) w

la frequenza associata al passo Vv-simo e con
D(V) = Dw(u) =V. w(”)

il relativo operatore differenziale lineare associato a tale frequenza.

Con tale trasformazione faremo in modo che I’errore diventi quadraticamente
piccolo; il fatto di voler lasciare invariata Ienergia del toro T™ x {0} comportera
una variazione della frequenza rispetto al passo precedente (notare la differenza
con il teorema KAM standard (teorema 2.2.1) in cui lasciavamo fissa la frequen-
za, ottenendo una variazione dell’energia). Infatti, indicando con R dei gene-
rici termini di resto (che dimostreremo andare a zero in maniera quadratica)

avremao:

H(”+1)(§ n) =
- g» ( a® 4 a® 4 (T4 b))y ) 4R =
= HY(, oW + a(u)) +H v)(g a®) 4 a(”)) I+ bg”))n +R =
= H(”)(ﬁ 0) + H“(E 0) - (@) +al)) + H{(€,0) - (T+ b)) +
H{)(£,0)(a”) +al)) - (1460 )n + R =
= H(” (€0) + Hy(€,0) - (@) +af?) + H (€,0) - (T+ )y +
Hy)(€,0)(a +af) - n+ R =
= (H(”)(~,O)> + [HW(£,0) = (HP(-,0))] + DWa™) + 0™ . o) 4
+ [HP(E,0) —0® +w®] - (@ + al) + ) + DOB¥) 4
v v+1 v v+1 v
+ [H(E,0) = 1+ k0™ + (14 Y™y +
Hy)(€,0)(a +af) - n+ R =
(HO(,0)) + 0 - a® 4 (1 + kD)@ Ly pWpe) ¢
+ [HP(6,0) = (L4 KU 4 B (,0)(@) + al)] -0+ R =
— (HD(,0)) +w® - a® 4 (1 4+ kD)) . 4 R

Osserviamo che 'esistenza di funzioni siffatte ¢ garantita dal lemma di Moser
e Riisssmann (lemma 2.1.2): infatti i membri di destra della prima e seconda
equazione in (4.9) hanno entrambi media nulla (il membro della seconda ha
media nulla proprio grazie alla terza equazione). Osserviamo inoltre che le

ultime due uguaglianze in (4.9) possono scriversi in forma pitd compatta:
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(HG(,0) —w®)” a®
w® 0 JACE SV

W) — (H(,0)) — (H) (-, 0)as (2))
( B~ (), 0) e

da cui (utilizzando la (4.5) e la sua generalizzazione ai successivi passi dell’in-

duzione) si evince ’esistenza di un’unica soluzione

(a®), WD)

di tale sistema. Osserviamo che & proprio qui che entra in gioco la condizio-
ne di non degenerazione isoenergetica per la hamiltoniana imperturbata (vedi

paragrafo 4.1).4

Definiamo ora ’errore al passo v-simo dell’iterazione come il pii piccolo €, > 0
che soddisfi:

{ |[H®)(2,0) - E| <e, (11)

[Hy” (2,0) = 0| (ry = i) <
nella striscia [Imz| < 7,.

. . (&
Indicheremo con ¢; = ¢;(7,n) > 0 una costante opportuna, in modo che — sia

~
proprio la costante del del lemma di Moser e Riissmann (vedi osservazione alla

fine del lemma 2.1.2) e definiremo:

T+1\ 2
¢y = 19M3 (1 i )
>

c3 =4Mc3 + co (4.12)

4 27+3
Cc = <1_9> C3 .

Mostreremo inoltre che €, decresce a zero in maniera quadratica, secondo la

stima

C3 9

ekt (4.13)

Evt1 <
vt (Tu —Tu41

dove cg > 0 ¢é la costante sopra definita ed é indipendente da r. E’ interessante
notare come la crescita geometrica del fattore di fronte a £2 sia dominata dalla
convergenza quadratica di €,. Infatti, definendo

{ 8,41 = c2v(27H3) 52 o =6 < o*

N, — (D@3 g Ny = 227005 (4.14)

4A differenza della condizione che abbiamo discusso nel paragrafo 4.1, la nostra presenta
un —w(")T; tale discrepanza é dovuta essenzialmente alla nostra impostazione del problema
ed ¢ facilmente eliminabile sostituendo k(*+1) con —k(+1),
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e ricordando che
1-06
Ty = Ty41 = ut2 T,

segue facilmente da (4.13) e (4.8) che

g, < 6,772, (4.15)

Inoltre la successione A\, soddisfera la relazione
Aop1 < A2 (4.16)

e quindi A\, convergera a zero se e soltanto se \g € minore di 1.

Per la successione di hamiltoniane H®)(x,y) otterremo le seguenti stime in
DINES

HY (z,0) — E| < §,r?7+?

|H (2,0) — w™|(ry, —ryy1)™ < 6,072 (4.17)
v 14 —V 06
dove
QW = H?SZ_I) perv >1
QO =qQ.
Inoltre, prenderemo §* > 0 in modo da soddisfare
e < 27+ (4.18)

1
Osserviamo che questa condizione implica che A\ < 3 infatti:

o = 2271308 < 227H3 05" < 22739 (2744) — 1
o - 2

)

da cui:
2 Ay
A1 S A =20 <A < 5 (4.19)
cioé
An .
Avp1 < 5 perogni v >1.
Infine, definiamo
Mu—l
M, =——
1—2-7co* (4.20)

M_ =M
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ed osserviamo come la (4.18) implichi®

v—1 2—k

MV716217”05* < MGC(S*Zk:*l <
Me* < 2M . (4.21)

M,

IA

IN

Schema induttivo

Abbiamo sviluppato ora tutte le premesse per avviare lo schema induttivo. Os-
serviamo innanzitutto che la base induttiva é facilmente verificabile, in quanto
le disuguaglianze (4.17) sono soddisfatte per ipotesi quando v = 0e § < §*. Per
il passo induttivo assumeremo di aver costruito delle funzioni hamiltoniane reali
analitiche H*)(z,y) nella striscia Y., per p=0,...,v,in modo da soddisfare
le condizioni (4.17) (con g al posto di v).

Usando (4.5), (4.17), (4.20) e (4.21) otteniamo le seguenti stime in %, :

o |HY (2)] < M,:

v v v—1 v—1
|H(2)] < |HW(2) — HY V()| + [HY ™D (2)] <
co co
< —v < _ 99—V * —v <
< M,_1+2 erM,,(l 27Ved*) + 2 s
1

< M,+27%c5*|-M,+— | <M,,
< + C ( +4M> <

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che 'ultimo addendo &
negativo, in quanto M e M, sono maggiori di 1.

e Vogliamo ora mostrare che:

—1
(H3 (- 0))  —w®”
< o) 0 < My

Infatti, denotando con

(V). —w®T
B = ( <Hy:1](1(j)a 0)) . ) _ <A(”)(-,O)>

5Per la prima disuguaglianza useremo:

< e per0 <=z

IN
N =
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ed usando (4.18) otteniamo:

( 0yl ) <

@)

IN

‘(B—i— <A<”)(-,O)>)1’ <

—1

IN

(A 0) 7| <

(11 + (A, 0)>—1B)

IN

co
v <
M, _ (1+2My 127 4M) <

s
M, 1 (1+4M27 <
(reary)
M, (1—27"¢6*)(1427"c6%) <
M, .

IN

IN

IN

Nella stima precedente abbiamo usato il fatto che la matrice
C=(AY(,0)'B
R 1 . .
é tale che |C| < 3 (come segue facilmente da (4.18)) e di conseguenza
oo (oo}
(T+C)7H < Y lofF<1+) [CF <
k=0 k=1

1+[C1Y |C* < 1+2(C).
k=0

IN

Passo 1

Dimostriamo ora che se H®) (z,y) soddisfa le due disuguaglianze appena dimo-
strate, allora valgono le seguenti stime nella striscia 3,

L [HW (z,y) — HV(2,0) — (H}" (2,0) - y)| < M]y|?
2. |HY (x,y) — HY (2,0)] < 2My|

ly|?

3. |HY (x,y) — HY (2,0) — HY (x,0)y] < 2M Sk

Dimostrazione:

e Dalla formula di Taylor abbiamo:

HY) (z,y) — HY)(x,0) — (H(”)xO //y H(”)xst) Ydsdt .
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Quindi:

|HY (2,y) = HY) (2,0) — (H{"(2,0) - )| <

1 t
/0 / WISz, 5t)) ds di <

M,
< TIyI2 < Mlyl?,

IN

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la (4.21).

e Sempre dalla formula di Taylor ricaviamo:
(v) ' )
1) = 1@.0) = [ 1) @ty
Quindi:

|H15V)(m7y) - H;LSD) (.’17, 0)|

IN

[ g i <

M|yl <2M|y| .

A

e Infine, applicando la formula di Taylor e il teorema dei residui si ottiene:
H{ (w,y) — H{") (2,0) — HY) (x,0)y =

= /1[ (”)(x ty) — H(”)(x 0)]ydt =

< )
*/ 2m/,\ A—1) H{) (v, My) y dA dt

:{/\E(C: \)\|:|%”| >1}.

Osserviamo che la funzione nel secondo integrale ha due poli in A = 0

dove

e A = 1 interni alla curva I' ed i relativi residui sono, rispettivamente,
Héz)(x,ty) e —H;Z)(x,O). Quindi:

[H (w,y) H(”)(x 0) — Hy)(x,0)y| <

< [ o [ oy bl <
M, 1 2
b T
27 1y (ru 1) r, — |yl
lyl \ 1yl
2
< onr_Yl

— 1yl
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Passo 2

Dal lemma 2.1.2 sappiamo che esistono e sono uniche le soluzioni a(*) (), a),
b (z) e k1) delle equazioni (4.9) nella striscia [Imz| < 7, in modo che
a®)(z) e b¥)(z) siano periodiche di periodo 1 ed abbiano media nulla. Dimo-
striamo ora che tali soluzioni soddisfano le seguenti stime:

1.
la®)(z)] < &
- (TIJ - rV—‘rl)T r, + Tl/—‘rl
Ima| < ———— (4.22)
(v) (v) C2Ey
o) +az”| < (ry — Typ1) 71
2.
CoEy
b < v
| (1‘)| = (7”1/ — 7,”+1)27+1
Ima| < Te vt (4.23)
b(u) < C2Ey
bz < (ry —1ryy1)27+2
Dimostrazione: Cominciamo col definire
(8_j)ru +j7'y+1 .
pj = S per 0<j5<4
in modo che py =1, ps = m% e
pi—piri = P per j=0,1,2,3.

1. Dal lemma 2.1.2 e da (4.11) segue che:

W < 8 T’H<v>.0,H<u>.o <
< (o) e - o) <
8 T
< c@() (‘H@)(-,o)—E +
Y Ty — Tyl P0

+ |E— (H(,0)

2618T€V

'V(U) (ry = 7rug1)”

)<
PO

ed utilizzando le stime di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1) abbiamo anche:

T+1
|agsy)|pz < menm > 2ot e 1
Ty — Tyt1 Y (ry, —ryp1)™t
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Utilizzando (4.10), (4.11), (4.20) e le stime precedenti otteniamo:

v t -1
a@ NN _ | (H(,0) —w® .
pv+1) ]| = @) 0

. ‘ ( W) — () (,0)) = (H) (00 (@) )

E—(H"(-,0)) B
< M, (max {|w® = (HE(,00)| + [HE|al], |B— (H (- 0)]}) <
£, 2¢:87 e,
< M, M, cevp) <
N (maX { (ry = 1yg1)™H - ’Y(V)(TV —Tyg1)7 T : }>
N 2 87’+1
SV A O Ve LA (4.24)
(ry = 7yg1)™H @)
T+1
< MQE—” 1+ 2¢18 <
Y (ry = ryn)THE @)

AN
N
<
[ )

€y 14 2¢,87+!
(r, —ryq1)™ 1L @) '

Noi vorremmo che
1
> (q s 7
R ( Tt )7y

per ogni v > 0. Ovviamente questo & vero per v = 0; supponendo che sia

vero per p =0, ..., v segue per induzione:
,Y(V+1) (1 +k V+1)),y(u)
1
> (11— k¥YY)a =
> (1= KON+ o) 2
1— (2" + DECFD &
( n | I
1— 2u+1‘k(y+1)| v
> 1+ —) =
> ( TR e ) i
Quindi ci basta richiedere che
1 _ 2V+1|]€(V+1)| > 1 :> | V+1)| < ]'
-2 - qvt2
e cio si traduce nella condizione:
&y 4¢,87F1 1
4> 1 < .
(1 = ryp1)™H ( * Y - 2vt2?

Mostriamo che tale condizione é soddisfatta grazie alle ipotesi assunte su
€, e alla scelta delle costanti.

Vogliamo mostrare che:

2u+2 y 4 8T+1
AM? c — <1;
(7“,, —7yyr)7 Y
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ricordando (4.8), (4.14), (4.15), (4.12) e (4.19) otteniamo:

v+2 T+1
A2 vt2 e, (1 N 4¢,8 ) <

(ry — 7”l/Jrl)TJrl 0
2u+2 C3Ey
(7"1, - rqul)TJrl o
c38, 0272
< g gy
4 s T+1 (v+2)1
C3 (1_9) T 5y2 =
_ CTT+15D2(V+2)T <

IN

2(1/+2) (t42) <

< A <1.

Quindi, riassumendo, abbiamo trovato:

4¢187¢,
™), < — (4.25)
”Y(TV - TV—H)
y 4c¢,87 g,
a8, < - (4.26)
Y(ry — TV+1)
y 1
kD) < T (4.27)
v gl 1 Y
W > 2(1+2y> > 5 (4.28)
Osserviamo inoltre che, sempre dalla (4.24), si ha
™| < 4M? Ey (1 N 4018T+1>
o (TV - 7"1/+1)T+1 Y
e di conseguenza
4¢,87HL
) ) < L
‘Oé +aa: |P2 = (TU _7'1/+1)T+1’}/€V+
€y 4¢,87 11
+  4M? (1 + <
(TV - 7"1/+1)T+1 v

< 5M2 (1 + 4618T+1> v
- (

Y Ty —Tu41

Tenendo conto della (4.12) possiamo concludere la tesi.

)'r+1 :

2. Cominciamo col dimostrare la seguente proprieta:
\w(y)| < M, per ogniv > 0.

Questo & vero, per ipotesi, per v = 0 (base induttiva); supponendo che sia

vero per 4 =0,...,v — 1, dimostriamola per u = v. Otterremo:
W< (1 R < (1 + R M, 4 <
< (14 kYDA -27ved)M, =

IN

(1—27"¢5 + [EM|(1 —277ed)) M,
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quindi sara sufficiente far vedere che

cioé:

1—27%cs 4 [EW|(1 - 277ed) < 1,

27Y¢co
EW)| <
KO < <

—_ 4.2
—27v¢h (4.29)

Infatti, utilizzando (4.24) e (4.12) segue che:

O I ) S
| | - (701/71 - TV)T+1
__©@28vm1l o) (r+D)
,rTJrl(l _ 0)T+1 2 S
Leevo1 pw-1y(r41)
12 <

C
5V_1r27+22(1/71)(‘r+1)
47+l

IN

IN

_ 105U71TT+12(V71)(T+1) _
4

_ )\Vi1TT+127(27’+3)2*(V*1)(7‘+2) <

1
1)\1,_17"

}27(%1))\027(2#3) <

4

T+l9— (2743) <

IN

27Y¢ch
2 vy < — 9
=10

IN

Usando quanto appena dimostrato, (4.9), (4.24) ed il lemma 2.1.2 ottenia-

mo:

|b(u) |P3

IN

IN

IN

IN

IN

Cl 8 ’ v v v
o () 10 0~

— Hy)(,0)(a +al)], <

Cl 8 T v v v v
-t <r> [|k( +1)||w( )|_,_|w( )—Hé )(.’0)|p2+

'Y(V) v rl/—‘rl

+ HE (00 +al)],,] <

Cc1 8 i Ev
Rt k(V+1) w(l’) S —
) (rv - TV+1> {| I | (ry = Tyq1)7

4018T+1) €y }
+ 10M? (1 + <
Y (7”1/ - rv+1)T+1

1 4¢,87F1 2 €y 3 5
g (1 * vy (Tu - Tu+1)27—+1 [SM i 10M ] S
1 4e, 871 2 )
B (14228 . .

8 v (TV - ru+l)27—+1
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Usando le stime di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1) otteniamo anche:

8

) _°
| T ‘P4 (Tu . Tu+1)

IN

|b(y) |P3 <

IN

4 T+1 2 y
1903 (1+ 8 ) c

(TV - Tu+1)27+2 '

Tenendo conto della (4.12) possiamo concludere la tesi.

Passo 3

Abbiamo costruito in tal modo le funzioni
U)=U" (@)= 2+ (z) e V()=VW(2)=z+0"(x)

e possiamo quindi definire la trasformazione simplettica z = ¢*) (¢) nel seguente
modo:

z = u(§)
y=v(&) + (uf () 'n
dove le funzioni u e v sono scelte in modo da soddisfare:

Vou=id Usou=uv.

La trasformazione z = ¢(*)(¢) mappera la striscia ¥, ,, nella striscia X r,+r,
e soddisfera le seguenti stime in % :

s
B0 ~ 0l € St = i) (430)
v 27¢ch
B (¢) 1] < 87]\4(; . (4.31)

Dimostrazione: Come prima cosa notiamo che, usando (4.8), (4.12), (4.14) ed

il fatto che A\, < ;‘—B per ogni v, possiamo concludere dall’ipotesi induttiva
g, < 68,7272, che

o 2V+2 27+2
v
o, ez = e (1_9> =

(TV - TV+1)
_ A\ 1-6 _
22T H3(UMcy 1) 22
27%cd 1—-80
S T6ME 7R (432)

avendo usato nell’ultimo passaggio che 4Mcy + 1 > 4Mecy > 7T6M3.
Percio otteniamo dal Passo 2 che per

Ty + 7"1,+1

Im z| <
2

§=VWi(x)
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valgono le seguenti stime:

Questo dimostra che u = (V(”))f1 mappa la striscia |Tm ¢| <

striscia [Im z| <

Se inoltre |n| <

|Im x|

_ = |p®) @&
|z —¢| ‘ (z)] < (ry, — ryy1)27 0 =
27Y¢d
< W(TU Tu+1)
|b§0”)| < C2E, 27V¢d

Ty + ru+1

< .
(ry, —rye1)?27+2 — T6M3

v 3 1%
% nella

. Infatti:

— |mz—Im¢|+ [Img] < o — & + [Img] <
27Y¢h Ty + 3ru41

< W(TV_TV+1)+fS
Ty —Tu41 Ty + 3rl/+1

< =

- 4 + 4

o Ty + Tv+1

= —5

Ty + 3ru41

e z =y (¢) allora

y=a" +a + 5+

e quindi, usando il Passo 2 e (4.8), si ottiene che

ly —nl

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

@l + 0] + 6] <

CoEy CoEy ry + 3141
(ry —ryyq) 1 (ry — ryp1)27+2 4 =

C2Ey T+ 3ru+l _
(ry —ryg1)?712 (7“1, T4l 4 ) h

CoEy 5Ty — Tyt <
(TV - ru+1)27—+2 4 o

CoEy, r 1+6 1-606 146 1-46
(TV - TV+1)2T+2 Z (5 2 o 2vtt - 2 - 2vt2 =

C2E, r 9
— ([ 2(1+ 6 —(1-60)) <
(TV_TV+1)2T+24 < ( " )+2( )> B

Co€&y 17

r

(TV - Tu+1)27—+2 8 o
27Veb 17
76ar5 8 v T Tv)
27V¢h

(TV ru—&-l)
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Di conseguenza

lyl < ly—nl+nl<
27¢h Ty 4+ 3ru41
< -7 —F <
e (ry —7v41) + 1
< Ty — 711/+1 Ty + 3Tv+1 _
- 4 4
_ Ty + Tv+1
N 2

e quindi (4.30) ¢ soddisfatta per X+, +sr,,, . Infine la (4.31) segue come immedia-
4

ta applicazione delle stime di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1 con r =

ep= ’ru+1)-

Ty +3ru 1
4

Passo 4

Entriamo ora nel cuore del passo induttivo. Definiamo
H@HD = g¥) o )
e facciamo vedere che valgono (4.13) e (4.17).

Dimostrazione: Come prima cosa mostriamo che (4.17) continua a valere se
sostituiamo v con v + 1. A tale scopo ricordiamo che per come abbiamo scelto
la nostra trasformazione simplettica (vedi (4.9)) abbiamo

E=(HY(.,0)) + ¥ .u®

z = (z,a 4+ aV) = M (£,0),
con Im¢| < rp4q.
Dal Passo 3 segue che

EEEES LA A E

Inoltre, segue da (4.9) che

Ty + Tv41

(H(,0)) = D (o) (2)) + HY (2,0)
e di conseguenza:

HY (e 0)-E = HY (2,0 +a)-E=
— H®(z,a® +a) — (HV(,0)) — o) . 0@ =
= HY(z,a" +a) — HY (2,0) -
— H{)(2,0) - (o) +a{) +
+ H (@,0) =) - (@) + af)
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e quindi usando il Passo 1, il Passo 2, (4.11) e (4.12):

[H" D (€,0) - B| <
< [H")(z,0") +al)) — H¥)(2,0) = H{") (2,0) - () + al)| +
+|(HP (2,0) = w)) - (@) 4 a))| <
< Ml +al"? + [H) (2,0) — w™]]a) + o] <
Mc3 + ez 9

C3 2
<—— £
— (TV _ TV+1)2T+2 v

IN

Inoltre, sempre dalla (4.9) segue che
WD = D) () + HY (2, 0) + ) (2,0)(0) + (@)

quindi, ricordando la definizione di H**1) ed applicando la chain rule, ottenia-
mo:
v+1 v+1 _ v v v v v+1)
Hé )(5,0) —wt) = (]H—bg ))st )(:ma( ) —&-ag; )) — Wt =
— HP (.0 +a) — B (2,0) -
— HY(2,0)(a®) + ) +
+ o) [H) (,0) + al)) — HE(2,0)] +

o () - o)

ed usando i risultati del Passo 1 e del Passo 2, ed il fatto che

r,+r
ol 4 a)] < BT
2
possiamo concludere

|H D (€,0) — w TV |(ryyy — rpga) ™ <

< <2M o) + ag”|?

< F2MP [0 + ] + | HS (2,0) ~ )] )
_ |la®) (v) y
ry, —|a) +ay”’|

+1
. Ty — ru+1 T <
9 >~

4Mc3 + o 9 c3 9

g, = 3
T(ry =) ()P

e questo dimostra la stima (4.13).

Combinando (4.13) con (4.14) ed usando il fatto che ¢, < 6,772, si ottiene:

2,.417+4
ca," < G2 (4.33)

Evy1 < < 1r
v (ry —Tyg1)?712 v
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e questo dimostra le prime due disuguaglianze in (4.17), sostituendo v con v+ 1.

Infine, supponiamo che ¢ € %, ., e definiamo z = ¢®)(¢). Dal Passo 3
sappiamo che z € ¥+, +r,., e segue dalla definizione di H +1) che:
2

v+1 _ v v l/T
H{#(€,m) = (L4 08 HE (w,y) (T4 0877

Quindi, usando il Passo 2 e (4.32) (i.e. il fatto che |b;(EV)| < 1), otteniamo:

V+1 v . v v
HG Q) ~ HE) ()] = |+ ) HE @,y) (T+ 00)T) —
< 2| ()] + B |H<”>< )| <
6 M coe
O gW 2%y
< ANHDE S 2 <
27%¢d 1-0
< _— <
- T6M3  2v+2 —
27%¢6
< —.
- 12M2

Inoltre, usando il Passo 3, il fatto che |z — & < 7 e |y — | < it

I'identita

1 1
1) = 1) = 5 [ 5o €+ A= )i,

I _
:{)\EC:|)\|:min{TV |m§|’rl, |n|}>1},
lz =& 7 ly—m

e procedendo come nella dimostrazione del punto 3 del Passo 1, otteniamo:

dove

[Hy) (2) = H)(0)] <

vy

< 2Mmax{ lx — ¢ , ly — 1 }<
ry = [Imé| — [z = §&|" ry, — [Imn| — |y — 7|

<onZ @ (v_ren)
35M3 p, — Tv=Tvil ;"“ —Trui

< 4]\4’271}6(s (TV B rV—‘rl) _
35M3 (ry, — rug1)

2776

o8M?

Quindi, da quanto appena mostrato, possiamo concludere che:

|HSAD () = H (O < [HE(Q) — HiY (2)] +
+ [H{ (2) = H (O] <

27V%c¢d  27Vcd <

1202 SM?2 —

27Y¢h

< Z_

= 4M2 b

IN
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che conclude la dimostrazione del Passo 4.

Con quest’ultimo passo abbiamo completato il passo induttivo; ci rimane da

mostrare 'uniforme convergenza della successione

W) =@ o oy

nella striscia Yy, e le stime (4.7). Prima di tutto osserviamo che dal Passo 3 si
ha chese ( € %, e z =W o . oD (con p<v—3),alloraz €, e

_ 27 Hed
WW (WH) 0. opW 1>)’ <1+

Osserviamo che

2-%es KL o—kes

k=0

2co co
< = -
- 8M3 4M3’

quindi, facendo I’esponenziale di ambo i membri dell’'uguaglianza, otteniamo:
ﬁ ) 27Fco < oists
aM3
s ) = ¢
k=0

Questo implica, applicando la chain rule:

o] = |00 0ut) <
< ﬁ<1+ 8MC36)<6 <2
k=0

per ¢ € X, e quindi dal Passo 3 otteniamo per v > 1:

o) =0 < |ol 7P| W@«nyS

< 2’%/1(”) C‘ < 17M3 — Tut1)

nella striscia ;. ,. Osserviamo che la stessa disuguaglianza vale per v = 0 se
definiamo ¢(~!) = id; infatti, dal Passo 3:

o) -] = P00 -¢|<
cd
< W(TV - Tu+1) .
Possiamo quindi concludere che la funzione limite ¢ = lim¢®*) soddisfa la

seguente stima:

R
(0 ~¢l < }jww o V()| < Toags 2 (k=) <
k=0

N

cd (I—H)T_ 6 1-96
17M3 prt 2k+2 " T 3403 2

r
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nella striscia ¥ -a-s) . Inoltre, applicando le stime di Cauchy (vedi proposizione
2
2.1.1):

2 cé
I < —2 = _(1-6)r<
< cd
- 17M3

e questo prova le prime due disuguaglianze in (4.7).

Osserviamo che la hamiltoniana trasformata ¢ data da

K()=Ho¢()= lim H™()

v——+o00

nella striscia Xy, e quindi soddisfa le condizioni (4.6). Osserviamo che ¢, e
(r, — ryp1)~ e, tendono entrambi a zero; infatti, usando (4.33) ci basta
dimostrare che 6,41 — 0:

_ 621/(27'4-3)512/ —

_ (czzzo 2k) (2(2r+3)25:0 2%*’6)) s <

6u+1

< (e =g

in quanto® per ipotesi abbiamo assunto che ¢d* < 2-(27+4),

Quindi la nuova hamiltoniana K soddisfa le seguenti condizioni:
e K(£,0)=F
o K¢(€,00=0
o K,(£0)= w(®)

dove

w(®®) = (ﬁu + k(”“))) w=(1+kw.

v=0

60sserviamo che nella stima appena fatta abbiamo usato la seguente uguaglianza (che si
dimostra facilmente per induzione su v):

ZV: 2k —k)y=2""1 — (v +2).
k=0
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Osserviamo che la convergenza della produttoria é assicurata dal fatto:

|k(u+1)|

< C2&y

- (rl/ - ru+1)T+1 -

- EVCQQ(V+2)(T+1) -
= (1 -g)T) —
- €VC2I/(T+1)

> T >

< 5UC2V(T+1)7,T+1 <

< T, <

< TT+1(>\0)2V )

Quindi, ricordando che |[Ag] < 5> ticaviamo una stima di |k|:

||

IN

IN - IN N IA

IN

IN

oo

[T+ -1
v=0

oo T v
Ziasi ) | <

<

T4+14y2Y
BZEC:OT Ao 1‘ <

T+1_Ag

e T—Xo — 1‘ <

Ao
37,T+17 <
1—X —

6TT+1)\0 =
6 ,r‘r+1227'+3c6 <

227+606TT+1 )

Inoltre, utilizzando la (4.17) otteniamo che:

[ Ko (€) — Q)]

= Jim [H©) - V()| <
< lim 3 |HE© - QW) <
pn=0
) cd
< 2o
I_l,:

Al fine di stabilire la stima per v o ™! osserviamo che

vou t(z) =

3 (V;())TV;DT . V;”—”TU;"))
v=0

nella striscia [Imz| < fr. Osserviamo che abbiamo usato una notazione sempli-

ficata:

Vw(“) = Vw(“) (V(“_l) 0...0 V(O)(x)) .
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Questa espressione & ben definita per |Imz| < 0r, in quanto segue dal Passo 2,
dalla definizione di V), dalla (4.8) e dalla (4.17), che in tale dominio:

C2&y

(TV - TV+1)2T+1 -
S Ty —Tu41

VWo  oVO(z) - VDo ovVO(z)

IN

e, osservando che V(0 = z, otteniamo:

V(”)o...oV(O)(az)—x‘ < Z‘V(k)(...)—v(k_l)(...) <
k=1

v

< Z(Tk —Tp-1) =
k=1
= r—ry41 <
1-40
< r <
< 5 S
< Ty + ot or -
2
quindi
V(”)O...OV(O)(Q?)‘ < |x|+‘V(”)O...OV(O)(:r)—m <
< Or+ v+ 41 Or <
< Ty +Tu+1
- 2

e questo mostra che ’espressione sopra ¢ ben definita.

Infine, dal Passo 2 e dalla (4.32) riusciamo a concludere che:
o0
pouTt@)] < X
v=0

= cd 217ef\ 1 27V
14+ —— ... |1+ —— T <
2 K * 8M3) < RRRYVE ﬂ OV

< 27Veor™t <

VO fvm” <

e o

IN

<
nella striscia [Im x| < 6r. E questo conclude la dimostrazione del teorema. [J

Dal teorema appena dimostrato possiamo dedurre il seguente corollario.

Corollario 4.2.2. (Teorema KAM isoenergetico, caso analitico IT)
Sianon >2, 7>n—-1,v>0,0<0<1, FeER, 0<r<1eM?>1 e sia

QD B,(yo) un aperto di R™.
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Sia H(z,y) = h(y)+ f(x,y) una funzione hamiltoniana con (x,y) € T™ x Q con
un’estensione olomorfa nella striscia

Srge ={(2,9) €C*": [Ima| <, [y —yol <r}.

Supponiamo inoltre che valgano le sequenti condizioni per la hamiltoniana im-
perturbata:

oh
(i) 6—(;{/0) =: w sia un vettore (v, 7) diofantino, tale che |w| < M,
Y

2h oh \7*
= %y;f(y) —(ay@))

6‘7/ (y) 0

Allora esistono delle costanti
0* =6"(y,7,0,M,n) >0 e c=c(v,7,0,M,n) >0
in modo che c6* < 2774 ¢ che valga quanto seque per (v,y) € 5, e < 5*:

(@, yo)] < or?72
|fy(z,y0)] < or7F

cd
< —.
Allora esiste una trasformazione simplettica, reale analitica z = ¢(¢) (dove

z=(x,y) e (= (&n)), dalla striscia Yoy 4, nella striscia X, ,,, della forma:

{ = u(g)
Yy —yo =v(&) + (uf (§)"'n,

con le funzioni u(§) — & e v(§) entrambe periodiche di periodo 1 e tale che la
hamiltoniana trasformata K = H o ¢ soddisfi

Ke(€y0) =0, Ky y)=0+kw, Ky =FE,

dove |k| < 227+3c5r7HL,
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Inoltre valgono le sequenti stime in g, -

0

6(0) =<1 < g1 - O)r
cd

|¢C(<) _]I‘ < m

9
() = iy (O] < 577

06 7,'r+1
19M3 '

[vou™(z)] <
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4.3 Teorema KAM isoenergetico: caso differen-

ziabile

Teorema 4.3.1. (Teorema KAM isoenergetico, caso differenziabile)

Sianon>2,7>n—-1,v>0, F€ER, m>0,1>214+24m, M>1ep>0,
e supponiamo che w € R™ sia un vettore (v, 7)-diofantino tale che |w| < M. Sia
inoltre G C R™ un dominio aperto contenente B,(0) e sia F € CY(T™ x G) tale

da soddisfare:

Fy(2,0) = 0
Fy(z,0) =w (4.34)
F(z,0)=F

per x € T".

Supponiamo, inoltre, che soddisfi le sequenti stime per x € R™ ey € G:

|F|lcit <M
4.35

(A0 < M, (459

dove
F _ T
Alw.y) = ( wlay) = )
0
Allora esistono delle costanti
e =¢e"(y,1,l,m,M,n,p) >0 e ¢=¢c(y,m,l,m,M,n,p) >0

in modo che valga quanto seque.

Se H € CY(T" x G) é una funzione hamiltoniana tale che per qualche ¢ < &* si

abbia:
|H— F|cs < Mel—s per ogni 0 < s <1, (4.36)
allora esistono
z = u(f)
y=v(§),
soluzioni del problema
OH

D1pywu = 87y(u’ v)

oOH
D -
(14k)w? pe (u,v)

dove |k| < 278 mEemHtTHL (per un’opportuna costante &), tali che:



4.3 Teorema KAM isoenergetico: caso differenziabile 169

1. u(§) — € ev(§) sono entrambe periodiche con periodo 1;

2. u € C*(R",R") evou™t € C**7(R", G) per ogni s < m+1 tale che s ¢ N
es+T1¢N;

3. H(u(§),v(§)) = E per ogni £ € R™.

Valgono inoltre le sequenti stime:

|U—id|csg’u(+_m5m+l_s O<5Sm+1,

wou e € ——emFTHI=S 0 s<mtT+1, (4.37)
(1= p)

con0<pu=s—|[s] <Ll.

Dimostrazione. Analogamente a quanto gia visto per il teorema 3.3.1, I'idea
della dimostrazione consiste nell’approssimare la nostra hamiltoniana con una
successione di hamiltoniane reali analitiche, usando le tecniche di approssimazio-
ne di Jackson, Moser, Zehnder e Bernstein, che abbiamo ampiamente discusso
in precedenza.

Approssimiamo quindi H(z,y) con una successione di funzioni reali analitiche
{H™) (x,y)},en definite nelle striscie

or, 1.p={(z,y) € c?n . (Rex) € T, Imz| <r,_1, [Rey| <p, Imy| <r,_1},

conr, = (dove € > 0 ¢ il parametro che compare in (4.36), che supporremo

PYR
minore di 1).
Sceglieremo tali “hamiltoniane approssimanti” in modo che valgano le seguenti

stime nella striscia o,,_, , (vedi il lemma 3.2.3):

8
HO(z) - Y W(ﬂmz)ﬁ <arl

= P
HOG - Y 2 Hyﬂ('Rez)( )| < gyt (4.38)
181<1-1 '

dove
&i=cl,nM)>M (4.39)

¢ scelta appropriatamente (Lemma 3.2.3) (supporre che sia maggiore di M non
é affatto una scelta restrittiva, come ci si convince facilmente osservando che
|H|c < 2M).
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Per induzione costruiremo una successione di trasformazioni simplettiche, reali
analitiche z = ¢(*)(¢) (dove z = (z,9) e ¢ = (&,7)), della forma

{ v =ut) ()

y =o€ + @ (€)' (4.40)

tali che u(*)(¢) — € e v™)(€) siano entrambe periodiche di periodo 1 e la hamil-
toniana trasformata

KW =" o ™)

soddisfi
K& (€,0)=0
EY(€,0) = (1 + kw1 = o) (4.41)
KW 0)=E

con [kW)| < 227H6z,pmtrHl

1

Piti precisamente la trasformazione ¢(*) mappera Yor,., (con 0 = —=) nella

S

striscia oy, p.

Daremo ora uno “sketch” della dimostrazione che seguiremo.

e Per v = 0 useremo la condizione di piccolezza su H — F (cioé la (4.36)) e
(4.38), per verificare che la hamiltoniana reale analitica H(%) (x, y) soddisfa
le ipotesi del Teorema KAM isoenergetico analitico (vedi teorema 4.2.1)
nella striscia di larghezza r = e, con 6 = ™ (Passo 1).

e Una volta stabilita Pesistenza di ¢~V per qualche v > 1, useremo la
condizione (4.38) per controllare che H®) o ¢(*~1 soddisfa le ipotesi del
teorema KAM isoenergetico analitico (teorema 4.2.1), con r = 0r, e § =
r]" (Passo 2).

Questo ci garantira l’esistenza di una trasformazione simplettica

z=y"(Q)

della forma (4.40), da ¥, ,, in %, , tale che ) (€,0)— (&, 0) sia periodica
di periodo 1 e la hamiltoniana trasformata K = H® o ¢*) soddisfi
(4.41), con

1) = oD o )

Denotando con F(©) la “regolarizzata” di F (vedi lemma, 3.2.3), definiremo

le seguenti matrici simmetriche

QW = Ké’,’]_l) (per v > 1)
QY = Fyy
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ed indicheremo con
SW(Em) =UM (2) + VP (z) - n

la funzione generatrice della trasformazione z = ¢(*)(¢).
Applicando il teorema KAM isoenergetico analitico (teorema 4.2.1) rica-

veremo le seguenti stime per ¢ € X ;:

Ca(1—46
w(Q) ¢ < 20Dy
(v) _ 62 m
() =11 < g "
K57 (€)= QW0 < T2

v 62 m-+T
U (@)] < 0 pzamsri ™

con

Gy = EQ(’Y,T,G,M,?’Z) = C(V7T7072M7n)a

dove c¢ ¢ la costante del teorema KAM analitico (teorema 4.2.1); notiamo

che per come é stata ricavata la costante ¢ (vedi (4.12)), abbiamo che:

Gy > 8M. (4.43)

Definiamo inoltre:

Az, ) = ( QU(ry) " ) |

e Nel Passo 3 mostreremo come (4.42) implichi le seguenti stime:

Co

9)(Q) — 6D < Tret (1 B!
8(Q) = 6O S ot (444
|v(u) ((u(u))fl(x)) _ 1) ((u(ufl))fl(x)ﬂ < 15;?\43 T

rispettivamente per ( € 3, , ( € g, € [Imx| < Orp ;.

Richiederemo inoltre che

e"<p e (e")™ <6 =8(y,7,0,2M,n) (4.45)
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(dove * & stata definita nel teorema KAM analitico 4.2.1) e definiremo le

seguenti costanti:

C3 = ES(mvn) = C(m + 17”) )
(dove la costante C' ¢ la costante definita nel lemma 3.2.5)

A=1-2r—2—-m
46
T 1-—2m

L Eyis 2 m+7+1
T 136M3 \ 6

in modo che siano soddisfatte le seguenti disuguaglianze:

Cy

NN
(2 + 6”)615* < <2)
16né,0eM < 1
Gt <1—6<log2.

D’ora in poi assumeremo che la costante € > 0 che compare in (3.34) e

sia minore o uguale di €*.

Definiamo infine

Mufl
1-— 627”,7/”
My =2M

M, =

ed usando la (4.47), otteniamo che per ogni v € N si ha:”

P

M, < M, 1e*@"" < < Mye*®2Xi=im <

cm

< oMM < oMet <aM

dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo usato la (4.51).

Passo 1

(4.46)
(4.47)

(4.48)

(3.37)

(4.52)

(4.53)

Mostreremo che esiste una trasformazione simplettica z = ¥(9(¢) della forma
(4.40) da %,, in Xy,,, tale che ¢ (£,0) — (&,0) sia periodica di periodo 1 e

"Per la prima disuguaglianza useremo:

Osserviamo che nel nostro caso
~ m 1
cor,” < 5

per come ¢ stata scelta la costante ¢ (vedi teorema 4.2.1).
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la hamiltoniana trasformata K©) = H©) o 4(®) soddisfi (4.41). Inoltre faremo
vedere che K(©) e 1)(°) soddisfano le stime (4.42) con v = 0.

Dimostrazione: Cominciamo col mostrare che H(© soddisfa le ipotesi necessarie
per applicare il teorema KAM isoenergetico analitico (teorema 4.2.1). Come

prima cosa stimiamo

HO(z,0)- F

per |Im x| < 0rg = be.

Osserviamo che:

0 s
H
HO (2,00~ Y OTHRe,0) o 0)8] +

HO)(2,0) ~ B i
181=0

IN

. % 9% H(Re z,0)

181=0 A
+ |F(Rex,0) — E)| . (4.54)

(ilm z,0)” — F(Rex,0)| +

Stimiamo separatamente i vari termini per [Imz| < 0ry = Oe:

e Dalla (4.38) otteniamo che:

[

B H
10,0 - > PR a0 < on) <
|8]=0 ’
< 616l
e Cominciamo con 'osservare che:
" 98 FRex,0) . 5
F(Rex,0) = Z T(zlmm,O) ;

|B8]=0

infatti, per la (4.34) abbiamo che F,(x,0) = 0 e di conseguenza ogni
derivata rispetto alla z, calcolata in (z,0), é nulla; per quanto riguarda
i termini in cui compaiono le derivate rispetto alle y, questi sono nulli

in quanto il fattore (ilmx,0)? é uguale a 0. Quindi, usando la (4.36),
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otteniamo:

% 9% H(Re z,0)

7 (ilm z,0)” — F(Rex,0)| =

|B]=0

B f: 9 H(Re z,0)

. 98 F(Rex,0)
_ : _y PF(Ber.0)

(ilm z, 0)” 7

(ilm z,0)°| <
81=0

% 07 H(Re,0) — 0" F(Rex,0)|

3l

|81=0

(itmz,0)7] <
|8]=0

[] |H F|

Z C\ﬁ\ )|ﬁ|S

|8]=0 a

U
<y H = Flosi g

18/=0 A
U 1-181 2181
M€ 13 S

<
= 3!

[8]=0
< Me™el

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che

> b=

BeEN™

che abbiamo gia avuto modo di dimostrare (vedi (3.54)).
e Dalla (4.34) abbiamo che:
|F(Rex,0) — E| =0.

Riassumendo le stime trovate ed usando (4.39), (4.46),(4.49) e (4.54) :

H(O)(gc,O) —E| < &4+ Menet <
< Gel(l4em) = (14 e)Eeteme™ 2 <
S £_:171(9{_:)27'—',-2 .

In maniera simile otteniamo la stima per |H350) (x,0) — w|. Infatti:

H (@,0) —wl = HP (@0 - F,(@,0)] <
-1
O8H,(x,0) .
|8]=0
0°H,(x,0
N Z %(1 mz,0)? — F,(z,0)| . (4.55)
Bl=0
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Stimiamo separatamente i due addendi:

e usando (4.38) otteniamo:

-1

8°H,(z,0) . -
H?SO)(SU,O) - Z %(zlmxﬁ)ﬁ <geltt.
|B8]=0

e Cominciamo con l'osservare che:

-1 5
Fy(2,0) = ZaFyT('x’O)(iImx,O)ﬂ
181=0 '

(si ragiona analogamente a quanto visto per la stima precedente). Quindi
otteniamo:

-1 .5
Z aHyi(gj’o)(iIrnJc,O)ﬁ — Fy(z,0)| <

|
\mzo A
aﬂH ,0) — 9PF,(x,0
\ﬂ\ 0 )
H-F
< 5 e
\m 0
Z |H F|C\B\+1 |5|<
|
18=0 A
W=1 5 1—18l-1_18|
< Meme ' ° < Me™e 1.
|8|=0 A

Riassumendo le stime trovate ed usando (4.39), (4.46), (4.49) e (4.55), possiamo
concludere:

|H?50)(x,0) —w| < (G He"M)ET <
< (I4eM)eel?
= (14e")eeteme? ! <
S (7

Vogliamo dimostrare ora la stima relativa alla matrice hessiana di H(®), Ricor-
diamo che abbiamo definito Q(®)(z) = Fég)(z), dove F(©) ¢ la “regolarizzata” di
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F (vedi Lemma 3.2.3) e soddisfa:®

&)
Fég)(z) _ Z %('Rez)(ﬂmz)ﬁ < 51(970)1*2 =
|8I<t—2 A
= 51(9€)l_2.

Consideriamo la seguente stima per (x,y) € Xgy,:

[H (2) = QU ()| < |H{) (2) - Z w(ﬂmz)ﬁ +

|6I<i—2 N
n Z W(iImz)ﬁ_ Z aBFyyﬁ(lRez)(iImz)ﬁ +
8I<1-2 ' IAl<t=2 '
s W(ﬂmz)ﬁ@o)(@ : (4.56)
|BI<i—2 '

Stimiamo i vari addendi separatamente:

e Usando la (4.38) abbiamo:

B
HO(z) - Z %gf{ez)(ﬂmz)g < &) ? <
I8|<t-2 7

e Dalla (4.36) segue che

3 0z s ez
Z %(R)(ilmz)ﬁ— Z aF“$(R)(ihrnz)ﬁ <

| |
|B1<1-2 Al 181<1—2 A
H-F
D B ELE
1Bl<i-2 A
I—=18l-2.|B|
< Z £ _c ' c < e"MeT? .
|B|<1—2 p

Quindi riassumendo le stime trovate ed usando (4.56), (4.46) ed il fatto che
¢y > 8M (vedi (4.43) ), possiamo concludere:

HO(2) - Q) (2)] < (26 +e"M)e'™2 <
< (2+ e")éls’\smSQT <
< e
- 8M

8Possiamo prendere la costante & uguale alla costante che compare in (4.38), in quanto
per ipotesi anche |F|ot < M.
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Per concludere la dimostrazione di questo passo ci resta soltanto da far vedere
che Q(® soddisfa le ipotesi del teorema 4.2.1, cioé:

‘Q(O)‘ <oM e (A0 <2m.

e Osserviamo che usando (4.38) e (4.50), otteniamo la seguente stima in
2970:

IN

38
Fég)(z)— Z 76 Fyy('Rez) (iImz)'B +
|B|<i—2 A

Q) ()]

8°F,,(R
+ Z yz(' e2) (¢Im z)ﬁ <
1BI<i—2 ’

Orq )8l
&1(96)1724— Z |F|Cz%§

|
|8|<i—2 A
61(06)172 +M€n0€ <

IN

IN

M
Z+Mei <M.

IN

e In tale striscia, definiamo le seguenti matrici:
B = <A<0>(.,0) - A(-70)>
C = (A(,0)).
Usando? il lemma 3.2.3 e (4.35), otteniamo:

B] < alfe)?
C7Y = [{AG0)TH <M
Quindi usando (4.50) possiamo concludere:

(A0 = [(B+O) <
< @+ Bo) e <

< MY (IBllc')F <
k=0

< M (&(02) M)
k>0

1 k

< —

< MZ<2) <
k>0

< 2M .

90sserviamo che stiamo facendo la media su T™, quindi stiamo considerando x reali e di
conseguenza:
> 98 Fyy(Rex,0)

5 (ilm z, 0)? = Fyy(x,0).

[Bl<i—2
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Riassumendo, le stime appena dimostrate e la (4.35) mostrano che la funzione
hamiltoniana H()(z,y) soddisfa le ipotesi del teorema KAM isoenergetico ana-
litico (teorema 4.2.1) con r = Org = fe, 6 = ™ e M’ = 2M; quindi possiamo
concludere che esiste una trasformazione z = ¢(9)(¢) della forma (4.40) da %,,
in $g,,, tale che (9 (£,0) — (£,0) sia periodica con periodo 1 e la hamiltoniana
trasformata K(©) = H© o9 soddisfi (4.41). Inoltre, sempre dal teorema 4.2.1,
si ottiene che K e 1)(°) soddisfano le stime (4.42) con v = 0.

Questo completa la dimostrazione del Passo 1.

Osserviamo che per = 0 le disuguaglianze in (4.44) seguono immediatamente

dal Passo 1, semplicemente definendo

¢(*1)(<) = e ¢(0) _ ¢(*1) ° ¢(0) — ¢(0) )

Alcuni preliminari al Passo 2

Ora assumeremo di aver costruito una trasformazione z = ¢(*=1)(¢) della forma
(4.40), da g, in 0, , ,, in modo tale che u =1 (¢) —¢ e v~ siano entrambe
periodiche di periodo 1 e soddisfino (4.44), con v — 1 al posto di v. Inoltre, la
hamiltoniana trasformata

KO0 = g1 6 plv-D)
dovra soddisfare (4.41).
In aggiunta a cio, assumeremo che le trasformazioni z = () (dove u =
0, ..., v—1) soddisfino la (4.42) e, usando (4.52) e (4.53), otterremo in maniera
induttiva le seguenti stime per (§,7) € X, :
K5 70()] < M
|<A(v—1)(.,0)>—1| <M, , (4.57)
lw®)| < M, .
Infatti:

e cominciamo con la dimostrazione della prima:

K@ < [KE© - QU]+ U] <

2
< mﬂ,,1 + My—2 <
< My a(1+érpty) <
M, _
< 2 M, .
1—corl

e Al fine di dimostrare la seconda disuguaglianza, definiamo le seguenti

matrici:

C= <A(”_1)(~,O) — Q(”_l)(-,0)> e B= <Q(”_1)(-,0)> .
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Utilizzando l'ipotesi induttiva otteniamo

C2

IC] < e
|B7Y < M,_,

e quindi possiamo concludere che:

(AD60) = (B =
= [B@+ B0 <

oo
< M, ) B <
k=0
0o z k
2 m
S Ml/—2 Z (MV_QWTU_1> S
k=0
o0
< Myp ) (Gt )f <
k=0
< M2 gy
1—cor
e Ci rimane da dimostrare che:
|w(”)\ <M,.

Questo é vero per ipotesi per v = 0; supponendo che sia vero quando
w=0,...,v—1, dimostriamola per y = v. Cominciamo con 1’osservare
che, poiché n > 2 e vale la (4.50), si ha:

|k(y)| < 22T+662r17/n+7'+1 —

22T+67“Z+162rl’,” =

T+1

927+6_E
2V(T+1)

2(271/)7‘+(671/)€T+162,r,;n <

627“::”' =

< (%)M e <
< 24562rf,” <
S 627’,7}1 .

Quindi otterremo:

W< (4 EP DTV < (14 BY )M, <
S (1 + EQ’I‘T)Ml,,l =
S Mufl _ My )

— Carm
1—corl
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Passo 2

Definiamo nella striscia ¥g,, la seguente funzione:

H(z,y) = HY 0 ¢ V(z,y).

Vogliamo dimostrare che valgono le seguenti stime per (z,y) € Xy, :
| (2,0) ~ B| < 1 (0r,)>7+2

[11,(2,0) = )] < 1 (6r,)7"

. . @s
‘Hyy(%y) - Q! )(%y)’ < WTT~
Dimostrazione: Poiché [Im x| < 6r,, allora ¢(*~V)(z,0) assume valori nella re-
gione in cui la stima (4.38) vale sia per H*) che per H*~1 (infatti la trasfor-
mazione ¢(*~1) mappa Yy, in 0., , ,). Quindi per [Imz| < Or, abbiamo:

A (2,0) - E| ‘I:I(x,O) - K(”_l)(x,O)' n

<
+ K D(2,0) - Bl <
<

sup  |H(x,0) — K(”_l)(m,())‘ =
Im z|<6r,
= sup  [H™og" (x,0) = HY Vo V(z,0)| <
Imz|<6r,
S 51le + Elle_l S
< arl 42l <
< 2612lrl),‘r,’j"7"12,7+2 <
l
S (9) er:/n,’,ZT-&-Q S
2
S ,r:/n(ery)QT-‘rZ

come segue facilmente usando (4.38), (4.46) e (4.49).

Notiamo che sostituendo n = 0 nella seconda disuguaglianza in (4.44) ed usando
la (4.47), troviamo che vale la seguente stima per |Im &| < 6r,,:10

v—1
v—1 —1
W -1 < Y (€) —ul V() <
pn=0
_ 4£?47 o o 52 5;47:
—  68M3 © 68M3 2um
#=0 1=0
Coe™ - m
— mgm <1-6. (4.58)

10Come gia sottolineato in precedenza, indicheremo qb(*l) =id.
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Da cio otteniamo per |Im¢| < Or,:

(@)

<

= ‘((UE"_”(O ~1)+ ]1)_1
Sl O -1t <> -0k =
k=0 E—0

1 1
< TTagT e (4.59)

IN

Quindi applicando la chain rule ed usando (4.38), (4.46) e (4.49) possiamo
concludere la seguente stima nella striscia ¢, :

|Hy(,0) = )| =
-1
(uéufl)(x)) |:H7§”) ° ¢(l/—1) (x’ 0) _ Hggy_l) o ¢(l/—1) (J}, 0):| ‘ <

<9t (clr +clru 1) <
0~ (clrf, Lyg o= 1rf, 1) <
2971512171 -1 _

_ —1~ ol—1_\_m 27’+1
= 207 ¢12 vyt

l
2lg—1 <Z) r:,anTJrl <

< rT(é)rl,)TH

IN

IA

IN

e questo dimostra la seconda disuguaglianza.

Infine:

[Hyy(2) = QW (2)] =
_ (ug_l)(m))_l [ngz) ° d)('/*l)(z)_

(v— 1)O¢u D ]((V 1)T )71
<

< g2 (clr +017’,, 1)
<6~ (clr,l, 24620 27“,!/ 3 <
< 20-2¢,2\ 2y l—2 _

< 2072627 2r’\rmr2T =

l
<271p72 (g) T <

m

<

CQ’I“
= 8M

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato (3.42).

Questo completa la dimostrazione del Passo 2.
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Passo 3

Dal Passo 2 e dalla (4.57) segue che la funzione hamiltoniana
H=HYog¢pv1

soddisfa le ipotesi del teorema KAM isonergetico analitico (teorema 4.2.1), pren-
dendo 7 = 0r,, § =17 e Q = QW = Kfﬁfl). Quindi esiste una trasfor-
mazione simplettica z = 1(*)(¢) della forma (4.40), dalla striscia %,,,, (dove
r,41 = 0°r,), nella striscia Xy, e tale che () (&,0) — (£,0) sia periodica di

periodo 1 e la hamiltoniana trasformata
KW = Hoy® = H® o ¢

(dove ¢ = (=1 o)) ) soddisfi (4.41). Inoltre, K e 1)) soddisfano le
disuguaglianza in (4.42). Osserviamo che per costruzione la trasformazione

31 = =D 6 W)

mappa la striscia X nella striscia o,,_, ,-

Tv4+1

Mostreremo ora qualcosa di pit: faremo vedere che la trasformazione simplettica

z = ¢")(¢) mappa la striscia 2, ,, nella striscia o, , e che soddisfa (4.44) .

Dimostrazione: Usando la seconda disuguaglianza in (4.44) con v sostituito da

iw=0,...,v—1 e procedendo come in (4.58) otteniamo la seguente stima per
(577’) € 2197"1,:
v—1
v-1 1 1
O < 16801+ D 16800 — oV ()] <
=0
é v—1
2
< 1 m oL
= At esam 2L S
p=1
< 1422 (1) < (4.60)
- 68M3 om - )
p=1
< ¢ m

1+ ——= "<
T2 =
< 146em<14+(1-6)<2;

da cio segue - usando la (4.42) e Lagrange - che per (§,7n) € X, _;:

16 = V) = ¥V (@M(C) — ¢V <

6 (O () — ¢| <
e(1-10)
272
(1 —0) pmtl
136 M3 ¥ ’

IN

2

IN

m—+1 __
Ty, =
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Quindi abbiamo dimostrato la prima disuguaglianza in (4.46) e la seconda segue
semplicemente usando la stima di Cauchy (vedi proposizione 2.1.1 con r = 7,41
e p = 0r,11). Questa disuguaglianza implica, analogamente a quanto visto in
(4.60), che |¢gy)(C)\ <2 per ¢ € Xy, , epercio z = #)(¢) soddisfa la seguente

disuguaglianza per ¢ € g, ,:

mz| < 2fm¢| =2y/meP + P <

IN

27”,,4.1 =Ty .

Inoltre, abbiamo gia visto che [Rey| < p. Questo mostra che tale trasformazione

mappa la striscia Y, , nella striscia o, ,.

Al fine di stabilire I'ultima disuguaglianza in (4.44), utilizziamo la seguente
identita (vedi (2.12)):

o0 (@0 (@) — oD o @) @) = (uf TV (©) T UV(E)

per x = u~1(¢). Utilizzando la (4.58), otteniamo che se [Imxz| < r,4; e
x = u=1(€), allora si ha che [Imé&| < r,,1, in quanto la mappa

f&) =z+&—ul"D(9)

definisce una contrazione della striscia [Imz| < 7,11 in se stessa. Questo ci
consente di applicare le disuguaglianze (4.42) e (4.59) ottenendo:

-1 —1
(" @) U£"><§>| - |(ué”‘”T<5>)
]' C m-+T
9 (015;\43” : H) B

— 62 Tm+7'+1
152M3 "

U9 <

Questo conclude la dimostrazione del Passo 3.

Conclusione dello schema induttivo

Con il Passo 3 abbiamo completato la costruzione dello schema induttivo; ci
rimane da dimostrare la convergenza delle successioni {u(")(€)}, e {v(®)(€)},
e le stime in (4.37). Osserviamo che le disuguaglianze in (4.44) implicano per
Imé| <rpyq1 e [Ima| < Or,yq:

v v— m 52 m
|’LL( )(f) - u( 1)(£)| < 2 + 13603 7AI/JrJrll
o - o 9\ mHTHL & (4.61)
v 0w (z) — oD ou=D " (z) < [ 2 —= )

RN



184 4. Teorema KAM: caso isoenergetico

In particolare queste stime rimangono valide per v = 0, semplicemente ponendo

uY =¢ e vV =0.

Concludendo, segue dal lemma 3.2.5 che le funzioni limite (la cui esistenza é

garantita dalle stime in (4.61))

u(€) = lim u(€) v = lim o™ (¢)

V—00 V—00

soddisfano (4.37) con

E_ 6253 g m+7+1
T 136M3 \ 6 ’

Le funzioni = u(&) e y = v(&) soddisfano le condizioni di periodicita ed inoltre

H
Dayryou = 837(% v)

OH
D(l_;’_k)wv = —%(U,U)
dove! k= [[>2,(1+ k™)) e con energia

H(u(§), v(§)) = E.

Cerchiamo di dare una stima della costante k relativa alla frequenza perturbata.

Stimiamo in via preliminare la seguente sommatoria:

oo oo 1 v
(v) 27+6~ _m-+71+1 _
SR s S () =
v=1 v=1
ort6s _mprq1 2 T
T+6~ _m+T

27 e 1= o—GmersD) =

< 22T+72—(W+T+1)62£M+T+1 —

27+67m625m+‘r+1

(osserviamo quindi che tale sommatoria ¢ minore di 1, come segue facilmente

dalle condizioni imposte su ¢ nel teorema 4.2.1).

HTa convergenza della seguente produttoria ¢ assicurata dalle condizioni che abbiamo sui
k(). Infatti:

(v) 2746~ . m+14+1 _ 527+6 C2 m4T+1
K] <2 éary) =2 St € .
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Quindi:

k| <

by
e oz M) _ 1) <

<
< 3) kW<
v=1

S 3 27+67m52€m+7+1 S

< 2T+87m62€m+'r+1 )

E questo conclude la dimostrazione del Teorema.

Dal teorema appena dimostrato, possiamo dedurre il seguente corollario.

Corollario 4.3.2. (Teorema KAM isoenerg., caso differenziabile IT)
Sianon>2,7>n—-1,v>0 m>0,1>274+24+m, M>1, E€Rep>0,
e supponiamo che w € R™ sia un vettore (v, 7)-diofantino tale che |w| < M. Sia
inoltre @ C R™ un dominio aperto contenente B,(yo).

Sia H(x,y) = h(y) + f(x,y) una hamiltoniana in C'(T" x Q) tale che:

(i) h'(yo) = w,
(it) h(yo) = E,
(iii) [hlct < M,
(iv) |(A(yo))~t| < M, dove

92h oh \7"
o= %y;@) —(ay@/))

- () 0

Allora esistono delle costanti
e =e*(y, 1, l,m, M,n,p) >0 e ¢=2¢c(y, 1, l,m,M,n,p) >0
in modo che, se per qualche ¢ < &*

|flos < Me'™* per ogni 0 < s <1,
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allora esistono

soluzioni del problema

H
D 1rywu = 8@7(”7 v+ Yo)

OH
D(l—i—k)wv = 7%(“7” + yO) 5

dove |k| < 278" M emHTHL (per un’opportuna costante &), tali che:

i) u(§) — & e v(&) sono entrambe periodiche con periodo 1;

i) u € C*(R",R") evoul +yy € CFT(R",G), per ogni s < m + 1 tale
ches¢Nes+71¢&N;

ii1) H(u(§),v(§) +yo) = E per ogni § € R™.

Valgono inoltre le sequenti stime:

M(lj 1)

IN

gmti=s 0<s<m+1

|U7ld C's

c _
oo < ——_gmtrtl=s 0<s<m+71+1,

(1 — )

|[vou™

con0<p=s—[s]<1.



Capitolo 5

Tor1 parzialmente iperbolici

(caso differenziabile)

5.1 Introduzione

Abbiamo visto nei capitoli precedenti I’eccezionalitd e la novitd dell’utilizzo del-
le tecniche KAM per la dimostrazione della sopravvivenza dei tori non risonanti
di sistemi hamiltoniani, sia nel caso analitico che in quello differenziabile. In
questo capitolo vogliamo spostare la nostra attenzione sul destino dei tori ri-
sonanti parzialmente iperbolici, che svolgono un ruolo di cruciale importanza
nello studio della cosiddetta diffusione di Arnol’d. Questi particolari tori fu-
rono inizialmente studiati da Poincaré; fu Arnol’d in [5] a denominare tali tori
whiskered (cioé coi baffi) e ad utilizzarli nel suo famoso esempio di un fenome-
no di diffusione, che oggi porta il suo nome. Vediamo di dare una definizione

rigorosa di tali particolari tori invarianti per il nostro sistema.

Definizione 5.1.1. Sia (V,w) una varieta simplettica 2n-dimensionale e consi-

deriamo una hamiltoniana H. Indichiamo con
P, :V—YV

il flusso associato al nostro sistema. Sia N C V un toro invariante k-dimensionale
(con k < n). N ¢é detto parzialmente iperbolico se esistono due sottofibrati
I-dimensionali (con I =n — k) E* del fibrato Tx'V, tali che:

1. E* sono invarianti per I’azione del flusso linearizzato:

D (p)E, = Eg,

oy (p) pe N, teR.
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2. II flusso linearizzato & attrattivo su E~ ed espansivo su ET; cioé esistono
delle opportune costanti positive C e A, tali che:

‘D‘1>t(p)|E’ < Ce ™,  peN,t>0,

‘cht(p)E+ < M, peN t20

P

(con | - | intendiamo una qualsiasi metrica di Riemann su V).

Risultati di tipo KAM relativi alla sopravvivenza dei tori parzialmente iper-
bolici, per effetto di piccole perturbazioni del sistema, sono stati ottenuti e
ampiamente discussi in [35] e [71], dove vengono analizzate hamiltoniane anali-
tiche. In questo nostro lavoro vogliamo invece soffermare la nostra attenzione
su hamiltoniane sufficientemente differenziabili, ma non necessariamente analiti-
che. Il metodo che seguiremo consistera nel combinare una versione del teorema
KAM (caso differenziabile), con degli schemi propri della teoria delle varieta
normalmente iperboliche, sviluppata da Fenichel (cfr. [28] e [69]).
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5.2 Persistenza dei tori parzialmente iperbolici

Sia r € N e consideriamo una hamiltoniana C"(R? x U x T¥) della forma:

dove
r = (x1,29,...,77) €ER!
y = (Y1,92,--.,u) ER!
I = (I,I,,...,I;) €U CRF
Y = (@17@27"'7@16)611%

con U aperto di R*.

(5.1)

Assumiamo, inoltre, che valgano le seguenti proprieta (le proprieta (P2a) e (P2b)

sono in alternativa tra loro):

(P1) A ¢ una matrice definita positiva ed indichiamone i relativi autovalori nel

seguente modo:

0<o1<... <0y

(P2a) condizione di non degenerazione standard:

s [ 2] 40

(P2b) condizione di non degenerazione isoenergetica:

0?h
det ﬁ(f) *W(I)T £0
w(I) 0
dove w(I) = %(I)

t=ATx
j =
oh
b= S0 (1) = (D

dove w(I) = (w1 (1), wa(I), ... ,wr(I)).

(5.2)



190 5. Tori parzialmente iperbolici (caso differenziabile)

Si osserva immediatamente che tale sistema ammette una varietd invariante
2k-dimensionale, data da:

M= {(z,y,I,¢): z=y=0,1€U, pcT"}.

Infatti, il campo vettoriale (5.2) ristretto alla varietd M ¢ rappresentato da:

I=0
{ = w(D). (5.3)

In realtd M consiste in una famiglia k-parametrica di tori k-dimensionali, cioé:

M= T(),

IeU

dove
T(I) = {(0,0,1,¢), € TF}.

Inoltre, dalla proprieta (P1) si ottiene che M possiede delle varieta stabili e
instabili (2k + [)-dimensionali, date rispettivamente da:
W (M) {(0,y.1,9): yc R, T€R, o e T"} = {z =0}
W“M) = {(z,0,1,p): zeR, TeR peT '} ={y=0}.

Piu precisamente, W*(M) e W* (M) sono anch’esse delle varieta invarianti (come
si vede facilmente da (5.2)) contenenti M (in particolare W*(M)NW*(M) = M)
e costituite da traiettorie che le si avvicinano asintoticamente per t — 4ocoet —
—oo rispettivamente. Ancora piu precisamente, a ciascun toro k-dimensionale
in M
T(lo) = {(0,0,1o,0), ¢ €T},

possiamo associare delle varieta (k +1)-dimensionali, dette rispettivamente baffi
stabili e baffi instabili:'

W#(lo)
W (Io)

{0y, I0,¢): yeR, TER", peT"} = {z =0, I = I}
{(33’07[0#,0): .’EERZ, IERk7 @ETk}:{y:O7 1210}7

che costituiscono una foliazione di W*(M) e W*(M) e sono tali che:

W*(Io) " W*(lo) = T(lo) -

Quello che vorremmo mostrare ¢ il seguente risultato (che in seguito enunceremo

in una formulazione pit quantitativa):

1Fu Arnol’d a denominarle in tale maniera molto suggestiva.
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Teorema. Sia Iy € U tale che w(ly) sia un vettore (v, T)-diofantino. Allo-
ra, sotto opportune ipotesi di non degenerazione per h (vedi (P2a) o (P2b)), il
toro invariante T(Iy) per la hamiltoniana (5.1), con r sufficientemente gran-
de, sopravvive insieme ai suoi baffi stabili e instabili, ad una perturbazione

sufficientemente piccola e regolare del sistema.

Quello che mostreremo ¢é che le varieta W* (M) e W*(M) sopravvivono localmen-
te a delle perturbazioni sufficientemente piccole del nostro sistema hamiltoniano
(subendo una leggera deformazione dipendente dalla taglia della perturbazione)
e dedurremo da cio la sopravvivenza locale della varieta M.

Consideriamo quindi la seguente perturbazione hamiltoniana del nostro siste-
ma:

H(x,y,I,0) = Ho(z,y,I,0)+ecHi(z,y,1,¢)=

x- Ay + h(I) +eHi(x,y, I, )

con
H, e CT(BM(O) X BPI(O) X sz(IU) X Tk)
tale che B, (Iy) C U.

Il sistema hamiltoniano associato sara:

H
b= ATe 2 (0,1, )

. OH,
y:_Ay_Ei 337y7]7‘P

oz ¢ ) (5.4)
H— 2 it}

Nei prossimi paragrafi mostreremo dettagliatamente la persistenza locale di
W (M), cioé Desistenza di una varieta che denoteremo con W25 (M), che sia
Cr~1-diffeomorfa a W*(M); analogamente si dimostrera la persistenza (sempre
locale) della varieta W#*(M), cioé di una varieta W,;>S(M), C"! - diffeomorfa
a W?*(M) (osserviamo infatti tale varieta non & altri che la varieta instabile del

sistema ottenuto invertendo il verso dello scorrere del tempo).

5.2.1 Conservazione locale della varieta W*(M)
Preliminari

Cominciamo col considerare il seguente intorno della nostra varieta:

N)\ E{(x7y=-[a<p): ‘y| <)‘}
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dove il parametro 0 < A < P & un parametro che ci permette di controllare lo

spessore di tale intorno. Def?niamo inoltre i seguenti sottoinsiemi di M:

Dy = Be(0) x {0} x Bez (Io) x T*
Dy = B (0) x {0} x Bez(Ip) x T*
Dy = Bs, (0) x {0} x Bs,, (Io) x T*.

Indichiamo con ®? il flusso associato al sistema imperturbato. Vogliamo mo-

strare il seguente lemma:

Lemma 5.2.1. Per ogni 0 < X\ < %, esiste un T' > 0 tale che:

. : Ny, — Ny .
®0 . (Dy) 2 |py

Dimostrazione. Per quanto riguarda le coordinate x, I e ¢ non abbiamo alcun
problema. Ci resta da studiare I’evoluzione delle coordinate y. Osserviamo che
per ogni T > 0:

y(T) = ey,

Quindi, ricordando la proprieta (P1), abbiamo:

y(T)| < e Tyl

e quindi é sufficiente richiedere che

1
< = — e

70'1T 0’1T 2
e B >
— s 82 (5.5)
o1
O

Denoteremo d’ora in poi il flusso al tempo T' nel seguente modo:

7 : Ny, — N,

7 (P2) 2 |p,

(m,y,[,go) E— (f{)(xay,I,SD)agO(x’vav(p)vfg(xayajvw)afg(mvya‘[’@))

dove
@ (zy.I0) = ey
By le) = I
Sy le) = wT+¢.

Per semplificare la notazione, indicheremo:

fo(fC,yJ,sD) = (flo(x,y,l,<p),fg(;v,y,l,@),f??(x,y,f,go)),
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ed inoltre denoteremo nel seguente modo gli operatori di differenziazione par-

ziale:

Dl = D(I,I,gp)
D, = D,.

E’ abbastanza facile verificare che l'invarianza di W*(M) implica che:
9"(2,0,1,0) =0.

Quindi I’espressione locale del flusso al tempo T, ristretto a ®°,.(Dy), ¢ data
da:

@0(1‘707 ‘[7 L)0) = (f{)(x7 0715 (10)7 0) f20(‘r7 0’ I7 QD)? fé)(:v? 07 I7 (p)> *

Inoltre, valgono le seguenti stime:

Lemma 5.2.2. Esiste un T > 0 tale che:
1. per ogni (z,0,1,p) € ® (D) e per ogni 0 < k <r —1 si ha:
_ 1
‘(leo(xaoa-[asp)) 1|k|D290(1'70aI790)| < Z;

2. per ogni (z,y,1,p) € NALI{T(DQ) si ha:

A
|90(x7y71790)‘ < 5 .

Dimostrazione. 1. Osserviamo che il flusso linearizzato é:

AT 0 0
. 0 AT 0 0
92h
Quindi:
eA'T 0 0
Diff@0Lg)=| O B O]
0 5ﬁ(z')T I,
e di conseguenza:
AT 0 0
(Dif 0L = 0 e O
0 (DT T
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Passando alle norme:

2

0%h
(D1f%(2,0,1,0) 7! <1+ ‘ap T<1+MT

dove
0%h

M > |—
7

Dr’altro canto

|D290(£L',O,I, 90)| = |6_AT| < 6—0’1T.

Cerchiamo di trovare delle condizioni su 7' affinche valga la condizione

sopra.
1

1+ MT) temnT < 1 = 01T — (r—1)log(1+ MT) > log4

= ZMT - (r—1)log(1+ MT) > log4 . (5.7)

M

Osserviamo che per ogni 3 > 0, vale la seguente disuguaglianza:

2
log(l+z) < Sz Vo> —

B2
Applicandola direttamente a (5.7) con 5 = ﬁ, otteniamo che per
M(r—1)% 2log4
T>max{8 (TQ ) , 8 }
o7 g1

si ha:

o1 01
— — — >
MT — (r—1)log(14+ MT) > 5 MT >
> log4.

In conclusione (tenendo in considerazione (5.5)), dobbiamo richiedere che

(5.8)

O'% ’ 01

12
T>max{8M(T 1) 210g4}.

2. E’ semplicemente una riscrittura in coordinate locali del lemma 5.2.1

O

Consideriamo ora il sistema hamiltoniano perturbato ed indichiamo con &, il
relativo flusso. D’ora in poi indicheremo con ’apice 0 le quantita relative al
sistema imperturbato e senza apice quelle relative al sistema perturbato. Co-
minciamo col dimostrare le seguenti stime, che ci permetteranno di confrontare

il comportamento del sistema perturbato con quello del sistema imperturbato.
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A tal fine useremo la seguente disuguaglianza detta disuguaglianza di Gronwall,
per la cui dimostrazione rimandiamo ad un qualsiasi testo di analisi matematica
(ad esempio [16]).

Lemma 5.2.3. (Gronwall)
Siano T un intervallo, 6, « € (0,400) e g € C(Z) una funzione continua e
positiva tale che per un qualche ty € T si abbia

/t:g(T) dr

gt) <6 +a VteT.

Allora, per ogni t € T si ha

g(t) < Jeclt—tol

Applichiamola ora ai nostri scopi per ottenere le stime sopra accennate.

Proposizione 5.2.4. Siano ®Y(-) e ®,(-) rispettivamente il flusso imperturbato

e il flusso perturbato. Indichiamo con

0%h
M > max{|A|, EYe) }7
Ml > |DHl|a
M2 Z |D2H1‘ )
93h
My > |—
°o= ’813
Allora, per ogni |t| <T abbiamo:
|80(z) — ®y(x)] < eMTeMT,
|D®Y(z) — DOy (x)] < eMyTeM:T.

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare la prima di queste disuguaglianze.

L’idea & quella di scriverci tali flussi in forma integrale:

@g(xay,jasp) - (I)t(xvy7]790) =
= (I)g(x’y’l’(p) - (1)0($,y7l,(70) +

+ [ (@0 1.0) - F(@s(ap.1p)) ds =
B /o [FO(®0(z,y,1,0)) — FO(Ru(z,y,1,0))] ds +
+ [ [P0 1.0) - F(@, (0. 1.9))] s

dove abbiamo indicato con F° e F i relativi campi vettoriali hamiltoniani,
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associati ad Hy e H; cioé:

0H
ATx + 5871(1.7:% Ia 90)

ATz
—Ay —Ay—eb(x y, 1, )
Fo(x,y,I,gp) = 0 € F(‘T7y7[7<p) = aHlam o
oh —€ a(p (xay7]750)
a1 oh . OH,
aI(I)+€ aI (x’y7]7@)

Passando alle norme otteniamo:
09 (2,y, 1, 0) — Pi(z,y, [, )| <

T
< ‘DFol/ |(I)(s)(xay7l7@) - ®5($7yala@>|d8+€|DHllT <
0

T
ST+ M [ 80T ) — @010 ds
0
da cui, applicando la disuguaglianza di Gronwall:
|q)?({£, Y, I, 90) - (Pt(xv Y, Iv 90)| < ngTe]VIT .
Per ottenere la seconda disuguaglianza relativa al flusso linearizzato, procediamo
in maniera analoga:
Dq’?(%@/;—’a@) - Dq)t(x7y7l7(p) =
= D(I)g(xvya-[a@) - D@O(x,y,l,cp) +

N / [DFY(D3Y(x,y.T,¢)) — DF(D,(x,y.T,¢))] ds =
- /t [DFY(D®}(2,y,1,¢)) — DF*(D®y(x,y, 1, ¢))] ds +
0

+ [ [DP(D®(z.0.1.9) ~ DF(D®.(a..1. )] ds

dove abbiamo indicato con DF° e DF i relativi campi vettoriali hamiltoniani
linearizzati associati ad Hy e H.

Passando alle norme otteniamo:
|Dq)?($7y717 @) - D(I)t(x7y7lu 90)‘ S

T
< |D*Ry / D80 (2,5, I, p) — DBy (i, y, I, 5)| ds + <| D2HL|T <
0

T
S€M2T+M3/ |D(I)S(x’y7lag0)_D(pé(xvyala(pﬂds
0

da cui, applicando la disuguaglianza di Gronwall:

|D(I)(t)(x7yala 90) - Dq)t(l’;vaSD” S EMQTQMBT .
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Corollario 5.2.5. Per ogni 0 < A < % esiste un € sufficientemente piccolo

tale che:

o7 (N/\l‘?[lT(D'z)) = N)\IDS ’

Dimostrazione. Questo risultato segue immediatamente dal lemma 5.2.1 e
dalla proposizione 5.2.4. Denotiamo con y(t) ’evoluzione delle coordinate y
rispetto all’azione del flusso del sistema perturbato e con 3°(¢) ’evoluzione ri-
spetto al flusso imperturbato. Affinché sia soddisfatta la condizione sopra, si

dovra avere:
A
w(T)| < [y(T) = y°(T)| + |y°(T)| < eM TeM™ + B

e di conseguenza la condizione da richiedere sara:

eMTeMT < % .
Dobbiamo ripetere un ragionamento analogo anche per le coordinate z ed I:
()] < [o(T) = (D)) + 2°(T)| < eMyTeMT 4 22
- eMTeMT < % ,
e
I(T)—Io| < |I(T)—1I°(T)| + [I(T) — Ip| < eM Te™" + %
= eMTeMT < %

Mettendo insieme le tre condizioni trovate e ricordando che A\ < p;, otteniamo:

4e M TeMT < min{py, \} . (5.9)
O

Anche per il flusso perturbato (considerato al tempo T') possiamo introdurre

una rappresentazione in coordinate locali, data da:

N)‘|D3

D2)

(I)T : N/\"?O,T(

(m)y717@) — (fl(x’y7I7(p)’g(x7y’I’@)7fQ(x’y7I7<P)’f3(‘r7y7I7S0))

e analogamente a quanto gia fatto, abbrevieremo la notazione indicando

f(z,y,1,0) = (fl(x,y,I,go),fg(x,y,f,go),fg(x,y,l,go)).

Vale inoltre il seguente lemma:

Lemma 5.2.6. Sia n > 0 fissato. Allora per ¢ e \ sufficientemente piccoli,

valgono le sequenti stime per (x,y,1,p) € Ny|_, :
@ 1 (D2)
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1. perogni 0 <k <r—1

B 1
|(D1f(x,y,l,<p)) 1|k|D2g($,y,I,<p)‘ < 5;

lg(z,y, 1, 9)| < A;

|Dlg(xay717@)| <n.

Inoltre esiste una costante QQ che limita dall’alto le norme delle derivate parziali
di f°, ¢°, f, g e di (D1f)~" sull’insieme Ny.

Dimostrazione. 1. Usando la proposizione 5.2.4 otteniamo:
1D2g"(w,y, 1,0)| < |D2g"(w,y, I, )| + eMoTeMeT
Inoltre, imponendo la condizione

< eMTeM,TeMsT =

— eMyTeMs+MT

N |

ricaviamo la seguente stima:

|(D1f(2,y,1,9) 7t =

= |(D1f(x,y,1,9) = D1 f(x,y,1,0) + D1 fO(x,y,1,0)) | <
[(D1fO(,y,1,9)) (1 + 2e My TeMs H20T) <

(D1 f(,y,1,0)) 7| + 2eMpTel Mo +2A0T

IA

IN

e quindi, per 0 < k < r:
|(D1f($7yala @))_1|k|D29($ayaL 90)‘ <

k
< (I(DL @y 1,9) 7 4 2eMyTe M 20T )
’ (|D2go(xv Y, I7 90)| + EMZTeJW?’T) .

Per semplificare la notazione indichiamo:

|(D1f0(x7yala @))71| )
|D290($7%I>¢)‘ = ‘e_AT| )

25M2T6(M‘°’+2M)T .

)
Il

ax
|
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Con queste semplificazioni, usando il lemma 5.2.2, otteniamo:

|(D1f('r7yvlvw))il‘ku)&g(xvyv]v ¢)| <
<(a+8Fb+e) =
k

_ AR DR
g%ﬁgjﬁwf (b+¢)
k k
_ Ip)\ek—i Jek—i <«
2 i - TGRS +£§)ﬂ( /b <
1o~k ok
k— k—
SZ;OJ'(/«—J)'& J+€;J'(k A
1 ko € k_
31(1‘*‘5) +@(1+§) =
L k §
31(1‘*‘5) (1+5)§
< ieklog(1+§)+log(1+%) <

1 3

— (T—1)5+3 <
46 -
L (=141
< -—e 65

4

IN

Quindi dovremmo richiedere la seguente condizione:
1 1
=D+ <9 — <(r -1+ b) & <log2

che ¢é soddisfatta, ad esempio, imponendo

(r-n+7)¢

1
<5 = A=)+ [T )M TN DT <
= A((r—1) + " D)eMyTeMs+2MT (5.10)

2. Questa proprieta é una riscrittura in coordinate locali del corollario 5.2.5.

3. Usando la proposizione 5.2.4 e ricordando l’espressione del flusso non

perturbato:

|D1g(x,y, I, ¢)| =
= [Dig(z,y, I, ) — D1g°(z,y, I, 0) + D1g°(z,y, I, )| <
< |Dig(,y,1,0) — D1g°(x,y,1,0)| +
+|D1g°(z,y,1,0)| <
< eM,TeMsT 4 |e_ATy\ <

< 5M2T@M3T + e_‘”T)\;
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quindi la condizione da richiedere sara:

eMoTeMeT =T\ <. (5.11)

Per quando riguarda l'ultima parte del lemma, basta osservare che:

ID1f%(z,y.1,9)| < max{e™”, 14+ MT} <M,
Do fO(z,y, I, 9)] = 0,
[D1g°(z,y.1,0)| = 0,
1D2g°(z,y, L0)l <,
(D1 fOz,y, 1, 0) 7 < max{le™T|, 1+ MT} =1+ MT < M7

(abbiamo usato che |A| = oy < M). Ora, usando la proposizione 5.2.4 ottenia-

mo:

|D1f($7yal (P>| < eMT‘FSMQTeMST’

|D2f(!1,'7y,l7 90)| < €M2T€]V[3T,

|Dig(z,y, I,0)] < eMyTesT

|Dag(z,y,1,0)] < n+eMTeM™,

|(D1f(z,y, 1,0) 7Y < eMT 4 2eMyTeMs+2M)T
Quindi é sufficiente prendere
Q = eMT 4+ 2e My T M 2T (5.12)

con 'ulteriore condizione (tra l’altro banale, visto che stiamo pensando ad 7

come ad un parametro sufficientemente piccolo) che n < M7, O

Dimostrazione geometrica della conservazione locale di W* (M)

Consideriamo ora lo spazio delle sezioni di NMDl che denoteremo con S. In

sostanza, ogni u € S altri non é che un’applicazione

w: Bep(0) x Bez (I) x T — R
(@, 1,0) — ulz, 1)

tale che
(z,u(z, I,9),I,¢) € Ny, per ogni (z,0,1,¢) € Dy,

quindi la possiamo vedere come un’applicazione da Dy C W*(M) in un suo
intorno, considerando la naturale inclusione di W*(M) in R! x R* x T*; per

tale motivo spesso vedremo tale sezione direttamente come un’applicazione da
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D+, evitando eccessi di notazione. Osserviamo inoltre che la sua immagine in
)
R27~F x T* ¢ una varieta avente la stessa dimensione di W*(M).

Definiamo, qualora esista finito, la costante di Lipschitz associata ad u, come
I _ Ly
Lipu = sup lu(z, I, ¢) u(,337, ,ip)l’
(z,1,9)# (2’ I",¢") |($71790)_(x7[790)|

(z,1,9), (2/,1",9")eDy

e denotiamo lo spazio delle sezioni con costante di Lipschitz §
Ss={ueS: Lipu<d}.

L’immagine in R?"~* x T* di ognuna di queste u € Ss & una varieta lipschitziana
avente la stessa dimensione di W*(M). Notiamo che se § = 0, allora u ¢ una

porzione di iperpiano (2k +[)-dimensionale parallelo all’iperpiano delle (z, I, ¢).

Arriviamo ora alla parte principale della nostra costruzione, che ci permettera
di dimostrare la sopravvivenza della nostra varietd. Il metodo che useremo é
un metodo puramente geometrico simile a quello sviluppato da Hadamard per
provare 'esistenza delle varieta stabile e instabile associate ad un punto fisso di
un diffeomorfismo. Nel nostro caso tale varietd verra costruita come grafico sul
sottospazio definito da W*(M).

Vogliamo definire quindi la trasformazione grafico: questa mappera Ss in S5 e
verra costruita a partire dalla dinamica del nostro sistema, in modo che i punti
fissi di questa mappa corrispondano a varietd invarianti (in un senso che spieghe-
remo meglio in seguito) per il sistema perturbato. Per tale costruzione avremo
bisogno del seguente risultato che ci permettera di definire la trasformazione

grafico.

Proposizione 5.2.7. Sia i(z) = x la mappa inclusione di Dy in RFFTL x Tk,
Allora esiste un intorno T di i nello spazio delle funzioni lipschitziane da Ds in
R¥+ x Tk, con la topologia indotta dalla norma Lipschitz, tale che ogni x € I:

1. x é una mappa iniettiva;

2. Dy C x(D2) C x(D2) C Ds.
Dimostrazione. Denotiamo con Lip(Ds) lo spazio delle funzioni lipschitziane
da D, in R™ x T*, dotato della normas:

|flLip = sup [f(p)| + sup M
pED2 p#p’ lp —p'|

Consideriamo una sfera di raggio 8 intorno all’inclusione i:
Bg(i)={f€ Lip(D2): |f —ilLip <0}

Troviamo ora delle condizioni su § in modo che valgano le proprieta richieste.
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1.

Supponiamo che p, p’ € Ds, con p # p’. Allora, usando il fatto che

X € Bg(i)

possiamo concludere che la funzione x — ¢ ha costante di Lipschitz minore
di 4. Quindi, richiedendo semplicemente che 8 < 1, otteniamo:

Y

li(p) —i(p")l = |Ix(p) —i(p)] — x(p") —i(»")]| >
> (1-B)p—11>0

Ix(p) = x(@)]

e quindi abbiamo mostrato l'iniettivita.

. Mostriamo ora che

X(DQ) cU

dove U & un insieme aperto, ben contenuto in D3 (cioé¢ U C D3). Indi-

chiamo con (x1, X2, Xx3) le tre componenti di x. Avremo:

iz, L) < |xalx, Le) —z[+ |2 <

pl th. 5
< B2,
< B+ 5 Spl
quindi dovremo richiedere
P1
< —.
p 8
Analogamente:
|X2(xa13@)7-[0| < |X2(CE,I,QD)*I|+|I*I()|§
p2 th. 5
< 2z
~ ﬂ + 9 8/)2 )
quindi dovremo richiedere
P2
< —.
p 8

Vediamo invece la condizione da imporre affinché:
X(’Dg) D) 'Dil

Studiamo I'immagine dei punti sulla frontiera di un disco D compreso tra
D: e Dy. Sia (x,1,p) € 0D, cioé tale che

_ 3p1
3
11, = 52

e mostriamo che 'immagine di tali punti é ancora “compresa” tra tali
dischi.

Osserviamo che:

Y

|CE| - |X1(x7[790) 71" >
3 th. 5
3p1 5

8 16’

|X1(ZL’,I,§0)|

v
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quindi dovremo richiedere

P1
< —.
b 16
Inoltre:
|X2($717@)_IO| > |I_IO|_|X1(1‘7I790)_I|Z
3p2 th. 5p2
> == _p> 2
- 8 16
quindi dovremo richiedere
P2
< —.
g 16

Ora osserviamo che y & una funzione aperta: questo é conseguenza del

seguente risultato, per la cui dimostrazione rimandiamo a [62]*:

Teorema. Sia X uno spazio compatto ed Y uno spazio di Haussdorff. Se
f: X —Y

e un’applicazione continua allora f é chiusa. Se f é continua e biunivoca,

allora f & un omeomorfismo.

Definiamo, quindi:
E, =D1nx(D) e E, =D\ x(D).

Inoltre per quanto abbiamo appena visto nessun punto della frontiera di

D viene mandato in Dy, quindi possiamo tranquillamente cosiderare x (D)
nella definizione di E; ed E5. Osserviamo ora che Dy é aperto e X(ﬁ) é
un compatto, quindi Fs € aperto; inoltre anche F; é aperto. Per le ipotesi

fatte su 3 sappiamo che E; # (); infatti:

|X(07]0as0) - (07]0790” = |X(07]0as0) - 1(07]0#»0” S
. P1 ,02}
< —, — .
< A< mln{ 1 2
Quindi:
Dy =F1 UE,

¢ un insieme connesso, unione di due insiemi aperti. Poiché E; # 0,

possiamo concludere che

Ei =D, — D, C X(D) .

2In realtd di pud dimostrare un risultato pitt generale che richiede un background piu
avanzato (la teoria del grado) e per la cui dimostrazione rimandiamo a [21] e [19]:

Teorema. Sia Q un aperto di R* e sia
f:Q—RF

una funzione continua e iniettiva; allora f é una funzione aperta.
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Riassumendo, la condizione finale da richiedere sara:

. P11 P2 }
P2
5<mm{16’ 16’

Utilizzando questa proposizione si pud dimostrare il seguente risultato:
Proposizione 5.2.8. Sia 7 la mappa proiezione sulla fibra, cioé
m: Ny — W*M)
(@,y,1,0) — (2,0,1,¢).
Definiamo Uapplicazione
XEWO(I)Toﬂoq)(iT
dove G = (x,u(z,I,9),1,p); scritta in maniera pit esplicita:
X(2,0,1,¢) =7 [2r(e Tz, u(® 1 (2,0,1,¢)), I, —w()T + ¢)] .

Allora esistono X\, € e § sufficientemente piccoli, tali che per ogni u € Sy si

abbia:

1. Dy C x(D2) C x(D2) C Ds.
2. Ogni punto in Dy é immagine di un solo punto di Ds.

Dimostrazione. Basta far vedere che per valori sufficientemente piccoli dei
parametri, possiamo rendere x arbitrariamente vicina all’identita, nella norma
di Lipschitz sopra definita. Infatti, usando la proposizione 5.2.4 e ’espressione
del flusso imperturbato (e osservando che la componente f° non dipende dalla

y:
IX(,0,1,¢) = (2,0,1,¢)| =
= |r[®r(e” Tz, u(®1(2,0,1,¢)),I,—w(I)T + )] —
-7 [@%(67AT$, u(<I>(lT(x, 0,1,0)),I,—w()T + go)] | <
< leTeMT.

Ci rimane da stimare la costante di Lipschitz della funzione y — ¢. Utilizzando
la rappresentazione locale del flusso al tempo T', abbiamo:

IX(@,0,1,¢) = (2,0, 1, ) = x(2/,0,I',¢") = (2,0, 1", ¢')| =
= | fla(@ 1 (2,0, 1,¢))] = fOla(@27(2,0,1,¢))] —

— fla(@2 7 (2,0, I, ")) + fOla(@2p (2,0, I',¢"))]| <
IDf = DfO|[a(®L 1 (2,0, 1,)) — a(®%p(z',0,1',¢"))| <
IDf = D[ (I(2,0,1,¢) = («',0,1'¢") |+
+u(@ 7 (2,0, 1,9)) —u(®p(2',0,1',¢"))|) <
20(|Df = DfO||DL 7)) [(2,0,1, ) — (2',0,1', ")

IN

IN

IN
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In conclusione, la costante di Lipschitz di tale funzione é stimabile nel seguente

modo:

IN

20|Df — Df°||D®% 7| <
20QeMoTeMsT <
< 25M2T6M3T ,

Lip (x — 1)

IN

dove abbiamo imposto I'ulteriore condizione

sQ<1. (5.13)

Quindi, affinché la funzione y appartenga all’intorno di ¢ individuato nella
proposizione precedente, si dovra avere:

2e max{ My, My} Tem> MM} iy {%, %, 1} . (5.14)

O

Diamo ora un’interpretazione geometrica di tale risultato. Come conseguenza
della precedente proposizione, abbiamo che se u € Ss (cio¢ & un grafico su Dy),
allora I'evoluzione della sua immagine attraverso il flusso perturbato al tempo
T, pud essere ancora vista come un grafico su D;. In altre parole, I'immagine
di una sezione u non pud ‘“ripiegarsi” e diventare multivoca. Spieghiamo cid
in maniera piu precisa. Supponiamo che p = (2,0,1,¢) e p’ = (2/,0,I',¢")
siano due punti distinti di D; e sia u € Ss. Allora u(®°,(p)) e u(®°,(p"))
sono ancora due punti distinti nel grafico di u (che da ora in poi denoteremo
con graphwu). Consideriamo ora ®p(graphw) e, in particolare, analizziamo il
“destino” dei due punti u(®° ,(p)) e u(®° 1 (p')). Se i due punti @7 (u(P° ,(p)))
e &7 (u(P°,(p'))) avessero la stessa fibra avremmo che:

x(p) = w[@r(e Mz, u(@r(p), I, —wI)T + )] =
= 7w [2r(e M u(@Lr (). I —(DT +¢)] = x(v)

e di conseguenza, per la proposizione 5.2.8, si avrebbe che p = p’, contraddicendo

I’assunzione iniziale.

Percio la proposizione 5.2.8 implica che per A, € e § sufficientemente piccoli,
& (graphu) é un grafico su D; e quindi gli possiamo associare una sezione in
Ny che denoteremo Gu.

Da cio segue che per A\, € e ¢ sufficientemente piccoli, possiamo definire la

seguente mappa:

G:Ss — S

u — Gu
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che possiamo scrivere in coordinate locali. Consideriamo, infatti, la mappa

),
)

(z,u(z, I, 0),I,0) — (filz,ulz,1,9),1,¢), g(x,u(x,I,¢),I

) P
fg(.’E,'LL((E,I,QQ),I, Qo)v fg(l',u(l',f, 30)71790

che descrive "immagine di un punto in graphwu sotto ’azione del flusso per-
turbato al tempo T'; quindi, I’espressione in coordinate locali di Gu sard data
da:

Gu(f(z,u(z, 1, p),1,¢) = g(x,u(x,I,9),1,p).

La condizione affinché graphu sia invariante per I’azione del flusso perturbato
al tempo T ¢ (espressa in coordinate locali):

u(f(z,u(z, I,0),1,9) = gl ulz, 1,¢),1,¢),
che ¢é anche la condizione affinché v sia un punto fisso per G.

Quello che mostreremo é che
G:S; — S

ha un unico punto fisso, che chiameremo u e che graph u é una varieta lipschitzia-
na (localmente) invariante rispetto al flusso perturbato. In seguito, studieremo

la regolarita di tale varieta.

L’idea che seguiremo ¢ la seguente: dimostreremo che G é una contrazione da Ss
in sé e poi applicheremo il principio delle contrazioni per concludere l'asserto.

D’ora in avanti, useremo la seguente notazione:

A= Dig(z,u(z, I, 9),1,¢),
B = Dag(z,u(z, 1,¢),1,9),
C =Dy f(x,uz, 1,9),1,0),
EEDgf(x,u(x,I,tﬂ)aIa@)~ (5.15)

Quindi i risultati del lemma 5.2.6, possono essere riscritti nella seguente forma:

\Al, B, |CI, |IC7Y, |E| < Q,

Al <,

|

B _

1Bl <3,

L 1

|B||(J*1\’“§5 E=1,...,7—1. (5.16)

Cominciamo con la seguente proposizione:
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Proposizione 5.2.9. Pere, )\, § ed n suffcientemente piccoli:
G:S; — Ss
cioe, per ogni u € Sy si ha che:
[(Gu)(§) = (Gu)(&)] < 0§ — ¢
per ogni &, &' € Dy.
Dimostrazione. Ricordiamo che:

3 fla,ule, 1,¢).1,0)
gl = f(z/’ u(x,7 I/780/)7I/780/)'

Come prima cosa otteniamo un lower bound di |{ — £’| in termini di
|(l‘,[, 90) - ($/7I/750/)| :

Osserviamo che:

£ —¢l

|f(ac7u(x7]7ap),f,g0) - f(x/ﬂu(xlvllv@/)vllv@/” >
|f(:c,u(x,[, 90)7Ia 50) - f(x/au(xa Ia 90)7 I/’ 90/)| - (517)
|f($/, ’U(ll:, Ia 90)’ Il? QOI) - f(z’,u(x',]’, @/)71/7 (pl)| .

Y

Stimiamo separatamente i due termini, trovando un lower bound per il primo e

un upper bound per il secondo:

e Osserviamo che, usando il teorema di Lagrange, possiamo concludere che:

(z,1,0) = (2, I', )| =
= |(,ulz, I, p), I, ) — (' ulz, I,p), I',¢")| <
<N @ ul@ 1), 1,0) = fHFE u(a, 1), I ¢')| <
<|CTYIf (@ ule, 1,9),1,0) — f(a ulx, 1,0),1',¢")|.
Quindi:
|f(@,u(@, I, 0), I, 0) = f(@ ula, Lp), I', ") > (5.18)
<O @ L) — (2, T, ¢)] (5.19)

e Per il secondo termine si procede facilmente usando Lagrange e la lipschi-
tzianeita della sezione wu:

|f(x,7u(1'717(p),]/390/) - f(x/vu(xla-[lv(p/)a-[lv(p/” <
< |Ellu(e, 1, ¢) = u(@', I',¢')| <
< 3Bz, I,0) — (', ', ¢")].
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Mettendo insieme le due stime precedenti, otteniamo da (5.17) che:

=& = (CTT =8B (2, 1 p) — (@, 1',¢")] =
= (TN = SIEICT (@, 1, 9) = (2 )] =
2 |é_1|_1(1—(5Q2)|($,I,<p) - (x/7I/7(pl)‘7 (5'20)
imponendo naturalmente la condizione
1

5Q* <1 = 5<:@5. (5.21)

Concludendo (usando Lagrange e la stime precedenti):
(Gu)(§) = (Gu)(&)] =
= lg(z,u(z, I,¢),I,¢) — g(z’ u(@’. I',¢"), I', )| <
< |g(:E, u(xa I> QD), I, QD) - g(x/’ u(% I> 90)7 Ilv 90/)| +
+ |g(x/7 U(l‘, I7 @)7 I/’ ()0/) - g('r/? u(x', I/a ()0/)7 I/a (pl)| <
(

< (Al +68|B))(z, I, 9) — (/, T',¢)| <
< (A+aB) 1L~ e <
- 1—-0Q? -
+4|B|)|C1
L wrABDICT
1-4Q
da cui, richiedendo le condizioni
1—5Q2>§ — 5< L (5.22)
4 ~ 4Q2 )
e
Q< o = < o (5.23)
TS UNTs) ‘
otteniamo
(n+d|BPIC™ _ §+3
< = .24
oz = 3 ° (5:24)
e quindi abbiamo dimostrato 1’asserto. O

Vogliamo dimostrare ora che G & una contrazione su S5 con la norma C°.

Proposizione 5.2.10. Per valori sufficientemente piccoli dei parametri e, A, §

ed n, G ¢ una contrazione sullo spazio Ss con la norma C°.

Dimostrazione. Siano u, v’ € S5 e £ € D; assegnati. Scegliamo due punti
(z,1,¢) e (', I',¢") tali che:

§= f(m,u(x,[,gp),[, <P) = f(x/7ul(xlall790/)7ll7§0/) :



5.2 Persistenza dei tori parzialmente iperbolici 209

Consideriamo inzialmente la seguente stima:

[(Gu)(§) — (Gu) (&) =
= |g(x,u(x,], ()0)’[7 90) - g(a?/,u/(x',l’,<p’),l’,<p’)| <
< |g(m,u(:v71,go),l, <P) - g(ml,u(x,f,go),fl,(p/” +
+ |g(xlvu(1'71790)71/a90/) - g(xlvu(xlvjlﬂpl)vjlaw/” +
+ |g($/7u(x/71/a¢/)71/a§0/) 7g(xlvul(x/a1,790/)51,790/” S
< |All(x, I,9) = (2, I, ") +
+|Bllu(a’, I, @) — ' (2, I )| +
+ |BH’LLI($,I,()0) - u/(x/,fl,(plﬂ <

A . 1
< ([Al+ B, L) = (@ ', @) + Glu— | <
) 1
<+ @ L) = (@ 1) + Slu— o] (5.25)

Vogliamo ora stimare |(x,I,¢) — (2/,I’,¢’)| in termini |u — u/|. Dalla (5.18)
abbiamo:

|f(:c,u(x,[,go),],cp) - f(x/7u(x7]790),1/a<)0/)| Z
> O (2, 1) — (2, T, )]
inoltre
[f@@ (@ 1), I, @) = f(a' ula, 1,0), I, ¢')| <
< |f('rl7ul(z/a1/7@,%[/7@,) - f(z/?u,(x7]7¢)7lla(pl>| +

+ |f(a! (@, 1,9), T, ") — fla,ulz, I,9),1,0)| <
< O|E||(z, 1, 0) — (2, I, )| + | E||u — '] .

Mettendo insieme queste due stime e usando il fatto che
f@ (@, 1,0), I, @) = f(z,u(z, I,9),1,¢)
otteniamo:

IC7 (@, 1) — (2, I, ¢)| <
< 8|E||(x, L) — (', ', @) + | Ellu — /|

o equivalentemente:

(ICTH =B, I, 0) — (2", ') < | Ellu— |
2

= (&, L) - (@ I',¢) < u—/]. (5.26)
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Concludendo, da (5.25) e (5.26):

(0O - GO < ({55 g ) -l

quindi affinché si tratti una contrazione é sufficiente richiedere

n+Q
1—6Q2

1

2
< .
@ 2

Tale condizione si pud semplificare osservando che per la (5.24) abbiamo che:

n+06Q

m@2<5Q7

quindi ¢ sufficiente richedere la condizione

26Q < 1. (5.27)

Abbiamo ora tutti gli strumenti per concludere il risultato che volevamo:

Corollario 5.2.11. Esiste un’unica u € S tale che
®, (graphu) D graphu
per ogni t > 0.

Dimostrazione. Osserviamo che Ss € uno spazio metrico chiuso rispetto al-
la, convergenza C°, quindi, applicando il principio delle contrazioni, possiamo
concludere che G ha un unico punto fisso, che chiameremo u. Procedendo ana-
logamente a quanto gia fatto per la proposizione 5.2.8, si dimostra che per ¢ > 0
sufficientemente piccoli

®4(graphu) N Ny,

é ancora il grafico di un elemento u; € Ss. Inoltre, poiché u é un punto fisso di
G, abbiamo:
graphu C ®r(graphu)

e percio
O, (graphu) C 4(Pr(graphu)) = O (P:(graphu)) .

Mettendo insieme queste due espressioni e usando il fatto che G ha un unico
punto fisso, otteniamo che:

Uy = U.

Tterando indefinitivamente questo fatto, otteniamo la tesi per ¢ > 0. O
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Osservazione. Osserviamo che la proposizione precedente, ci dice che la varieta
trovata é negativamente invariante, nel senso che é invariante per ’azione del
flusso all’indietro nel tempo. Inoltre, abbiamo dimostrato che per ogni ¢ > 0, si
ha:

®¢(graphu) N Ny, = graphu. (5.28)

In particolare per ogni punto p € graph u, si ha che esiste un tempo tg = to(p) >
0 tale che
Pi(p) € Nxp,

per ogni 0 < t < ty; da cid possiamo concludere che
D, (p) € graphu

anche per 0 < t < tg. Diremo quindi che la nostra varieta é localmente invarian-
te, nel senso che le orbite originate in punti di graph u, la possono abbandonare

soltanto attraversando il bordo.

Quindi, abbiamo concluso I'esistenza di una varietd localmente invariante per il
sistema dinamico perturbato, ma gli argomenti fin qui usati non ci permettono

di concludere altro relativamente alla regolarita di tale varieta.

Regolarita

Vogliamo mostrare ora che la varietd appena costruita é in realtd piu che lip-
schitziana: ¢ C"~!. Osserviamo che tale varieta ¢ il grafico della sezione u in
R2"=F x T*. Se u fosse C', potremmo denotare con Du la sua derivata: questa

associerebbe a ciascun punto in D; una mappa lineare da R**! x T* in R%:

Du € C° (Dy, LR x T, RY)) .

Sia quindi v = Du e consideriamo la norma (che induce la convergenza uniforme)

[v] = sup [v(p)];
pEDy

lo spazio C° (Dy, L(R*! x T*,R")) con tale norma ¢ uno spazio completo e la
topologia indotta & quella della convergenza uniforme.

Ecco la strategia che seguiremo per dimostrare che la v ¢ C"1:

1. Prima dimostreremo che la v & C', nel seguente modo:

(a) ricaveremo una equazione formale che Du deve soddisfare per essere
1.
a5
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(b) useremo un procedimento iterativo ed il principio delle contrazioni,

per mostrare che una soluzione di tale equazione esiste;

(¢) mostreremo che la soluzione cosi trovata ¢ proprio la derivata di u.
2. Usando gli stessi argomenti in maniera induttiva mostreremo che u & C" 1.

Ricaviamo ora questa equazione formale che la derivata deve soddisfare. Ricor-

diamo che in coordinate locali la u soddisfa la seguente relazione:

u(&) = g(m,u(w,[,ap),[,gp),
dove
§= f((E,’LL((E,I,Qﬁ),I,QO).

Differenziando formalmente queste due espressioni, otteniamo:

(Du)D{ = Dlg(xau(x»Iaw)aIv 90) + Dgg(amu(LL@),I,@)Du(x,[, SD)

D¢ = Dy f(z,u(@,1,9),1,0) + Daf (z,u(z, I, ¢),1,0)Du(z, I, 0) .
Combinando queste due espressioni troviamo
Du(g) = [Dlg(x,u(x,l, 90)71790) +Dgg(x,u(x,f, 90)717 @)Du(x,l, 4,0)] .
[D1f (@, u(z, 1, 9),1,¢) + Daf (¢, u(e, I,¢), I, o) Du(e, I,¢)] "

e, utilizzando le notazioni introdotte in (5.15), otteniamo una forma pitt com-
patta:

v(€) = [A+ Bu(a, 1,9)][C + Bv(z,I,9)] ! = Hu(€) . (5.29)
Quindi, ’equazione funzionale che la derivata di u deve soddisfare é:
o(€) = Ho(€). (5.30)

Possiamo risolvere tale equazione attraverso il seguente schema iterativo:

v(§) =0
{ Unt1(§) = Hup(§) . (5.31)

Mostreremo che (5.31) ha un unico punto fisso e che tale punto fisso é proprio
la derivata di u. Questo avverrad in due steps: prima mostreremo l’esistenza di
un punto fisso, attraverso un procedimento iterativo; dopo mostreremo che tale
punto fisso é la derivata di u, usando direttamente la definizione di derivata.

Cominciamo col sviluppare tale metodo iterativo attraverso una serie di propo-

sizioni.
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Proposizione 5.2.12. Per e, §, A e n sufficientemente piccoli si ha che
lon] <6
per ogni n.

Dimostrazione. E’sufficiente dimostare che |Hv,_1(£)| < , per ogni & e per

ogni n.

e Ovviamente & vero per n = 1: infatti vg = 0 e quindi usando la condizione
(5.23):

Aa )
Hug =416 < Qn < 5.

e Supponiamo che |Hv,(§)| < 0 per ogni £ e dimostriamolo per |Hvy,41].

Per definizione:

Un+1 = Hv, =
= [A+ Bv,][C + Ev,) "' =
= [A+ B[l + Fv,C717 10}

ed otteniamo
Vns1] < |A+ Bu||[CTH|[I+ B, 7Y

Usando (5.16) e (5.22) ricaviamo:

k
I+ Ev,C77 < Y |Ev, O <
Jj=0
k
< DR =
=0
Q% 2
< : .
1+1_5Q2_1+25Q, (5.32)
quindi
o] < (JA|+68|BNICTH1 +20Q7 <

IA

(@n+3)(1+250?) =

o
nQ+20Q%) + 5 +8°Q <5

dove abbiamo usato la condizione (5.23) e richiesto:

5Q? < é. (5.33)
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O
Useremo questo risultato nella prossima proposizione, che rappresenta un fatto
di cruciale importanza per la riuscita del metodo iterativo.

Proposizione 5.2.13. Per e, §, A\ e n sufficientemente piccoli si ha che

3
|Un+1 - Un| < g‘vn - Un71|

per ogni n.
Dimostrazione. Infatti, usando (5.32) e (5.33):
‘Un-‘rl _Un| = |an_HUn—1| =
[A+ Bv,)[C + Ev,) ™t — [A+ By 1][C + Ev,q] 7t =
= |[A+ Bu[C + Bu,) ™ ([é + Bu,_1] — [C + Evn]) :

[C+ Ev,q) 7t + ([A + Bv,] — [A+ an_l]) :

- [C+ Evn—l]_l‘ <

< H|E[lvn — vaa||CTH D [Bvp 1 O +
J>0
+ [Bllon = va—aICT Y [Evar O <
320
< (BB + BNICTH(L +20Q) v — va—1] <
1
< (5 +6Q*) (1 +26Q%) vy, — vp_1| <
1
< 2(1 +6Q*) vy —vp_1| <
< L 1+i 2| | <
= 2 16 Un Un—1| >
3
<

5‘7]n - 'Un—1| .

Segue quindi il seguente corollario:

Corollario 5.2.14. La successione {v,}, converge ad una soluzione v, ed
inoltre v soddisfa ’equazione:

v=Hv.

Dimostrazione. Per la proposizione 5.2.13, la successione {v,} ¢ di Cauchy.
Poiché C° (’D3, L(RF x TF Rl)) ¢ uno spazio metrico completo (con la metrica
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indotta dalla norma considerata), allora la successione di Cauchy converge ad un
elemento v in tale spazio. Per costruzione v soddisfa tale equazione funzionale.

O

Dobbiamo ora dimostrare che v ¢é la derivata di u.

Prima di procedere oltre, dimostriamo il seguente lemma.

Lemma 5.2.15. Supponiamo che v(a) sia una funzione non negativa, non

decrescente e che soddisfi la sequente disuguaglianza

7(a) < av(Ba) +r(a)

dove a é piccolo, 0 < a<1le

ili% r(a) =0.
Allora:

lim y(a) = 0.

a—0

Dimostrazione. E’ conveniente distinguere due casi: i) § <1 eii) 8 > 1.

i) In tal caso abbiamo:

e quindi

Y(a) <
da cui segue immediatamente che

lim v(a) = 0.

a—0
ii) Cominciamo considerando la disuguaglianza
v(a) < ay(Ba)+r(a)
e creando n nuove disuguaglianze, ottenute sostituendo a con
af~t aB72,.. . af™"

e moltiplicando le disequazioni cosi ottenute, rispettivamente per
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Otteniamo:
a" (@Y < a"(a) +a" (e
" Py(af?) < o' My(afTh) + o Pr(aB?)
ay(ap= ™) < aPy(afm ) +ar(apm D)

v(aB™") ay(aB= ") +r(ap™").

IN

Osserviamo inoltre che

lim r(af™") =0,

n—oo

quindi esistono un ng = np(3) € N ed una costante Cy = Cy(5) > 1 tale
che per ogni a sufficientemente piccolo (ad esempio possiamo supporre
la| < & con § sufficientemente piccolo in modo che r sia limitata in [—4, d])
si abbia:

r@s™™) < [|r(ap™") per ogni n > ng,
[r(af™™)] < C’O\T(aﬁ_lﬂ per ogni n < ng .

Questi due fatti ci permettono di costruire la seguente catena di disugua-

glianze:
Y(ap™) < ay(af D) +rap ) <
< QQV(aﬁ_("_Q)) + ar(aﬁ_("_l)) +r(af™™) <
< a"(a) +a" e +a"2r(aB7H) + ...+ r(afT) <
< a™yla) +Cola™ P+ a2 4+ Dr(aBh| <
< a"y(a) + 12 jr(ag ™)

Passando ora al limite per a — 0 ed osservando che

lim y(af™) = limy(a),

a—0
in quanto si tratta di una funzione monotona non decrescente e quindi
ammette un limite (che & unico), otteniamo:
0 <lim~y(a) < «"lim~y(a)
a—0 a—0
e di conseguenza:

lim v(a) = 0. O

a—0
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Abbiamo sviluppato ora tutti gli strumenti per dimostrare il risultato che ci

interessa.

Proposizione 5.2.16. Per ogni p € Dy, Du(p) esiste ed é uguale a v(p).

Quindi u é una funzione C1(Dy).

Dimostrazione. Motivati dalla definizione di derivata, definiamo la seguente

funzione incremento:

v (071) — R

a +—— . Ss}lepD |u(§/) _|£U£€2/(|£ — €,)| )

0<|é—¢'|<a

Questa funzione é chiaramente non decrescente, in quanto estremo superiore su
una famiglia non decrescente di insiemi (al variare del parametro a). Usando il

fatto che u € Ss e la proposizione 5.2.13, abbiamo immediatamente che
~v(a) < 20,
e quindi ¢é sufficiente mostrare che

lim v(a) = 0.
a—0
Per fare questo useremo il lemma 5.2.15. Osserviamo che cio é sufficiente per

concludere la tesi; infatti:

u(€) = v(€)(€ =&

lim =0
le—¢/|—0 | —¢'|

implica proprio che v é la derivata di u.

Dobbiamo far vedere che sono soddisfatte le ipotesi del lemma 5.2.15, quindi

dobbiamo mostrare che:

[u(€) —u(§) — Hu(€)(§ — &) < [ay(Ba) + r(a)]|€ — ¢ (5.34)
per ogni |£ —¢&’| < a; da cio, applicando il lemma 5.2.15 segue immediatamente
I’asserto.

Analizziamo un piccolo dettagli tecnico. Sia & € D; assegnato e supponiamo

che
fif(i[’,u(l’,l,(p),j,gﬁ);

se scegliamo un d opportunatamente piccolo, allora per £’ € Dy, con |£' —¢&| < d,

esiste un punto in D; tale che

5/ = f(x/7u(xl7‘[l7 80/)7‘[/7 (p/)'
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Inoltre per compattezza si puod scegliere d indipendente da &. In altre parole
flx,u(z,I,p),1,p) & localmente suriettiva. Questo si puo facilmente verificare
usando il teorema delle funzioni implicite e il fatto che |(D;f)~!| & limitato.

Siano, quindi:

§
5/

flz,u(z, 1,9),1,p)
fa u(@, I, ¢"), T ¢,

tali che |€ — &'| <a < d.

Cominciamo con delle stime preliminari:

5/ *g f(xlvu(zlﬁllv(p/)’llv(pl) - f(z,u(x,[,gp),[, 90) =
O((x/71/’<p/) - (.23,], 90)) +
E(u(xlvl/ﬂol) - u(x,[, (P)) +

O(|(a".I',¢") = (z,1,9)%), (5.35)

+ o+

u@) —u@) = g u@ I f)I¢)—gla,u I, f),1,¢) =

A, I',¢') = (2. 1,9)) +

Blu(a',I',¢') —u(e, I, 9)) +

O(|(a",I',¢") = (x, 1, 9)]%). (5.36)

+ o+

Ricordiamo inoltre la disuguaglianza (5.20):

C1
1-0Q2

|(xv-[a§0) 7(:3/3[/790/)‘ S |575I| (537)

Osserviamo che ¢ possibile riscrivere (5.35) in una maniera piu utile:

¢—¢ = [C+EBu(, Lo, I',¢) - (x,1,¢) +
+ Elu, I, ¢) —u(z,I,p) —
— (@, L)@, I'¢") = (z,1,9))] +
+ O((@, I @) = (x.1,9)]%). (5.38)

Usando (5.36), (5.29), (5.38), (5.37), la definizione di v e la proposizione 5.2.12,
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otteniamo:
[u(€’) —u(§) — Hu(§)(§ = &) =

= |A((@', I, ¢") = (2, 1,9)) + Bu(a', I',¢') = ul(w, I,)) —
— [A+ Bo(a, 1,p)|[C + Ev(z, 1) (6 - &) +
+O0((@", I, ¢) = (2,1, 9)])| =

= JA((@, ', ¢') = (2, 1,9)) + Blu(@', I',¢') — u(x, I, ) —
— [A+ Bo(z,1,9)|[C + Ev(x,1,0)] 7"
[C+ Ev(x, L)', I',¢) = (x,1,9)) +
+ Elu(@’, I',¢") —u(z, I, 0) —v(@, L) (&, I',¢') = (2, 1,9))] +
+O0((', I',¢") = (2,1, ))*)| =

= |Blu(2', I',¢') — (@, I, )] = Bo(w, I, 9)(w, I, 0) — (', I', )] =
— [/1 + Bv(x,[, cp)][é' + Ev(mJ,cp)]‘l .
Blu(@, I',¢') = u(@, 1,¢) = o(z, L) (@, I',¢') = (,1,9))] +
+O0((', I',¢") = (2,1, 9)|*)| =

= {B—[A+ Bu(z,1,9)|[C + Ev(z, I,0)] 'E} -
u@ I @) =@, 1) — (@, L) (2,1, 0) — (2, I, )] +
+O0((a, I',¢") = (2,1, 9)])| <

< (1Bl + Qo) v(I(2, I, &) = (&, L)) |2, I, ) = (2, 1, 0) | +
+ Q(I(x’,l’,gﬁ —(z, Lp)*)| <

< LB 1) - LDl €1+
+O0((2", I',¢) = (2,1, )] (5.39)

11 nostro obiettivo ora, & scriverci tutto cio in una forma simile a (5.34). Defi-

niamo

Bl + Q4)|C~!
_ (B |1+_Q522|2 | (5.40)

ed osserviamo che per la (5.22) si ha:
(1B] + Qd)|CY|
1-6Q2
1 25
< X9
1-6Q2
bid

3
1

=1.

Definiamo inoltre
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ed otteniamo dalla (5.37) che:

(@, 1,¢) = (&', ', ") < Bl = €' < Ba. (5.41)

Poiché la funzione v che abbiamo definito é non decrescente, possiamo conclu-
dere che

7(‘(37/71/790/) - (wv]vw)l) < V(Ba)' (5-42)
Inoltre, dalla (5.41) abbiamo
O(|(«', I';¢") = (2,1, 9)|*) < r(a)|€ = €] (5.43)
per una qualche funzione r(a), che soddisfa la proprieta

lim r(a) =0.

a—0
Quindi, mettendo insieme (5.39), (5.40), (5.42) e (5.43) possiamo concludere:

u(§") — u(€) — Ho(§)(§ — &) < [ay(Ba) + r(a)]ls - &'l

O

Procederemo ora per induzione per mostrare che la varieta trovata (che deno-

. u, €
tiamo con W,

permettera di chiarire le principale difficolta che si presentano e di procedere

(M)) ¢ C"~1. Mostreremo innanzitutto che ¢ C*: questo ci

poi in maniera analoga per i successivi ordini di differenziazione.

La dimostrazione che W, *(M) ¢ C?, seguira gli stessi steps che abbiamo usato
per dimostrare che era C''. Ricaveremo prima un’equazione formale che la deri-
vata seconda deve soddisfare e, usando un argomento iterativo, mostreremo che
tale equazione ammette un’unica soluzione, che & proprio la derivata seconda di

u.

Differenziando formalmente 'uguaglianza in (5.30) otterremo la seguente equa-
zione che dovra essere soddisfatta dalla derivata seconda (si procede analoga-
mente a quanto visto in (5.29)):

Du(§)

D{[A+ Bo(e, 1@))IC + Ev(a, 1) 7' } € + Evla, 1, p) ™' =

= {[DA + (DB)U(:C, I,0)+ éDv(:c, I, @)][C’ + Bv(z, I, @)]717
— [A+ Bo(, Ly))[C + Ev(a, Lg)] -
- [DC + (DE)v(z, I, ) + EDv(z, I, )] -
16+ Bu(a, 1, w)]—l} (O + Bo(z, I, 0)]7", (5.44)
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avendo gia posto

Df = le(x,u(x,[,ga),f,cp)+Dgf(x,u(:c,I,cp),],(p)Du(a?,I,go):
= C+ Ev(z,1,9).

Osservazione. Osserviamo ora il seguente fatto:

D[C+ EA‘U(‘%I»@)]_I =
~[C+ Bofw. 1) (DIC + (e, 1)) €+ Bvla L))

Cio si puo provare notando che se A ¢ una mappa invertibile, allora:

NN Al A ~

0=D(AA™") = (DA)A™' + AD(A™)

e quindi:

DA™Y = —A Y (DA)A™' .

Cerchiamo ora di risolvere I’equazione (5.44) in maniera iterativa con il seguente

schema:
Dvn+1(§) =
= D{[A+ Boa(w, L)IC + B (e, 1,0)] 7} [C + Bug (. 1,0)] " =
= {IDA+ (DB)u(r.1.9) + BDv (. 1O + Bl L))~

— [A+ Bon(2,1,9)][C + Bvn(z,1,9)] 7" -
: [DC’ + (DE)’Un(I,I,Cp) + EDUH(I7I750)] :
: [O+Evn(x,1,¢)]*1}[C+Evn(x,1,¢)rl. (5.45)

Riscriviamo la (5.45) in una maniera piu utile:
D'Un+1(€) =
- {B‘Dvn(x, I7 80)[@ + EU”(mV I’ @)]71_
— [A+ Boa(2,1,9)[C + Bvon(w, 1,0)] "
- EDua(w, 1) + By (0, 1,9)] '} [ + Bol(@)] 7 +
+ {IDA+ (DB (. 1€ + Bvn(a, 1))
— [A+ Bua (2, 1,))[C + Ev(,1,0)] 7"
: [Dé+ (DE)Un(x7I7 (P)] :
- [C+ Bup(,1, ap)]_l} [C + Bv,(x,1,0)] 7" (5.46)

Il motivo di questa riscrittura & che i termini contenuti nella seconda parentesi

graffa dipendono soltanto da v,, (che abbiamo dimostrato essere una successione
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di Cauchy) e non da Duv,. Percio il secondo termine ha la forma di Z(v,(-))

dove Z(-) & una funzione continua. Percio

lim |Z(vn(z,I,¢)) — Z(vn—1(z,I,9))] =0.

n—oo

La derivata seconda
D?u(x, I, ) = Du(x)

¢ una mappa bilineare da R**! x T* in R!. Di conseguenza ¢ un elemento di

L?(RF+! x TF R!) che ¢ in maniera naturale identificato con

L(R*! 5 T* L(R¥*! x T* RY)).

Se u fosse C2, allora
Dy = D*u € C° (Dy, L(RF! x TF, L(R*™ x T* RY)) |

che & uno spazio metrico completo rispetto alla metrica indotta dalla seguente

normas:

|Dv| = sup |Dv(x)] .
D,

Ora vorremmo mostrare che {Dwv,} ¢ una successione di Cauchy. Useremo le
stime (5.16):

Al 1Bl [C, 17, Bl < Q

1Al <
1
2
L 1
BllC7 < =.
IBIICT ] < 3

B <

Inoltre abbiamo anche ricavato le seguenti stime (vedi (5.32)):
1-2Q% < |[I+ Fv,C7Y 71 < 1+ 2Q62;

osserviamo che la prima parte della stima si ottiene usando (5.22) ed osservando
che:

I+ Ev,C~Y71 II— Evg O I+ EvC717Y >
> 1-Q%(1420Q%) =1-Q% —2(Q%)* >

> 1—Q25—%Q2521—2Q26.

Vv

Dimostriamo ora una serie di lemmi che ci forniranno gli elementi necessari per
concludere la tesi.
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Lemma 5.2.17. Per ¢, §, n e \ sufficientemente piccoli, {Dvni1} & una

successione limitata.
Dimostrazione. E’ sufficiente mostrare che
|Dvpyq| < M

per ogni n e per un’opportuna M. Usando la (5.46), (5.12), le stime precedenti
e la proposizione 5.2.12, e definendo

K =sup|Z(v,)] < o
(in quanto la Z & continua e la successione {v,},, & di Cauchy), otteniamo:
[Dunia] < [IBICTP(1+26Q%)° +
O (1 +26Q)?)| Dol + 1 Z(vn)] <

( + 5Q3> (1+26Q%)%|Dv,| + K <

IN -+
&

1 3
(2 + 5@3) |Dv,| + K <

1
4
< = <1+6Q3>3 n|Dv \+K7§[1(1+6Q3)3]j
= 12\2 0 142 '

Quindi, affinché esista un upper bound, dobbiamo richiedere:

1.1 33
(= 1
4(2+6Q) <1,

cioé é sufficiente imporre

5Q? < i. (5.47)

Lemma 5.2.18. Per e, §, 1 e A sufficientemente piccoli, si ottiene:
|BDv,[C + Ev,] Y [C + Fv,] ™' — BDup_1[C + Ev, | HC + Evy,] 7Y <
< [B||ICT' (1 + 20Q°)?|Dvn — Dvn| + Mi|G(vn) = Gr(vn—)]

dove G1(-) é una funzione continua e M, & una costante.

Dimostrazione. Infatti:

|BDv, [C 4 Ev,) Y C 4 Ev,) ™! — BDup_1[C + Ev,) 7 HC + By 7Y <
< ‘(BDvn — BDvn,l)[é + Evn,l]_l[é + Evn,l]_l-&-

+ BDu, ([é+ Eun] Y C + Bug) ™t — [C + Evaa] YO + Evn_lrl)’ <
< |BJ|CTY2(1 4 26Q%)?|Dv,, — Dup_1| +

+|B||Dv, ||[C + Ev,] 7V [C + Ev, ]! —

— [C’ + Evn_l]_l[é’ + Evn_l]_1| <
< |B|IC72(1 4 26Q3)?| Dvp — Dvp_1| + My|G1(vy) — Gy (vn_1)|,
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dove GG; é una funzione continua nelle sue componenti. U

Lemma 5.2.19. Per e, 6, n e X sufficientemente piccoli, si ottiene:

I[A + Bu,)[C + Ev,| ' EDv,[C + Ev,) 7 C + Evy) ™t —

—[A+ Bv, 1][C + Evy_1] Y EDv, 1 [C + Evy 1] 7Y C + Ev, 1] 7Y <
< O(9)|Dvy, — Dvp_1| + M2|G2(vy) — Ga(vn—1)| +

+ Ms|G3(vn) — G3(vn_1)]

dove G3(-) e G3(-) sono funzioni continue ed My e My sono delle costanti.

Dimostrazione.

[A + Bv,)[C + Evn)| *EDv, [C + Ev,| HC + Ev, )™t —

— [A 4 B, 1][C + Fv, 1| *EDv, 1[C + Fv, 1] C + Ev, 1] 7Y =
= |[A 4 Bv,][C + Ev,] Y (EDv, — EDv,_1)[C + Ev,_1] }[C + Fv, 1]t +

+ [A + Bu,)[C + Evn) " EDv,([C + Ev,) Y C + Ev,) ™t —

—[C+ Evy 1]7YC + Bvp ] ™) + ([A + Bun)[C + Ev,) ™t —

— [A+ Bup_1][C + Evy_1] " HYEDv,_1[C + Ev,_1] ' C + Ev,_4] 7Y <
< |A 4 Bu,||[C + Ev,)"Y||E||Dv,, — Dv,_4] -

€+ Boaa)] Y[C + Boaa] Y +

+ |A + Bu,||[C + Ev,) " Y||E|| Doy -

NC + Eva) 7 YC 4 Evn] ™t — [C + Evp_1] Y C + Eva_q] 7Y +

+ |[A + Bun)[C + Ev,] ™ — [A+ Bua_1][C + Ev,_1] Y ||E| -

N Dvp A |[[C 4 Evy_1] Y|[C + Ev,q] 7Y <
< 6Q3(1 +26Q%)%|Dv,, — Dv,_1| +

+ 8QM|Ga(v,) — Ga(vp_1)| +

+ Q%(1 4 26Q)>M|Gs(vn) — Gs(vn-1)],

dove My e My sono delle costanti e G1(-) e G2(+) sono delle opportune funzioni
continue. 0
Infine dimostriamo la seguente proposizione:
Proposizione 5.2.20. Per e, §, n e \ sufficientemente piccoli, si ottiene:
|Dvng1 — Dun| < (IB|ICT'P + Q%) (1 + 26Q%)| Dy — Dug| +
+  Mi|Gi(vn) = Gi(vp—1)| + M2|G2(vn) — Ga(vp-1)| +
+  M;|Gs(vn) — Gs(vn-1)| + [Z(vn) — Z(vn-1)|-

Dimostrazione. Segue immediatamente da (5.46) e dai lemmi 5.2.17, 5.2.18 e
5.2.19. 0
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Possiamo quindi dimostrare il nostro risultato relativo alla derivata seconda:

Proposizione 5.2.21. Pere, §, n e \ sufficientemente piccoli, { Dv,} converge

ad un elemento Dv, che ¢ la derivata seconda di u. Inoltre Dv soddisfa (5.46).

Dimostrazione. Sappiamo che {v, }, & una successione di Cauchy che converge
a v, e che v é la derivata di u. Inoltre ciascuna v,, é differenziabile. Per ipotesi

sappiamo che |B||C~1| < 1; inoltre, imponendo la condizione:

1
5Q° < =
Q° < 5
otteniamo:
2
(BICE 0@+ 2000 < (5+5) (1+7) <
_ 125
- 128

Quindi segue dalla proposizione 5.2.20 che {Dwv,,} & una successione di Cauchy,

quindi converge ad un limite che indicheremo Dv. Vorremmo mostrare che
Dv = D?u;
questo segue immediatamente dal fatto che la convergenza é uniforme e che le
v, sono differenziabili.
Inoltre v soddisfa I’equazione (5.46) per costruzione. 0

Consideriamo ora il caso della derivata p-sima di u, con 1 <p <r —1.

Se u fosse CP, allora DPu(x, I, ) sarebbe una mappa p-lineare da R¥*! x T* in
R!, in particolare:

DPy € C%(Dy, LP(RFF x T RY).

Introduciamo una norma operatoriale, che denoteremo con |- | sullo spazio
LP(R*+ x T* R!), e definiamo:

jw| = sup [DPu(x, I, ¢)].
D1

Ricaveremo anche in questo caso un’equazione formale che dovra essere soddi-
sfatta dalla derivata p-sima. Ricordiamo I’equazione che avevamo visto nel caso
p=2:

Dvp1(§) =
- {an[é + Byt — [A + Bun)[C + Bun] 'EDv,[C + EAvn]*l} :
16+ Bot ()]t + {[DA + (DB),][C + Bu,) 1 —
—[A+ Bu,)[C + Ev,| Y [DC + (DE)v,] -
S+ Evn]‘l} [C + Ev,] L.
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Differenziamo ora tale uguaglianza p — 2 volte, ottenendo:
DPty,y = {éDpflvn[CA' + Ev, )" t—
+ [A+ Bun)[C + Ev ] LEDP 0, [C + Evn]_l} :
[C+ Ev,| ™ .. [C+ Ev,) t +

p—1 volte
+ F(UnaD’UTHDQUna"'aDp_QUn)a

dove F' & una funzione continua in ogni sua componente. Si possono dimostrare
anche in questo caso dei risultati analoghi a quelli visti nei lemmi 5.2.17, 5.2.18
e 5.2.19, e quindi si ottiene una stima della forma:
[DP " oy = DP o, < (IBIICTHP 4 6QP)(1+ 20Q%)P | DPvy i1 — DPuy| +
+  |F(vn, Dv,, D*v,, ..., DP*QUH) -
- F(vn—la Dvy,_q, D2vn—1a sy Dpizr”n—l” .

Quindi assumendo che la uw & CP~!, possiamo ripetere esattamente la dimo-
strazione della proposizione 5.2.21 e dimostrare che é CP. La condizione da
richiedere sara :

QP < — . (5.48)

| =

Questo completa la dimostrazione della conservazione della varietd instabile.

5.2.2 Conservazione locale della varieta W*(M)

La dimostrazione della conservazione della varieta WW*(M) segue esattamente le
linee sviluppate nel paragrafo precedente. Infatti basta osservare che attraver-
so un’inversione temporale, tale varieta diventa proprio la varieta instabile del
sistema cosi ottenuto. Quindi possiamo concludere I’esistenza di una varieta po-
sitivamente invariante (in realtd ¢ localmente invariante, nel senso gia discusso
prima), C"~! - diffeomorfa a W*(M), che denoteremo W;*(M). Naturalmen-
te le condizioni che dovremo imporre alla taglia della perturbazione saranno

praticamente equivalenti a quelle viste nel caso della varieta stabile.

Osservazione. Chiaramente una volta note W2 (M) e W;>5(M), & possibi-

le costruire le varieta globali, semplicemente considerandone ’evoluzione sotto
I’azione del flusso del nostro sistema. Possiamo quindi definire:

wee = e (Wi (M)
t>0

wee = @ (WS (M) .
t<0

Le varietad cosi costruite sono invarianti per ’azione del flusso hamiltoniano.
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5.2.3 Conservazione locale della varieta M

Una volta conclusa la sopravvivenza locale delle varietd stabile e instabile, vedia-

mo come sia possibile concludere la sopravvivenza (sempre locale) della varieta
ML

Consideriamo infatti:

Me = Wiom (M) N Wig (M) .

loc

Vorremo mostrare che tale varieta ¢ C"! - diffeomorfa a D; C M ed invariante

localmente) per il flusso perturbato. Ricordiamo che le varieta W,> (M) e
loc

u, €

loc

funzioni. In particolare:

(M) costruite nei paragrafi precedenti, sono state ottenute come grafico di

W= (M)

loc

W (M)

loc

{y=u(z,1,p) : z€Be(0), € Be(l), peT"}
{z=wy,I,p) : y€Be(0), I€Be(l), pcTr},

1 K3

con u e w funzioni C"~! nel loro dominio di definizione, tali che (vedi la

definizione dello spazio S delle sezioni di N>\|D1 e la proposizione 5.2.12):

lul < A
lw] < A
|Du| < §
|Dw| < ¢, (5.49)

inoltre sono lipschitziane con costante di Lipschitz minore di .

Dimostreremo ora la seguente proposizione.

Proposizione 5.2.22. L’insieme

M. = W= (M) N W= (M)

loc

i) é non vuoto;
i1) ¢ contenuto nell’insieme

NAX/\E{(xvyylvf): |(E|<)\,|y|<)\,IEBP2(I())};

E
iii) & C"~L-diffeomorfo a D1 C Mj;
iv) e localmente invariante.

Osservazione. Osserviamo come la proposizione precedente ci fornisca anche
delle informazioni sulla distanza di M, da M.
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Dimostrazione. i) Cominciamo dimostrando che tale insieme & non vuo-
to. A tal fine ricordiamo il seguente risultato (per la cui dimostrazione
rimandiamo a [25]):

Proposizione 5.2.23 (Teorema del punto fisso). Sia F' uno spazio di
Banach e V una sfera aperta di centro yo e raggio 3. Sia v un’applicazione
da 'V in F tale che:

w(y1) —v(ye)| < klyr — 92| Yy, y2 €V
con 0 < k< 1. Allora se
[v(y0) — ol < B(1 — k)
esiste uno ed un solo punto z € V tale che:
z=v(2)
Vediamo come possiamo concludere il nostro asserto utilizzando tale ri-
sultato. Fissiamo (I, ) € Bez (Ip) x T* e consideriamo ’applicazione:

Pl (0) I Rl

1

Vi) - B
r — w(u(fﬂaf,@),f,sﬁ)'

Questa applicazione soddisfa le ipotesi della proposizione precedente con

yo = 0; infatti:
1. ¢ lipschitziana con costante di Lipschitz minore di §2:

‘W(U(JT,I, 90)7[7 410) - w(u(x’,[,gp),[, 90)| S
< 6|U(I?Ia(p) - U(l‘/7[7 (P)| <

< 82|z —a'|.
2. abbiamo:
lw(u(0,1,0), I,0)| <A< '1—1(1 —6%);
infatti:
A< Bi-6?)
4
in quanto per le assunzioni fatte su §, sappiamo che
1
o< =
8
e di conseguenza
P1 2 p1 63
—(1-9¢ —
170 > T
> B
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Quindi, usando la proposizione 5.2.23, possiamo concludere che esiste un
punto g € By (0) tale che:

’LU(U(.’E(), Ia (p)a Ia @) =Xo-
Indicando con
Yo = u(zo, I, )
otteniamo:
(zo, u(@o, I, ), I, ) = (w(yo, 1, ¥),Y0, 1, )

e quindi questo punto appartiene all’intersezione.

Osserviamo che per ogni punto (1, ¢) esiste un unico punto che appartiene

all’intersezione, quindi esiste una corrispondenza biunivoca tra D; e M..
ii) E’ una semplice riscrittura delle proprieta (5.49).

ili) E’ una conseguenza del teorema delle funzioni implicite (vedi [16]), appli-
cato alla relazione:

y = u(z717 SD) N

J = I W
—1Uy I

ha determinante non nullo, in quanto per le proprieta (5.49)

{ v =wyI,p)

Infatti, la matrice:

lweu,| < 6% < 1.

iv) Vediamo ora cosa possiamo dire sulle proprieta di invarianza di M.. Con-
sideriamo un punto p = (z,y,I, ) € M.. Per come abbiamo definito M.
sappiamo che:

p € Wige” (M) N Wio (M) ;

loc loc

dimostriamo che per ogni punto p esiste un ty = to(p) > 0 tale che:
(I)t(p) € M, Vit e (—t(),t()) .

Sara sufficiente far vedere che per ogni t € (—tg, to):

D (p) € Wims(M) (5.50)
Oi(p) € Wi (M). (5.51)
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Dimostriamolo nel caso (5.50), si procedera in maniera analoga nell’altro
caso. Per le proprieta di W, (M) sappiamo che

loc

Di(p) € WEE(M) Vt<0;

loc

d’altronde sappiamo dalla (5.28) che:

loc

O, (W =(M)) N Najp, = Wi (M) . (5.52)
Quindi prendendo un t > 0 sufficientemente piccolo tale che:
®4(p) € Najp, s
possiamo concludere da (5.52) che

®i(p) € Wige” (M),

loc

che ¢ proprio quello che volevamo dimostrare.

O

Osservazione. Osserviamo che la proprieta di invarianza di M, che abbiamo
dimostrato é leggermente diversa dall’usuale definizione di invarianza, in quanto
punti in M, possono abbandonare la varietd passando attraverso il bordo. Si
tratta piuttosto di un’invarianzae locale. Questo fatto non ci creerd particolari
problemi, in quanto noi ci limiteremo a considerare soltanto i tori invarianti
in M. e non lintera varietd. Del resto non ci si poteva aspettare che tale
varieta fosse invariante (nel senso solito) in quanto contiene anche le orbite che
originariamente giacevano sui tori distrutti dalla perturbazione e che possono

dare origine a fenomeni di diffusione.

Osserviamo inoltre che la varietd M. puo essere anche rappresentata nella for-

ma:
M. = {(@y.L9): a=ill,¢), y=0(L¢), [ €Bu(l), ¢ €T
con @ e W funzioni Cr’l(B%z (Io) x T*), e tali che

la] < A elw] <A.

5.2.4 Riassunto risultati ottenuti

Prima di procedere oltre, riassumiamo tutte le stime che abbiamo ottenuto

precedentemente e che devono essere soddisfatte dai valori dei parametri.
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Abbiamo definito (vedi (5.8), (5.12) e la proposizione 5.2.4):

0'% ’ g1

2
v o)
My > [DH;
M, > |D*H
3
M; > %
Q = eMT+26M2Te(M3+2M)T§26MT£Q
T maX{SM(T—1)2 210g4}_

Utilizzando (5.14), (5.13), (5.9), (5.10), (5.11), (5.21), (5.22), (5.23), (5.24),
(5.27), (5.33), (5.47) e (5.48), ed eliminando quelle ridondanti, otteniamo le

seguenti condizioni sui parametri:

e 80Q)" <1
° 8Q <9

o 8c[r+enT] max{My, Mo} T e oMM} T < pipy {21 22y}

o 2T <y,

Indicando con
co = 8 [T 4 601T] maX{Ml, M2}’ T€3 max{M,M3} T , (553)

e prendendo

A= ¢
= (o€
§ = 8¢Qe

otteniamo che le condizioni sopra, possono essere riassunte in:

128¢oQ" e < min{1, p1, pa} . (5.54)

Possiamo riassumere quello finora dimostrato nel seguente risultato:

Teorema 5.2.24, Sian=1+k>2 (conk>1el>1), 7€ N conr >3,

p1, p2 > 0.
Consideriamo una hamiltoniana C"(R? x U x T*) della forma:

Ho(x,y,1,¢) = - Ay + h(I)
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dove
xr = ($1,$2,...,$Z)ERI
Yy = (ylay27"'7yl)eRl
I = (I,I,....,I}) eU CR*
¢ = (p1,92,...,p1) €T

con U aperto di R*.

Assumiamo, inoltre, che valgano le sequenti proprieta:

1. A é una matrice definita positiva;

2. |h

or < M.

Tale sistema ammette una varietd invariante 2k-dimensionale, data da:
M= {(z,y,[,¢): 2=y=0,1€U, peT'}
consistente in una famiglia k-parametrica di tori k-dimensionali, cioé:

M= T(),
IeU
dove

T(I) = {(0,0,1,¢), € TF}.

Inoltre M possiede delle varieta stabili e instabili (2k + 1)-dimensionali, date

rispettivamente da:

WeM) = {(0,y,1,0): yeR', I €R" peT"}={z=0}
W*(M) {(,0,1,0): zeR, T€R" peT'} ={y=0},

anch’esse invarianti e costituite da traiettorie che le si avvicinano asintotica-

mente, per t — 400 e t — —o0 rispettivamente.

Allora esistono
5*:5*(17k7M7A77"7,01>P2) € C:C(Z7Aak7M7T7p17p2)

tali che valga quanto seque. Se consideriamo una perturbazione hamiltoniana

del nostro sistema

H(x,y,1,9) = Ho(z,y,I,0)+ecH(x,y,1,¢)=
= xAy+h(I)+EHl(may7I7@)

con
Hy e CT(Bpl (0) X BPl (0) X BP2(I0) X Tk)
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tale che B,,(Iy) C U e e <¢*, allora le varieta M, W*(M) e W*(M) sopravvi-

vono localmente a tale perturbazione; in particolare:

M, = {z:u?([,ga),y:ﬂ([,gp) : IGB%(IO), gaeTk}
W (M) = {y:u(m,],g@) . 2€Bu(0), T€Bu(l), pc T’“}
WoE(M) = {x =w(y,I,¢) : y€Bu(0), I€Bu(l) e 11"“} ,

con U, W, u e w funzioni C"~1 nel loro dominio di definizione tali che

jal, @], ful, Jw] < e

|Daf, [Dw|, |Dul, [Dwl Ce.

A

Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene mettendo insieme i risultati visti
nei paragrafi precedenti. In particolare la costante C verra scelta nel seguente
modo (vedi il riassunto delle costanti dato all’inizio di questo paragrafo):

C =128¢,Q" !

dove ¢g ¢ la costante definita in (5.53). Per quanto riguarda *, questo verra
scelto in modo da soddisfare (5.54), cioé

Ce < min{l, p1,p2} .

5.2.5 Conservazione dei tori parzialmente iperbolici in M

Finora ci siamo limitati a considerare cosa succede localmente all’intera varieta
M e alle sue varietd stabili e instabili. Vediamo ora di poter concludere qual-
cosa circa la conservazione dei tori parzialmente iperbolici che costituiscono M.
Prima di dimostrare il risultato principale di questo capitolo relativo alla so-
pravvivenza dei tori parzialmente iperbolici in M (corrispondenti a frequenze
diofantine, per quanto riguarda le componenti associate al moto delle I e delle
), dimostriamo un lemma fondamentale relativo alla struttura simplettica di
M.

Lemma 5.2.25. Sia (P,w) una varieta simplettica 2n-dimensionale (con n =

l+ k), con coordinate locali

X:('T17"'7$lvyla"~7yl) Z = (Zla-'wzkagolw"agok)

e con forma simplettica

l k
w:Zdyi/\dmi—FZdzi/\d(pi.

=1 i=1
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Consideriamo una famiglia di C*®-sottovarieta P. C P, con 1 < s < r, dipen-

dente da un parametro ¢ € [0,e¢], della forma:
P.={(X,2)eP: X =h(z)+eb(Z,e)}
con

h = (h17"'7h21)
b = (by,...,by)

funzioni C*.

Sia H una funzione C" su P, tale che per ogni e, P. sia una varietd integrale
del campo vettoriale hamiltoniano

Fg:P— TP

definita da ip,w = dH.

Allora per e sufficientemente piccolo si ha che:

i) (Pe,we) & una C°-varieta simplettica 2k-dimensionale, con we = w, .

ii) F. = Fpg|, & un campo vettoriale hamiltoniano su P., con hamiltoniana
€
H. = H,,_, cioe
ipsws = dHE .

Dimostrazione. Come prima cosa dimostriamo che w. definisce una struttura
simplettica su P.. Su P. abbiamo:

dr; = eDybidp+ D.(h; +¢eb;)dz i=1...,1
dyj = gDLpbj+ld<p+Dz(hj+l+Ebj+l)d2 j=1,...,1.

Attraverso un semplice conto, otteniamo:

[
™=

We

[1 + € (owi+lDZ(hi =+ Ebl) — DtpbiDz<hi+l =+ EbiJrl))] dz; \ dg@i =

-
Il
_

[
™=

(1+0(e))dz; N dep;, (5.55)

.
Il
_

e quindi per ¢ sufficientemente piccolo, la nostra 2-forma é non degenere su P..
Sia

€ = (h +¢eb,id Qk)
I’embedding di P, dove id 5, denota la mappa identita. Allora

dw. = d(eiw)=eld(w)=0;
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questo mostra che w, & chiusa su P. (dove con e} denotiamo il pull-back di e.).
Questo fatto, insieme alla non degenerazione, ci permette di concludere il punto
i) del lemma.

Per mostrare ii) , consideriamo un punto p. € ez *(P.) e u € T, _R**. Abbiamo:
ir.welpel(u) = etwlp|(eZFu(pe),u) =
= wle:(p:)|(decde; g (ec(p2)), decu) =
)

(
= wlec(pe)](Frr(ez(pe)), decu) =
= dHlec(pe)](decu) =

(

= d(ezH)[p](u) =
= dH.[p:](u)

e questo conclude la dimostrazione. ]

Applichiamo ora il lemma precedente alla nostra varietd M..

Proposizione 5.2.26. Per valori di € sufficientemente piccoli, la dinamica del
nostro sistema ristretto ad M é ancora hamiltoniana, con funzione di Hamil-
ton:

HE(I’SD) = h(I) +€H1(07071590) +R€(I7%0)7

R.(I,p) = = (u(l,¢) - Av(I,9)) +

+ / Ouy [H: (4, ), £5(1, ), T, 9)] - (i1, 0), (1, ) dlt..

Dimostrazione. E’ un semplice corollario del lemma precedente. L’unica cosa
che dobbiamo verificare € che sia soddisfatta la condizione di piccolezza del para-
metro ¢, in modo che la forma simplettica w. sia non degenere. Tale condizione
si ottiene da (5.55), con h =0 e b = (@, 0):

1 > 262 =1282c2Q% = (128e¢o@Q?)(eco)

che & chiaramente soddisfatta, come si vede facilmente usando (5.54). O

Possiamo quindi considerare il sistema hamiltoniano ristretto a tale varieta, ed
applicare i teoremi dimostrati nei capitoli precedenti per il sistema cosi ottenu-
to(facendo attenzione che tale sistema ¢ C"!, per quanto abbiamo dimostrato

circa la regolarita di M.).

Teorema 5.2.27. (Conservazione tori parzialmente iperbolici, caso dif-

ferenziabile)



236 5. Tori parzialmente iperbolici (caso differenziabile)

Sian=14+k>2(conk>1lel>1),7>k—1,v>0,m>0,r>2r+m+3
(conr € N), M > 1, p1, p2» > 0 e wy € R* un vettore (v, 7)-diofantino. Sia
inoltre U C R* un dominio aperto contenente B, ().

Consideriamo una hamiltoniana C"(R? x U x T*) della forma:

H(x,y,[,ga):a:Ay+h(f)+sH1(x,y,I,cp)

dove
x = (x1,22,...,m) €R’
Y (y1,y2,--. 1) € R
I = (I,I,....I;) €U CRF
Y = (@17<P2;-~-,<Pk)€']fk.

Assumiamo, inoltre, che:

1. A sia una matrice definita positiva;

2. oh
E(IO) = wp

<M.

(1)

Allora esistono delle costanti

0 =0"(y,m,r,m, A, M, Lk, p1,p2) >0

¢=2é(y,1,r,m, A, M, k,p1,p2) >0,
in modo che se
¢e < min{l, p1, p2}
e per qualche 6 < 6* si ha
le Hi|cs < M™° per ogni 0 <s <1,

allora esiste una soluzione del sistema hamiltoniano associato ad H,

I=1(¢)+1Io

¢ =p(8) )

z = (§) = u(1(€) + o, £(€))
y=9(&§) = v (&) + Lo, 4(§)) »

dove

tale che:
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(e)

w2 = DL (a(6),5(6).1(6) + 1o, (0)
Dyl = =52 60,39 1) + o, ()

b) p(&) — & e I(&) sono periodiche con periodo 1 ;

¢) p € C*(RFRF) e [op~! + Iy € C*F7(RF, B, (Iy)) per ogni s < m + 1
tale che s ¢ N e s+ 1 ¢ N.
Valgono inoltre le sequenti stime:

(1= p)

u(l—p)

gmtl=s 0<s<m+1,

| —id]|es <

1

|Io@™ gmETHl=s 0<s<m+71+1,

cs <

cond<p=s—I[s]<1.

d) u e v soddisfano le sequenti stime:

IN

Jul, [w]

|Du|, |Dw|

€

ce.

IN

Dimostrazione. E’ una conseguenza di quanto abbiamo ampliamente discus-
so nei paragrafi precedenti, nel teorema 5.2.24, nella proposizione 5.2.26 e nel

teorema 3.3.1. In particolare la costante ¢ é scelta nel seguente modo:
¢ = max{C, c}

dove C é la costante trovata nel teorema 5.2.24, mentre c¢ é la costante del
teorema 3.3.1 (quella che in quel caso avevamo denotato ¢). O

Dimostriamo ora un risultato analogo nel caso isoenergetico (il metodo usato si
presta ad essere applicato anche in questo contesto diverso).

Teorema 5.2.28. (Conservazione tori parzialmente iperbolici, caso dif-
ferenziabile - isoenergetico)

Sian=14+k>2(conk>1el>1),7>k—1,v>0,m>0,r>2r+m+3
(conr €N), M >1, p1, po >0, E€R ewy € RF un vettore (v, 7)-diofantino,
tale che |wo| < M. Sia inoltre U C R¥ un dominio aperto contenente B, ().

Consideriamo una hamiltoniana C"(R? x U x T*) della forma:

H(z,y,1,p) =x- Ay +h(I) +cHi(z,y,1,p)
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dove
r = (x1,29,...,1) €R!
y = (W1,y2.....uy) ER
I = (I,I,....I;) €U CRF
© = (p1,02,--,p%) €T,

Assumiamo, inoltre, che:

1. A sia una matrice definita positiva;

2.
h(lo) = E
oh
5(10) = Wo
()| < 0,

0%h on, \"
amy = | ot (61([))

Oh
E(I) 0

dove

Allora esistono delle costanti

6" = 5*(’777—7 r7maAaMalvkap17p2) >0

¢c= é(’YaTaramaAvalvkvplaPQ) > 07
in modo che se
¢e < min{l, p1, p2}
e per qualche 6 < 0* si ha

le Hi|lgs < M6™° per ogni 0 <s<r,

allora esiste una soluzione del sistema hamiltoniano associato ad H,

I=1(¢)+1Io
o =p(§) A
z = (&) = u((€) + I, $(9))
y=9(8) = v(I(&) + o, £(9)) ,

dove

tale che:
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(o)
Dirsornd = g G056, 1€) + T0,0(6))

Detsoyond = —ZZ(@(& 9O 1(E) + 10, 2(6)

con || < 278 MEemFTTHL (per un’opportuna costante ).
b) (&) —¢€ e f(g) sono periodiche con periodo 1 ;

c) H(&(€),9(£),1(€) + Io, §(€)) = E, per ogni € RF.

d) o € C5(RFRF) e Top~' 4 Iy € C°F7(R¥, B, (1)) per ogni s < m + 1
tale che s ¢ N e s+ 1 ¢ N.
Valgono inoltre le sequenti stime:
_°c
n(l— p)

Heos <L
Tl —p)

con0<pu=s—[s]<1.

|¢ —id|cs < gmti=s 0<s<m+1,

gmtTHi=s 0<s<m+71+1,

[fog~

e) u e v soddisfano le sequenti stime:

€

IN

Jul, |w]
|Du|, |Dw| < ¢e.
Dimostrazione. E’ una conseguenza di quanto abbiamo ampliamente discus-

so nei paragrafi precedenti, nel teorema 5.2.24, nella proposizione 5.2.26 e nel
teorema 4.3.1. In particolare la costante ¢ é scelta nel seguente modo:

dove C é la costante trovata nel teorema 5.2.24, mentre c¢ é la costante del

teorema 4.3.1 (quella che in quel caso avevamo denotato ¢). O






Appendice A

Moti lineari su T"

Vogliamo dimostrare il teorema 1.1.3. Divideremo la dimostrazione in una serie

di risultati parziali, di per sé non privi di un certo interesse.

Lemma A.0.1. (e1,..., ex) e (€},..., €}) sono due k-ple di generatori di uno
stesso sottogruppo discreto G di R™ se e solo se esiste una matrice A, k X k a
coefficienti interi e con determinante uguale a 1 (cioé A € SL(k,Z)), tale che

per ogni i =1,...,k si abbia:
k
6;— = ZAijej . (A].)
j=1
Dimostrazione. Evidentemente se (eq, ..., e;) genera G e A € SL (k,Z), la

k-pla (€}, ..., e},) definita dalla (A.1) genera un sottogruppo discreto G’ di R™.
Inoltre G’ C G, poiché se t' € G', allora:

k ko k k
r [N 'A. p. — .o
t = E mpe; = E E m;Aije; = E mje;

i=1 i=1 j=1 j=1
dove

k
m; = Zm;A” € 7.
=1

Poiché A=! € SL (k,Z), si mostra immediatamente che anche G C G'.

Viceversa, se anche (e],..., €}) genera G, sia A la matrice definita dalla (A.1)
che trasforma (eq,..., ex) in (e}, ..., e}). I coefficienti di A sono interi, poiché
el € G per ogni i = 1,...,k. Applicando lo stesso argomento ad A~! si vede

che anch’essa deve avere i coefficienti interi. Esistono dunque due interi m e m
tali che det(A) = m e det(A~!) = m. Ma

det(A)det(A™') =1
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da cui segue che m =m =1 e quindi A € SL (k,Z). O

Consideriamo ora un’arbitraria trasformazione lineare invertibile di coordinate

del toro T™. Per il lemma precedente, la sua forma generale é:
X' = Mx (A2)
con M € SL (n,Z); di conseguenza la frequenza del moto diventera:
Ww=Mw.

Lemma A.0.2. Sia M, il modulo di risonanza corrispondente a w. Esiste una

trasformazione di coordinate della forma (A.2) del toro T", tale che

W1 == wy, =0
dove m = dim M,,.
Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che ogni collezione (eq,..., e,) di
n vettori di Z™ é una base di Z™ se e soltanto se il parallelepipedo di spigoli
e1,..., ey hail volume uguale a 1. Infatti la base canonica
er = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1)

genera l'ipercubo di lato 1, e per il lemma A.0.1 ogni altra base di Z" ¢ legata

a quella canonica da una trasformazione lineare che conserva il volume.

Cerchiamo allora di completare una base qualunque (fi,..., fn) di M,, con

n — m vettori linearmente indipendenti (g1, ..., thn—m), in modo che

B:(/«le"'vﬂnfﬂu fla"'afm)

sia una base di Z™. Se questo fosse possibile, allora il lemma si dimostrerebbe
immediatamente, costruendo la matrice M le cui righe sono costituite dalle

componenti dei vettori di B; infatti si avrebbe
Wn—m+j = W fj =0

perogni j = 1,...,m. Inoltre la matrice M ha componenti intere e determinante
uguale a +1 per Posservazione precedente, e quindi induce una trasformazione
invertibile di coordinate su toro T" e soddisfa la tesi.

D’altronde ¢ immediato dimostrare che una tale scelta di (u1,..., n_m) €

possibile. Infatti, siano (p1, ..., thn—m) vettori linearmente indipendenti di
MEF={ueZ": p-k=0 perognikecM,}

Evidentemente

(/1/17"'7/1477,77717 flu"'afm)
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é una base di R™. Se il volume del parallelepipedo generato é uguale a 1, essa
¢ anche una base di Z" e la dimostrazione ¢ conclusa. Altrimenti, poiché tale
volume ¢ necessariamente uguale a un numero intero positivo, esistera un vettore
v € Z" non nullo all’interno del parallelepipedo tale che:

v = )\1,ul +.. .+ )\n—m,ufn—m + >\n—m+1fl + ...+ )\nfm

con 0 < A; < 1 e Aj razionale opportuno, per ogni j = 1,...,n. Poiché il
sottospazio di R™ generato da M, non contiene punti di Z™ diversi da quelli di
M,,, allora v non pud appartenere a M, (che non ha vettori interni al parallele-
pipedo), e non ¢ allora restrittivo supporre che sia A; # 0. Quindi sostituendo
v a w1, abbiamo una nuova n-pla di vettori linearmente indipendenti di R™ tale

che
v M1
21 2
det | ftn_m <det | pn_m —1.
f1 fi
Jm fm

1l volume del parallelepipedo generato dalla base é diminuito di almeno un’unita.
Se non ¢ ancora 1, ripetendo il procedimento un numero finito di volte si ottiene
finalmente la base cercata. O

Dimostriamo ora un ultimo risultato che ci servirda per la dimostrazione del
teorema.

Proposizione A.0.3. Sia f: T" — R una funzione continua e consideriamo

la funzione quasi-periodica ottenuta nel sequente modo:

o(t) = f(x(0) + wi).

Se le frequenze w sono non risonanti (cioé dim M, = 0), allora la media
temporale
1 T
@00 = fim 7 [ oft)ar

esiste ovunque, é costante su T" e coincide con la media di fase

(= | s6odx.

Dimostrazione. Innanzitutto mostriamo la tesi nel caso particolare in cui f é

un polinomio trigonometrico e si pud pertanto scrivere come:

FO) =) fuetm X,

keF



244 A. Moti lineari su T"

dove F C Z" ¢é un insieme finito di indici. Se F & costituito da un solo indice
k, se k = 0 allora la funzione é costante ed evidentemente

(¢ = fo=(f).

Altrimenti, se k # 0 é immediato verificare che la media di fase é nulla, e la
media temporale vale:

) 1 [T ]
—  2mikx(0) iy — 2mi(k-wt) gp
(®) e Tgnoo T/o e d
e27ri(k~x(0)) e27ri(k'wt) -1
= — lim —— =0,
2mi(k - w) T—oo T

per ogni x(0) € T".

Se F contiene un numero finito di indici, si fa uso della linearita sia dell’operatore
“media temporale”, che di quello “media di fase” per mostrare che la media
temporale e quella di fase coincidono. Sia ora f una generica funzione continua.
Per il teorema di Weierstrass (cfr. [34]), per ogni € > 0 esiste un polinomio

trigonometrico P, che approssima f uniformemente su T™ a meno di un errore
€

5
€
_ < Z
max [F00 = P-(X)] < 3
Posto allora P~ = P. — 5 e P, = P. + §, avremo
P_<f<P (A3)
e
(fl—(P)y<e e (Py)—(f)<e;
inoltre, per ogni 7' > 0 avremo:
1 /T
f/ 0 +wtydt < 7 [ F00) +utyde<
0
1 (T
< T/o Py (x(0) + wt) dt. (A.4)

Ma, per quanto precedentemente osservato, per ogni € > 0 esiste un 7, > 0 tale

che per ogni T' > T si ha:

<e. (A.5)

(Py) _7/ Py (x(0) + wt) dt

Combinando insieme (A.3), (A.4) e (A.5), troviamo che per ogni € > 0 e per
ogni T' > T:

<2,

T
%ﬁ—;éfu@+wwt

da cui segue la tesi. O
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Possiamo quindi dimostrare il risultato che ci interessa.

Teorema. Sia M, il modulo di risonanza associato al vettore di frequenze w del
moto; se m = dim M,,, allora l'orbita & densa su un toro di dimensione n —m
immerso in T™.

Dimostrazione. Chiaramente se m = n abbiamo che ogni punto sul toro é un
punto fisso, e quindi I'asserto & vero banalmente. Supponiamo ora che m =0 e
ragioniamo per assurdo. Se esistessero un punto y € T™ e un suo intorno aperto
U che non vengono visitati dall’orbita, consideriamo una qualunque funzione
continua

f:Tm—R

con le seguenti proprieta:

(b) f(x) =0 per ogni x ¢ U.
Allora f avrebbe media temporale nulla, diversa dalla media di fase, in contrad-
dizione con quanto affermato nella proposizione A.0.3.

Infine, se 0 < m < n, per il lemma A.0.2 esiste una trasformazione di coordinate
su T" tale da annullare le ultime m frequenze. E’quindi sufficiente ripetere

I’argomento precedente restringendosi al toro T"~™, i cui punti sono

(Xla ceey Xn—ms Xn—m—l—l(o), ceey Xn(o))






Appendice B

Proprieta dei vettori

diofantini

Definizione B.0.1. Un vettore w € R" si dice (v, 7)-diofantino se

pwgﬁ Vkezm\{0}.

Dimostriamo ora alcune proprieta relative a tali vettori.
Proposizione B.0.2. Se 7 > n — 1, l'insieme dei vettori diofantini

D, = UD%T:U{wER": |w'k|2’ka;ﬁO}

~>0 ¥>0 |k|T

ha misura piena, cioé il suo complementare ha misura nulla.

Dimostrazione. Fissiamo 7 > n — 1. Definendo

DS, = D¢ N Br(0)

e
Ar, = D5, NBgr(0)=
= {weBR(O): Ik e Z"\ {0} tec. |w - k| > Ilzlf } ,
avremo:
Dy =) Arn-
>0
Osserviamo inoltre che:
Ay = |J weBr(0): |w-k[> #}E
kez\{0}

— gk
= AR”Y .
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Questo mostra che Ag, € un insieme misurabile, in quanto I’abbiamo scritto
come un’unione numerabile di aperti e inoltre, poiché per ogni v > 0 fissato

. Y
mis (A%ﬁ) < CW

(con ¢ = ¢(n, R)), otteniamo:
mis (D) < mis (Ag) < &y

con
1

E:&(n7R,7'):C Z W
kezn\{0}

che esiste finita, perché 7 > n — 1 e quindi tale serie & convergente. Ora,

mandando v a 0, possiamo concludere che
mis (Df;) =0.
Osserviamo, infine, che:

D= |J D;

R>0, REQ

quindi & unione numerabile di insiemi di misura nulla e di conseguenza & an-

ch’esso di misura nulla. Cid completa la dimostrazione. O

11 risultato precedente pud essere meglio specificato, nel senso che se 7 <n — 1

non si hanno piu vettori diofantini.

Lemma B.0.3. Siad > 1 e sia « € R\ {0} tale che
a-q+p#0  V(gp) € (Z'x2Z)\{0}.
Allora, per ogni Q € N esiste una coppia (q,p) € (Z% x 7Z) \ {0} con

pl <1+|ollgle e gl <Q,

tale che:
1
lo-q+p| < @ .
In particolare
1
a-q+p < —.
| | lq|%
Dimostrazione. Consideriamo
Io={a-r—|a-r], 1<r <Q}u{o},

dove con [ -] indichiamo la parte intera. Siha che Card(Ig) = Q%+1e Iy C [0,1].
Dividiamo [0,1] in Q¢ intervalli di lunghezza Q~<. Per il Principio delle gabbie
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di piccioni, esiste almeno un intervallo che contiene due punti di I, cioé esistono
M () € I, tali che:
1
|oz-r(1) _ [a-r(l)] —a-r@ 4 [a~r(2)]\ < g
Quindi, ponendo

2)

g=rM — e p=lo-rW] —[a-r?)]

otteniamo: )

‘O"Q*p|§@-

Ovviamente si ha anche

lle = li‘ii’d'rgl) - <Q
e
pl = lla-rW]=fa-r®]| <
< JarM @ 41—
< \a||7“(2) — r(l)\oo +1=|algloc +1.

O

Proposizione B.0.4 (Liouville). Per ogni n > 2, esiste una costante ¢ > 0
tale che, per ogni w € R™
|woo|

|k|n—1

lw-k| <c¢
per infiniti k € Z™ \ {0}.

Dimostrazione. Assumiamo, a meno di cambiare ordine alle componenti di w,

che |w|eo = |wn|. Applicando il lemma precedente con

d = n—1
(w1 wn—1)
a = —_— ., ——
Wn Wn,
q = (ki, ..o k1)
p = knv

segue che esistono opportuni @, ¢ e p per cui:

Wkl = |wlle(k,. .. Ekno1) + kn| =

|w]oo

o (B.1)

= |wleola-g+p| <

Poiché

A

Ploe < 0l < 1+]allglee <
L+ |a|Q <14dQ

IN
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si ha:

kloo = [(@:P)]oo < 1qloo + [Ploc <
< Q+14+dQ<(2+d)Q

da cui, sostituendo in (B.1)

lw- k| < %(2 +d)? < %nd(2+d)d.
L35S ||
Per concludere, mostriamo che di tali (g, p) ne esistono infiniti. Infatti, comin-

ciamo dal caso w razionalmente indipendente e sia

1
s=J {@vP): o g +pl < 7 con [pl <1+ allgleo @ gl SQ} :
QEeN

Se per assurdo, Card(S) < oo, allora si avrebbe

min |a-q+p| >0
(q,p)€5| ¢+l

in quanto tale minimo ¢é fatto su un numero finito di numeri positivi, essendo w
razionalmente indipendente. D’altra parte per costruzione si ha:

in fo-g+pl < 5
min |a-q+p| < =
(¢,p)ES Q4

per ogni @ € N, e quindi mandando @ all’infinito si giungerebbe ad un assurdo:

0< min |a-g+p|<0.
(¢:p)eS

Consideriamo il caso w razionalmente dipendente. In tal caso sappiamo che

esistono infiniti k£ per cui tale prodotto scalare é nullo, da cui segue banalmente

la, conclusione. O

Corollario B.0.5. Se 7 < n — 1, non esistono vettori diofantini.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che w sia un vettore (v, 7)-diofantino,
con 7 < n — 1; inoltre non & restrittivo assumere |w1| = |w|eo # 0. Allora, dalla

definizione di vettore diofantino e dalla proposizione precedente, abbiamo:

|woo|

<lw-k[<e
|| |kt

per ogni k € Z™ \ {0}. Consideriamo dei vettori della seguente forma:
k= (K,0,...,0);
allora, per ogni K > 0:

v
Kn—l

|woo|
Kn—l

<|wleoK < ¢
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cioé
¥ < wloe K" < clwso]

che conduce ad una palese contraddizione, se si passa al limite per K che tende
a +o0. O

Osservazione. Nella discussione sopra fatta, non abbiamo considerato il caso
7 =n — 1. In tal caso I'insieme D,,_; continua ad avere misura nulla ma non
é vuoto; infatti si pud dimostrare che ha misura di Hausdorff n: quindi esiste
un insieme con la cardinalita del continuo di frequenze diofantine di esponente

n — 1, ma di misura nulla (vedi [59]).
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