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1. In ciascuno dei tre casi la funzione possiede una primitiva, data rispettivamente da

423 1 e
@ FEO =" W) Fe=-1 @ Fe=2
L’integrale ¢ quindi uguale a F'(z1) — F(zg), dove zo = ¢(0) =1 e 21 = ¢(1) = 1 4. Si trova
4, . 141 2e™
(a) g(QZ - 3), (0) 5 (c) F(z) = -

2. (a) Le singolarita di f sono zj = cos (% + kg) + ¢ sen <% + k%) per k=0,1,2,3,4,5.
I corrispondenti residui valgono

1 2k, 2k,
Res f(2)) = —5 = — = - %,
6z, 6z 6
perché zg = —1 per ogni k. Applicando il teorema dei residui si trova che

/ f(z)dz = 2mi(Res f(20) + Res f(21) + Res f(22)) = %7‘(.
ol

™

(b) Singolarita zj = cos (4

+kg) + i sen (Z —|—/~cg> per k=0,1,2,3.

Residui: Res f(zx) = 4; Integrale /f(z) dz = 2mi(Res f(z0) + Res f(z1)) = %
g

(c) Singolarita zq =i, z9 = —i. Residui: Res f(i) =i/2, Res f(—i) = —i/2.

Integrale /f(z) dz = 2miRes f(i) = —m.
g

3. (a) Singolarita: zj = 2kmi per k intero. Residui: Res f(z1,) = —4k*7? + 1

(z)dz = 2mi Res f(z0) = 2mi
ge!

f(2)dz = 27i [Res f(0) + Res f(27i) + Res f(—2mi)] = 27i(3 — 872)

72
(b) Singolarita: z; = (7 + 2k7)i per k intero. Residui: Res f(z;) = —2k

f(z)dz=0

Y1

f(2)dz = 2mi [Res f(mi) + Res f(3mi) + Res f(—mi) + Res f(—3mi)] = 0.

72



(c) Singolarita: zj = (—m/2 + 2kn)i per k intero. Residui: Res f(z1) = 2iz

(z)dz = 2mi Res f (—g) = 21%

71

(2)dz = 2mi [Resf (—5;) + Res f (—g) + Res f <327r>] = 67%.

V2

1 1
4. (a) Singolarita z3 =i, 20 = —i. Residui: Res f(i) = Res f(—i) = 2 <e - e).

1
Integrale /f(z) dz =2mi[Res f(i) + Res f(—i)] =7 (e - ) i
e
2l
. R A 1
(b) Singolarita z; = m, 20 = —. Residui: Res f(£7) = :|:2—.
v
Integrale /f(z) dz = 0.
v
5. Le singolarita della funzione sono zy = 2, 21 = —1 + v/3i, 20 = —1 — /3i e i residui valgono
1
rispettivamente Res f(z) = 3.2 = ;—Z Per 0 < R < /3 la curva g non racchiude singolarita
z
k

e 'integrale vale zero. Per V3 < R < 3, la curva racchiude z; e 29 e si ha

. (<1 z2 s
dz=2mi (L4 2) =T,
| T=)dz 7”(24+24> 6

Per R > 3 tutte le singolarita sono racchiuse e si ha

(2)dz = 2mi (

20 21 z9 )
TR

24+24+24

Per R = /3, R = 3 la curva non ¢ contenuta nel dominio della funzione.

6. Le singolarita della funzione sono i valori di z tali che €™ = ¢, cioé i numeri complessi della
forma

1
ZL = <2 + 2k‘> i, k intero,

e i rispettivi residui valgono
22 22
Res f(z) = —&— =k,
TeTck e’

Per R = 2, le singolarita racchiuse sono zp e z_1 e si ha

2 2
(z)dz = 2mi <ZO + Z_1> = —5.

YR T T

Al tendere di R — 400 la curva racchiude sempre piu singolarita e si trova

K 52
lim (2)dz =2mi lim k.
R—+o00 YR K—+oco e K U

La serie non converge, perché il termine generico non va a zero, quindi neanche l'integrale
possiede limite finito.



7. (a) Poniamo f(z) = le+1 per z complesso. Allora abbiamo

00 R
/ de_ _ lim / _de lim / f(z)dz,
00 x4 +1 R—+co J_ g x4 +1 R—+o00 nR

dove nr @ il segmento [—R, R] sull’asse reale. Indichiamo inoltre con (g la semicirconferenza
Cr(t) = Re', per t € [0,7] e poniamo yg = nr U (r. Allora v & una curva chiusa orientata
positivamente e 'integrale di f su di essa si calcola col teorema dei residui. Per R > 1, le
singolarita di f racchiuse da v sono

1+ 1—1
20 = ol 21 = /2
e i residui corrispondenti sono Res f(z;) = —2F. Si ha quindi, per ogni R > 1:
1+7 =141 s
(2)dz = (z2)dz+ | f(2)dz =2mi (——) =—.
TR R CR 42 42 V2

Infine, per stimare l'integrale su (g, osserviamo che se z € (g con R > 1, allora [2* + 1] >
|24 — 1= R*— 1, quindi |f(2)| < Ne segue che

1
Ri-1"

(2)dz < L(Cr) m%x|f(z)|§7TR- — 0 per R — +o0.
ZEQR

1
(R R*—1

Concludiamo

™

< dx
= i dz = i dz = —=.
[ [ g g [ e =

2t
Z6+1 9

(b) Posto f(z) =

valgono

le singolarita di f sono le z; dell’esercizio 2(a). I residui in questo caso

Z]%_l ZL _Zi

R = Gk - — 2k,
es f(z) 620 6z 6z 6

Seguendo lo stesso procedimento dell’esercizio precedente, si trova

oo 4
/ x6x+ o do =27 (Res f(20) + Res f(21) + Res f(22)) = %W.

(c) Se si pone f(z) = &1 il procedimento precedente non si applica facilmente, perché f (2)

non tende a zero su (g al tendere di R — +o00. Poniamo allora f(z) =
con le notazioni di (a), troviamo

(z)dz:/R coswaz;—isenwx dm:/R cc2)s7ra: dz.,
R -R X +1 _RI' —|—1

ITZ

27+ In questo modo,

perché il contributo del seno € nullo per simmetria. Anche in questo caso quindi otteniamo
Iintegrale richiesto studiando il limite per R — +o00. Dalla definizione di esponenziale si ottiene
che || <1 per ogni z con parte immaginaria positiva. Troviamo quindi

— 0 per R — 400,

(2)dz < L(Cr) max|f(z)] < 7R R21_ 1

Cr

da cui si conclude

o0 —T
/ P G = 2miRes f(i) = 2mi—— = me .
I | 2



8. Le singolarita di f(z) sono:
zo =141, z1 = —1+1, zo = —1 —1, z3=1—1.

Indicata con «y la circonferenza del punto (a) si trova
/f(z) dz = 2mi[Res f(z1) + Res f(z2)] = —%ie‘”.
.

Per rispondere al punto (b), come suggerito dal testo, seguiamo un procedimento simile a quello
dell’esercizio precedente ma considerando segmenti lungo ’asse immaginario anziché reale. In-
dichiamo quindi con ng il segmento di estremi —¢R e ¢R. Lungo I’asse immaginario si ha

. . '™y coS Y + i sen my
zZ =1y, dz = idy, z) = — = ,
Y 4 1) (iy)* +4 yt+4
e quindi
/ F2)de = /R cos7ry4—|— 1senmy iy = /R ic4os Y dy,
R —R Yy +4 R Y +4

perché il contributo del seno ¢ nullo per simmetria. Consideriamo inoltre la semicirconferenza
Cr(t) = Re™, stavolta con t € [r/2,37/2] e poniamo v = ngr U (g. I punti di (g hanno parte
reale negativa o nulla, quindi |¢"*| < 1 lungo la curva. Con calcoli simili all’esercizio precedente,
si trova quindi che l'integrale di f(z) lungo (i tende a 0 per R — +o0. Concludiamo:

 cosmx 1 1
_— = 1‘ — = 1‘ —
»/—oo x2 + 4 dx R—lg-loo 1 /77R f(z) dz R—1>r£oo 1 R f(z) dz
= 2m[Res f(z1) + Res f(22)] = T,

4



