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1. Nel caso (a), f, converge a

-5, <0
lim f,(z)=4¢ 0 r=0
e 2, x>0

Poiché le f, sono continue mentre f e discontinua, la convergenza non puo essere
uniforme. Questo si vede anche dalla definizione, si trova infatti che

sup | fn — f| = sup (g — arctan(n:c)) = lim (g — arctan(m:)) = g, Vn.
R

>0 z—0t

La convergenza ¢ invece uniforme sulle semirette del tipo (—oo, —a] o [a, +00), con
a > 0. Si ha infatti

sup |fn — fl = |fula) — f(a)| = g — arctan(na) — 0 per n — oc.

[a,00)

Nel caso (b), f.(x) converge a f(x) = 1. La convergenza non & uniforme, in quanto

M
(S

sup | f, — f| = sup l—e w=liml—en =1, vn.
R R

T—00

La convergenza € invece uniforme sugli intervalli del tipo [—a, a] con a > 0, perché

a2
sup |fp—fl=1—e"n =0 per n— oo.

7[0'70']

Nel caso (c), fn(x) converge a f(z) = 0. La convergenza non € uniforme, in quanto
sup|fn — f|l =sup fu(z) = fu(—n) =1, Vn.
R R
La convergenza ¢ invece uniforme sulle semirette del tipo [a, +00) con a € R. Infatti,

per n abbastanza grande (n > —a) allora f,, ¢ decrescente su [a, +00) e quindi

1
sup ‘fn_f|: sup fn:fn(a>:——>0 per n — oQ.
[a,+00) [a,+00) (Cl + n)2 +1

2. Nel caso (a), fn(z) converge a f(x) = |z| e si ha

/ 1 / 1 1
sup | fn — f| = sup /2% + — — |z| = sup I2+——|$]=\/j—>0 per n — 0o
R R n x>0 n n



3.

quindi la convergenza e uniforme, ma la funzione linite non e derivabile per z = 0.

Nel caso (b), | f.(x)] < 1/n per ogni x quindi f,, converge a f(x) = 0 uniformemente.
D’altra parte f!(z) = cosnx che in generale non ha limite per n — oc.

Nel caso (¢), fn(z) converge a f(z) =0 e si ha

1 1

n = n = — | === =0 —
S%P | fn — f] ig}gf (x) = fu (2712) TN per n — 0o
quindi la convergenza ¢ uniforme. D’altra parte, si verifica che f](z) — 0 se x # 0,
ma f;(0) =1 per ogni n, quindi non converge a f'(0) = 0.

(a) La successione converge puntualmente a f(x) = 0 se o < 4, mentre per a = 4

converge a
0, =0
f(z) = { 1—13, x> 0.

Se o > 4, la successione non ha un limite puntuale finito.
(b) Si ha
1 a2 0, a <2
/ fo(x)de = 5 arctann® — ¢ I, a=2
0 +o00, a > 2.

Quindi il limite coincide con l'integrale di f se a < 2 (sono entrambi zero) e se
a =4 (sono entrambi infiniti).

(¢) Se o = 4 il limite puntuale ¢ una funzione illimitata, mentre le f,, sono limitate.
Quindi sup | f,, — f| = +o0 per ogni n e la convergenza non ¢ uniforme. Se a < 4

si ha »
1 3
sup |fn - f = fn (_) = _na—1’
[0,+00) | Vv/3n 4
quindi il limite e uniforme se e solo se a < 1.
(d) Se a =4, si ha
1

1
su »— f| = su = — 0 per n — oo,
[1,+<I>)o) lfn = 11 [1,+<I>)o) 23(1+ntat)  1+n?) P

quindi la convergenza e uniforme. Se o < 4, la funzione f, e decrescente su
[1,00) per n abbastanza grande e pertanto

«

sup |fn_f| = sup fn:fn<1)

= —0 — 00,
[1,400) [1,400) 1+ nt et o

quindi la convergenza ¢ uniforme anche in questi casi.

4. Sia z € R fissato qualunque (escludendo il caso banale x = 0). Scrivendo lo sviluppo

di McLaurin di senx con resto di Lagrange, si ottiene

n
. l,2k+1 I2n+2

senx = Z(—l) e + (=1 Sen£m7



dove £ € un opportuno valore compreso tra 0 e x. Ne segue che

n N 2k+1 ’$‘2n+2

senz = (1) 2k + 1! = 2n+2)!

k=0

— 0 per n — oo,

cioe la serie data converge a sen .

. (a) per z € [5,9), (b) per x € [0,1), (c) per tutti gli x € R.

. Diamo il valore del raggio di convergenza R e il criterio suggerito a seconda dei casi:

(a) R =e3, criterio del rapporto,
(b) R = 2, criterio della radice,
(c) R = e/4, criterio del rapporto,
(d) R =4/3, criterio del rapporto,
(e) R =1/2, criterio della radice,
(f) R = 400, criterio della radice.

. Le verifiche sull’ortogonalita seguono immediatamente dalla definizone. Le nome
richieste valgono rispettivamente ||f|| = v2m, ||g]| = \/§ﬂ3/2, [|h|| = \/%7‘(‘5/2. 1l

polinomio p(x) con le proprieta richieste ¢ p(x) = 32 — 72 (e i suoi multipli).

4 1< 2n + 1
(a) La serie e - Z ser;na;j o equivalentemente - HZ:O W

n dispari

(b) In base ai risultati generali sulla convergenza delle serie di Fourier, possiamo
dire che la serie converge a —1 se x € (—m,0), a 1 se x € (0,7), a 0 se
r=-—m,0,7.

(c) Segue da (b) ponendo z = 7/2.
(d) Segue da un calcolo diretto.

> (—1)n+! 4 2n + 1
(a) Laserie di Fourier di f &2 ; % sennx, quelladi g e g—% nz% %
(b) La serie di Fourier di f converge a 0 per z = —m, 7 e in tutti gli altri punti

converge a z. La serie di g converge a |x| per tutti gli € [—m, 7.

(c) Nei due casi si trova rispettivamente

o0

2 . = 1 2 ™ 16 1
=4 - = = R
3" W;nf 37 T2 T < (20 + 1)1



10. La serie di Fourier di f e %2 + 42(— "COS;H, e converge a f(x) per tutti gli
n
n=1
xr € [—m, 7] (anche gli estremi) perché f ¢ continua e soddisfa f(w) = —f(—mn).

utilizzando questa proprieta per x = 7 si ottiene 'uguaglianza richiesta.

= sen (2n + 1)z

4
11. (a) La serie & %HX; ot 1

. Osserviamo che il prolungamento dispari della

funzione coincide con la f(x) dell’esercizio 10 e quindi si ritrova lo stesso risul-
tato.

 sen 2
(b) La serie e —42 SENART

2
n=1 n

.. 8= sen(2n+ 1)z
(C) La serie ¢ ;nzzow

12. Ricordiamo che la soluzione del problema richiesto ha la forma

Zbe”sen x),

dove i b, sono i coefficienti di Fourier dello sviluppo del dato iniziale in serie di soli
seni.

(1) In questo caso, il dato iniziale € gia scritto come combinazione lineare (finita) di
funzioni della forma sen nx, e questo significa che il suo sviluppo in serie di soli
seni ha tutti i coefficienti nulli eccetto by = 2 e by = —1. Ne segue che anche
la soluzione cercata si scrive come combinazione lineare finita, precisamente:

u(z,t) = 2 'senz — e % sen 4x.

(ii) In questo caso, lo sviluppo in serie di soli seni del dato iniziale & stato calcolato
nell’esercizio precedente. Troviamo quindi

B §i —(ensnyze Sen (2n + 1)z
(i (2n+1)%



