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1. Per tutti gli insiemi proposti # varia in [0, 27], mentre p, z variano come segue:

(a) () z€ [-R,R,pe [o,m} (i) pe [0,R],z € [—\/RQ—pQ,\/RQ—pQ}

(b) (i) 2 € [0,R],p € [o, VR? - z2] (i) pe [0,R],z € [0, VRIZ ,o2]
(c) (i) e (ii): z € [0,h],p € [0, R]
(d) (i) z € [0,h],p € [0, R — 2] (ii) p € [0,R],z € [0,h — Lp] .

(e) (i) z €[0,h],p € [0,£2] (i) p € [0, R],z € [%p, ] .

2. Integrando in coordinate cilindriche, in uno dei due modi descritti sopra, si trova:
(i) 11 volume vale rispettivamente (b) 27R3, (c) 7R?h, (d) 37R?h.
(i) 11 baricentro ha coordinate rispettivamente (b) (0,0,2R), (c) (0,0,%), (d) (0,0, %h).

(iii) Il momento d’inerzia vale rispettivamente (b) %TI'RS, (¢) ZR*h, (d) {5R*h.

3. (a) In coordinate cilindriche

1 z V1-z2 1 z
/ dz/2 d@/ zeprdp:/ dz/2 g (el_zz - 1) do = %(8—2),
0 0 0 0 0

oppure, in coordinate sferiche
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(b) In coordinate cilindriche

1 V122 z
/ dz/ dp / [p(cos O — senf) — 1](sennz) pdf
0 0 0

1 V1-22 1 L
= _;T/o dz/o (senwz)pdp:_Z/o (1—22)Sen7rzdzzﬁ_z

oppure, in coordinate sferiche
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(¢) In coordinate cilindriche
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oppure, in coordinate sferiche
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4. In tutti i casi p varia in [0, 1], mentre 6 e ¢ hanno le seguenti limitazioni.
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) 96[0 27], ¢ € [7/2, 7]
(c) 0 €]—7/2,0], ¢ € [0,7]
(d) 0 € [r/2,37/2], ¢ € [0,7/2]
(e) 8 € [r,3n/2],p€(0,7/2] .

NB sono corrette anche le risposte ottenute aggiungendo a entrambi gli estremi un multiplo intero
di 27; tutte le altre sono sbagliate (ad es., se la risposta giusta ¢ 6 € [—7/2,0], va ugualmente
bene 6 € [37/2, 27|, mentre risposte quali 6 € [0,37/2], 0 0 € [37/2,0] o ancora 0 € [—m/2,27]
sono sbagliate); I'unica eccezione ¢ naturalmente il caso di # € [0,27] dove [0,27] puo essere
sostituito da un qualunque altro intervallo della stessa ampiezza.

5. Conviene usare le coordinate sferiche, rispetto alle quali il dominio corrisponde a p € [0,3],6 €
[0,7/2],¢ € [0,7/2]. Pertanto la massa ¢ data da

///“”“’) todyis = ["ap [0 [0 pin oot - sin0) i)
- /d/’/ d¢/ psm¢+2p sin ¢>) d
= /0 (5% + 50 )dp—%ﬂ'

6. Indichiamo con § la densita (costante) del cilindro e con h la sua altezza (che non sono note, ma
si vedra che il loro valore non influira sul risultato finale). Integrando sul cilindro si trova che la
massa vale 25m0h e il momento d’inerzia 625 2227éh. D’altra parte sappiamo che la massa vale 4,
quindi 7dh = 4/25, da cui si deduce che il momento d’inerzia vale 50.



7.

10.

Possiamo integrare per strati, osservando che lo strato di altezza z ¢ dato da Q, = C(vV4 — 22)
(cerchio di centro l'origine e raggio v4 — z2) per z € [—1,0]. Quindi la massa di € si puo
calcolare al modo seguente

0
///(1+x2+y2+z2)dxdydz:/ dz/ (1+$2+y2+22)dxdy
Va=z2
2w Via—2z2 27r 347
/ dz/ d@/ (1+p*+ 22)pdp = / dz/ —2t =222 4 24)dh = 307

Si tratta di un solido di rotazione intorno all’asse z, quindi le coordinate x e y del baricentro sono
zero per simmetria e ci limitiamo a calcolare la z. Usando le coordinate cilindriche, troviamo
che il volume vale

m(Q):/Of ldz/%de/ . (ZH)dep_/Of iR (4 1) de (V3 -5)

mentre l'integrale di z vale

V2-1 21 \/2—(z+1)2 V2-1 9
/ dz/ d@/ zpdp:/ 722 — (2 4+ 1)%]dz = g <f—4\@> .
0 0 0 0

Quindi la coordinata z del baricentro vale

2-42 3
T 4V2-5  44V2-5)

In coordinate sferiche il dominio ¢ descritto dalle limitazioni p € [0,2],0 € [0,27],¢ € [F,%].
Pertanto il momento d’inerzia ¢ dato da

[f e vomrawavas= [Fap [ /ﬂjf(p? sin? ) (¢ sin 6) do

2m
/p d,o/ E)\fdﬁm?:/iw.

oppure in coordinate cilindriche
V2 27 Va—z2 V2 1 )
/ dz / de / pddp = T / (16 — 822) dz = 6\[7r.
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Osserviamo che 2y ¢ simmetrico rispetto ai piani © = 0 e y = 0 (ma non rispetto a z =
0). Pertanto funzioni dispari rispetto a x e/o rispetto a y hanno integrale nullo. Funzioni
positive (risp. negative) su tutto ¢ hanno invece sicuramente integrale positivo (risp. negativo).
Per brevita, nelle risposte chiamiamo “positive su y” anche funzioni che valgono zero su un
sottoinsieme di misura nulla e sono strettamente positive sul resto di Qg (es. la funzione x).
Troviamo nei vari casi

(i) Ha integrale positivo, pari al volume di €.
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(ii) Ha integrale nullo (¢ dispari rispetto a x).

(iii) Ha integrale positivo (perché z & positiva su Q).

(iv) Ha integrale positivo (perché y? ¢ positiva su ).

(v) Ha integrale nullo (& dispari rispetto a x).

(vi) Ha integrale positivo, perché 22z & positiva su .

(vii) Ha integrale nullo (& dispari rispetto a z).

(viii) Ha integrale nullo (& dispari rispetto a y).

(ix) Ha integrale positivo, perché zy & compreso tra —1 e 1 su Qy, e il coseno di una quantita
tra —1 e 1 e positivo.

Osserviamo che il dominio & simmetrico rispetto a tutti i piani coordinati, in particolare rispetto
ar=0eaz=0, quindi i termini = e 23 hanno integrale nullo perché funzioni dispari. E’
sufficiente quindi integrare il solo termine y2. E’ possibile integrare per strati:

2 V2—22
///y da:dydz—/ dz/ d@/ p®sen 26 dp

= /_14[(2—2:) —1]dz—ﬁ7r

Il termine x ha integrale nullo per simmetria. Troviamo quindi, utilizzando le coordinate sferiche,
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I termini ze¥ e 23 hanno integrale nullo per simmetria. Troviamo quindi, utilizzando le coordinate
cilindriche,

1 2 Va—22
///f T, 2 dxdydz—/// y2dazdydz:/ dz/ d9/ p2sen?0dp
Q -1 0 V3

= /_14[(4—2) - 9] dz = ?gw

La piramide ha per base un quadrato di lato 2 e altezza pari a 1. Indicando con 2 la piramide
e con (2, il suo strato di altezza z, abbiamo quindi che . € non vuoto per z € [0,1] ed & un
quadrato di lato di lunghezza 2 — 2z. Integrando per strati, troviamo:

1 1 1
:/ dz // dmdy:/ area(Qz)dz:/ (2—22)%dz = =
0 Q. 0 0
z = / dz// zdx dy

1
1
= 4/0 area({2;) - zdz—i/o (2—22)22’61221.



15. Introduciamo le nuove variabili 2/, v/, 2’ definite da

Il cambio di variabili ¢ dato da
F(2',y',2") = (a2’ by, c2’)

la cui matrice jacobiana ha determinante costante detJJr = abc. Nelle variabili 2/, 9/, 2/, I'ellissoide
diventa la sfera unitaria, che indichiamo con S. Otteniamo quindi

m(Q) = / / /Q dz dydz = / / /S abedx’ dy d2' = (abc) m(S) = %wabc.



