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1. Calcolare I'integrale doppio della funzione f(z,y) sul rettangolo R, dove

(a) f(x,y) =y? sin2x + we Y, R =10,7/2] x [0,1]
(b) f(z,y) =2y +2*+e*y?, R=10,1] x [-1,1]

(c) flz,y) =e*", R=[-1,0]x[0,2]

(d) f(z,y) =y R=10,2] x [-1,1]

(e) flz,y) =5 R =[1,3] x [0,2].

2. Calcolare l'integrale doppio della funzione f(z,y) su {2 nei casi seguenti

(a) f(z,y) =1—ay, Q =triangolo di vertici (0,0), (—1,0), (—1,2).

(b) f(x,y) = 2x — 3y, Q =triangolo di vertici (0,—1), (0,2) e (3,0).

(c) flz,y) = Z(r+y), Q =triangolo di vertici (-1, -2), (—1,1) e (0,0).
(d) f(z,y) =14z, Q =triangolo di vertici (0,0), (1,—1) e (4,2).

(e) f(z,y) =z —y, Q =trapezio di vertici (—1,0), (—1,1), (1,1) e (3,0).
(f) f(x,y) =y + 2%, Q =trapezio di vertici (—1,—1), (— 2), (0,3), (0,
(&) fley)=z+y, Q={(z,y) : 2" +y* <4,y >0}

(h) f(z,y) =2+ 39:y, = {(zy) : v 1,4,0<y < 1/z}.

) fley)=z—y, Q={(r,y) : v€[-1,2,0<y <1+27}.

(4) flzy) =lo —y| ={(z,y) : z€0,1],2* <y <1}

09 f(z,) = <yii)2, Q= {(5y) : 2 <y<2+3)

D) flz.y) =%, Q= {(z,y) : *+3 <y <4z}

3. Calcolare il baricentro dei seguenti insiemi:

(a) @={(z,y) : 2? -~z <y<0}.

(b) Q=A{(z,y) : W' <z<y*+4}.

() Q= {(x,y) : ©>0, y>2/x, 2* +1y> <5}
(d) Q= {(z,y) : 1< 2> +y* <4, y>0}.



4. Siano O,y C R? insiemi misurabili senza punti interni in comune. Supponiamo
di sapere che hanno area uguale rispettivamente a 2 e a 5 e baricentro rispettiva-
mente in (0,0) e (1,3) (considerando la densita uguale a 1). Possiamo dire qual’e il
baricentro di €y U Q2,7

5. Calcolare I'integrale doppio della funzione f(z,y) su {2 nei casi seguenti
(a) f(x,y) = 2z + 2y, € =semicerchio di centro (0,0) e raggio 2 contenuto nel
semipiano y > 0.

(b) f(z,y) = 2* —x, Q =semicerchio di centro (0,0) e raggio 1 contenuto nel
semipiano x < 0.

(¢) f(z,y) =1—=ay, Q =quarto di cerchio di centro (0,0) e raggio 3 contenuto
nel quadrante x < 0, y < 0.

(d) f(z,y) = y+x, Q =settore del cerchio di centro (0, 0) e raggio 2, contenuto nel
semipiano delle 4 > 0 e delimitato dalle rette di equazione y = —x e y = /3.

(e) f(x,y) =22*+2y* +y, Q =corona circolare di raggi 2 e 3 e centro (0,0).
(f) f(z,y) =x+y, Q =-cerchio di raggio 1 e centro (1, 1).

(g) f(z,y) =x—y, Q =-cerchio di raggio 1 e centro (¢, yo) per un generico punto
(ZE07 ?JO) S R2’

6. Calcolare 'integrale doppio della funzione f(x,y) su 2 nei casi seguenti
(a) f(z,y) = 2* +y* Q =porzione del cerchio di centro (0,0) e raggio 2 che si
trova sopra la retta y = 1.

(b) f(z,y) = (x +y)? Q =porzione del cerchio di centro (0,0) e raggio 1 che si
trova sopra la retta x +y = 1.

(c) f(x,y) = (z +y)* € =porzione del cerchio di centro (0,1) e raggio 2 che si
trova sopra l’asse x.

(d) f(z,y) = 2*+y*—4, Q =porzione del cerchio di centro (—2,0) e raggio 2 che
si trova sotto la retta x + \/gy =0.

(e) flz,y) = 1/\/22+y% Q = la parte del quadrato [0,1] x [0, 1] esterna al
cerchio di centro (0,0) e raggio 1.

(f) f(z,y) = /2% +y? Q= il cerchio di centro (1,0) e raggio 1.

7. Sia Q il tetraedro di vertici (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1).
(a) Trovare il baricentro di 2.

(b) Calcolare l'integrale su 2 di f(z,y,z) = sin (g(:v +y+ z))



10.

11.

Rispondere alle stesse domande dell’esercizio precedente, con €2 la piramide di vertici
(—2,0,0), (0,—2,0), (1,0,0) e (0,0,1).

Descrivere per mezzo di disequazioni nelle variabili x,y, z I'insieme Q C R? in cias-
cuno dei casi seguenti

(a) Q ¢ la sfera (piena) di centro (0,0,0) e raggio R.

(b) Q & la meta superiore della sfera del punto precedente.

(c) 2 ¢ il cilindro che ha per base il cerchio di centro lorigine e raggio R nel
piano z = 0 e altezza h (NB si sottintende un cilindro “retto”, cioe con asse
perpendicolare alla base).

(d) €2 & il cono che ha per base il cerchio di centro l'origine e raggio R nel piano
z = 0 e per vertice il punto (0,0, k), con h > 0.

(e) © e il cono “rovesciato” che ha per base il cerchio di centro 'origine e raggio
R nel piano z = h, con h > 0, e per vertice 1’origine.

Per gli insiemi (b),(c) ed (e) dell’esercizio precedente, si risponda ai seguenti quesiti

(i) Scrivere 'insieme come insieme normale rispetto all’asse z
(ii) Descrivere l'insieme Q, := {(z,y) : (z,y,2) € Q} al variare di z.
(iii) Descrivere 'insieme €2 in coordinate cilindriche.

(iv) Calcolare il volume dell’insieme.
(v) Calcolare il baricentro dell’insieme (considerando la densita unitaria).

(vi

NB Ricordiamo che il momento di inerzia rispetto all’asse z di un insieme () di
densita assegnata d(z,y, z) e l'integrale

///Q(lz+?/2)5($,y,z)dxdydz,

Se la densita non e specificata, si sottintende § = 1.

Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse z dell’insieme.

Sia B la sfera di centro (0, 0,0) e raggio 1. Per ciascuno dei casi seguenti, descrivere
in coordinate sferiche I'insieme B* definito da

)
(ii) B* ¢ la semisfera ottenuta intesecando B col semispazio z < 0.
(iii) B* e il quarto della sfera B con x > 0, y < 0.
(iv) B* ¢ il quarto della sfera B con x <0, z > 0.
(v) B* e lottavo della sfera B con x <0,y <0, z > 0.
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18.

Sia © un cilindro omogeneo (cioe con densita costante) di base circolare di raggio 5.
La massa di ) e nota e vale 4. Calcolare il momento d’inerzia di € rispetto al suo
asse.

Calcolare la massa di €2, dove Q ¢ la parte della sfera di equazione 2% + y? + 22 < 4
compresa tra i piani di equazione z = —1 e z = 0 e avente densita 0(x,y,z) =
L+ 2?4y + 22

Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse z di €2, dove

Q={(r,y,2) : 2 +y* +22 <4, 2 +9* > 2 2 >0}

Calcolare la massa di €, dove Q ¢ Uottavo di sfera {(z,y,2) : 2> +y*+22 <9, z >
0,y >0,z > 0} avente densita §(z,y,2) =1+ z +y.

Calcolare I'integrale di f(z,y,2) = x + 3> + 2 sull’'insieme
Q= {(r,y,2) : B+ +22<2, 2" +4° > 1}

Sia azx + by + cz = A 'equazione di un piano P C R? e sia  C R3 un insieme tale
che ax 4+ by + cz > A su tutti i punti di 2 (cioe 2 € interamente contenuto in uno
dei due semispazi individuati dal piano P). Mostrare che, qualunque sia la densita
di ©, il baricentro (z, 7, z) di €2 soddisfa anch’esso aZ 4+ by +cz > A (cioe appartiene
sicuramente allo stesso semispazio in cui ¢ contenuto €2).

Sia ) la sfera di centro l'origine e raggio 1 e sia {2y la meta di €2 che giace nel
semispazio z > 0. Senza fare calcoli, dire quali tra le funzioni seguenti hanno
integrale nullo su €y per simmetria. Negli altri casi dire il segno dell’integrale:

(i) flz,y,2) =1, (ii) f(x,y,2) ==, (i) f(7,y,2) =

(iv) fz,y,2) =9, V) f(z,y,2) =z, (vi) f(z,y,2) = wzz,

(Vll) ([E Y,z ) = SiHZL‘7 (Vlll) f(l‘7ya Z) = yzex, <1X) (l’ Y,z ) = cos 2y,

(x) f(z,y,2) =sin(z+y) (xi) flz,y,2) =2 +2° -2z (xii) f(z,y,2) =2 —y°.

Per altri esercizi, vedere ad es. i §3A, 3B, 3E e gli esercizi 5.51-5.52 del libro di
Marcellini-Sbordone, (vol.2 parte seconda) e i §4.1, 4.2, 4.4 del libro di Salsa-Squellati.



