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1. Le curve hanno tutte parametrizzazioni di classe C'**°. Per studiare la regolarita calcoliamo
v/(t) e verifichiamo se si pud annullare.

(a) ¥'(t) =
(b) ¥'(t) = (—3cos?tsent, 3sen>tcost), si annulla per t = 0,7/2, 7, (3/2)7, 2, i punti
(£1,0) e (0,£1) non sono regolari.

(—Rsent, Rcost), non nullo per ogni ¢, curva regolare.

(c) /() = (e'(cost — sent), e'(sent + cost) ), non nullo per ogni ¢, curva regolare.
(Nota: piuttosto che studiare 'annullamento simultaneo di 2/(t) e y/(t), pud convenire
in questo caso calcolare ||7/(t)|]; si trova che ||7/(t)|| = v/2¢! e quindi +'(t) # 0 per
ogni t.)

(d) 4/(t) = (3t?, 2t), si annulla per ¢t = 0, 'origine & un punto non regolare.

(e) 7/(t) = (—sent, cost,1), non nullo per ogni ¢, curva regolare.

2 @)L =20k BLH)=6 (L0 =vVA 1) () Lk = o (13% - 8)

(e) L(y) = 2v2m.
NB Sottolineiamo un errore frequente nel caso (b). Per tale curva si trova
1Y (1)|] = V9sen 2t cos? .

Se si semplifica erroneamente V9 sen 2t cos?t = 3sent cost, si trova
21
L(v) = / 3sentcostdt =0,
0

conclusione evidentemente sbagliata, perché una curva (non costante) non puod avere
lunghezza zero. Il passaggio corretto ¢ invece vV9sen2tcos?t = 3|sentcost|. Dividendo
'intervallo [0, 27] a seconda del segno di sentcost, si trova

2m w/2 ™
L(v) = / 3|sentcost|dt:/ 3sentcostdt—/ 3sentcostdt
0 0 /2

3r/2 27
+/ 3sentcostdt—/ 3sentcostdt = 6.
s 3m/2

3. Nota: ci sono diversi modi equivalenti di parametrizzare la retta tangente alla curva. Noi
prendiamo come equazioni parametriche quelle date da

z = z0+ 2 (to)t, y=yo+y (to)t.
L’equazione cartesiana della retta tangente invece si ricava dalla formula

y'(to)(x — z0) = 2'(to)(y — o)-



(a) Pp corrisponde a t = 0, la retta tangente ha equazione parametrica z = 0, y = 2t ed
equazione cartesiana x = 0 (coincide con 'asse y).
P, non appartiene alla curva,
Py = y(m/4), la retta tangente ha eq. par. z = —2+v/2 — 2t, y = v2 + /2t ed eq.
cart. x+y:2f—2.

(b) P; non appartiene alla curva,
Py, = v(n/6), la retta tangente ha equaz. param. x = /3 —t, y = 1 + 2v/3t ed eq.
cart. 2V3z +y =171,
P53 non appartiene alla curva.

(¢) Pr=~(1), la retta tangente ha eq. par. x = 4t, y =t ed eq. cart. z — 4y =0,
P, non appartiene alla curva,
P; = ~v(—1), la retta tangente ha eq. par. x = —4t, y = —2 4+t ed eq. cart.
4+ 4y = —8.

4. (a) /(ny + %) ds :/ 16sent dt = 32.
o 0

(b) /7(902 +y?)ds = /O27r AV10dt = \/?)To(e&T —1).

/2 3 11 38
(c) /xyds:/ GCostsent\/4sen2t+QCosztdt:—5/ \/ldeZE.
v 0 9

2
1
(d) /y(w—2y4)ds=—/ t° 16t6+1dt:—m(10253/2—1),
ol

0

2w 2)
(e) /(xy—2y+22)d3:/ (QCostsent—ﬁsent—i—éltZ)\/ﬁdt:%\/ﬁﬂg‘.
ol 0

5. (a) AF-dx:/OQ[t2+(2t+1)2t]dt:532.
(b) /F-dx:/1 [(£3 + 2t)(3t?) — 3] dt = 0.
o -1
(c) v(t) = (t,2t — 1) con t € [0, 1], AF-dx:/Ol[z(2t1)4t]dt:2.
2 2
(d) F-dx:/0 [_R;Qem(—Rsent)+Rg;St(Rcost)] dt:/o 1dt = 2m.

™

/
2
(e) /F~dx:/ [(—sent)(—sent)—i—(cost)(cost)+t2] dt:27r—|—§7r3.
Y 0
/F dx—/27r #+(t2—t)2t+et3(3t2) dt———l—ke
. Jo 2 +1 VI

2

6. (a) F & conservativo e un suo potenziale & U(z,y) = z°siny.



b

(b) F non & conservativo.
(c) F & conservativo e un suo potenziale & U(x,y) = we™¥ + y>.

)
)

d) F non & conservativo.

(e) F & conservativo e un suo potenziale ¢ U(x,y) = %ln(xQ +y% + 1).
)

(f) F non ¢ conservativo.

7. In tutti i casi proposti, il campo risulta conservativo ed ¢ conveniente calcolare 'integrale
come differenza di potenziale.

potenziale U = e*’¥, integrale U(1,3) — U(1, —1) = €3 — e~3.

potenziale U(z, y) = 3 In(z*+y?+1), integrale U (0, e)—U(1,0) = 3(In(e’*+1)—In2).

$e?”sen (4my) + y*, integrale U(—1,0) — U(O 1)=0.

$e?™ — yz, integrale U(—2,2) — U(0,0) = ==

potenziale U(z,y) =
L4,

potenziale U(x,y) =
a = _%, Ux,y)=—% cos(y?), 'integrale vale —%.

(a)

(b) a =2, U(z,y) = yarctg(z?), I'integrale vale 0.
) F non ¢ conservativo per nessun valore di a.
)

a=1U(z,y) =3 22 4 22¢9° | I'integrale vale 627“'1

9. (a) Poniamo F = G + H, dove G = (2zye® ¥, 22e"V) ¢ H = (y, 2z 4+ y). In questo
modo G & conservativo e ha come poten21ale U(z,y) = ™. Otteniamo

11 1
/F'dXZ/G-dX+/H-dx=( e)+— = l—e,
il ¥ vy 6 6

dove il primo integrale & calcolato usando il potenziale e il secondo con la definizione.
NB e possibile definire i campi G e H in altri modi, ad es. G = (nyexzy—i—y , 22e™ Y +
z+y)eH=(0,2); i conti sono simili.

(b) Posto F = G+H, dove G = (2xcos[ (22— )] —2ycos[ (22 —y?)])eH = (0, 2?),
si ha che G = VU dove U(z,y) = Lsin[r(z? — y?)] e pertanto

/Fdx—/de+/HdX—O+8 E
. 15 15

10. (a) Il punto & = (—%7‘(‘) = (0, —@) La retta tangente ha equazione

— t
x = /3t y:\/g—i_.

(b) L’integrale vale

2 I 14
2costsent\/4sen2t+cothdt:§ ﬁduz;.
- 1



11.

12.

(c) Il campo & conservativo, e un suo potenziale e

1
Ulz,y) = 5 (=" +2)y" + ye
pertanto

3
/F-dx:U(l,l)—U(—l,O):2+e.
:

(a) L’integrale vale

1 20
4
/ 2t((2t)* — 4t*) /4 + 16t6 dt = \/ﬁdu:§(53/2—1).
0

4

(b) Il campo ¢ conservativo, e un suo potenziale e
Ulw,y) = 2¢" % 4y

pertanto
/F-dx—U(Q,l)—U(0,0)—Qe—l.
~

(a) Si trova che ||y (t)|| = V4 + 472t2, che positivo per ogni t. Quindi 7/ non si annulla e
la curva ¢ regolare.
(b) L’integrale vale (attenzione al segno quando si semplifica la radice di un quadrato)

1 1
/fds = / V/4t2(cos? it + sen 27t) \/4+4772t2dt:/ AtV 1 + 72¢2 dt
ol -1 -
0 1
= —/ 4t\/1~|—7r2t2dt+/ 4t/ 1+ w22 dt
0

92 1 2 1+m2 8 28/2

(c) Il campo & conservativo, e un suo potenziale &

m6y3

1
U(x,y)ziln(:vz—i—y‘l—i—l)—i— + &Y

pertanto
/F~dx =U(-2,0)—-U(2,0) =0.
~

13. Applicando il teorema di Stokes nel piano troviamo

0
(a) /F dx—/rotha:dy—/ d:n/ —6x + 2) dy—/ (922 — 3z) dx = 30.
—x/2 -2

2
(b) /F'dx:/rotF da;dy:/ d,o/ —8(2+pcos0)pd0:/ (—=16m)pdp = —327.
o' Q 0 —T 0



14.

15.

3 T 3
(c) /F-dx = /rotF dxdy = / d,o/ (—6pcosf + 2)pdf = / (6p% + mp)dp =
R Q 2 w/2 2

38 + gw.

Il campo ¢ definito su tutto R? eccetto l'origine, e un calcolo diretto (fatto a lezione)
mostra che rot F = 0. Sia v una curva chiusa semplice e sia ) 'insieme limitato di cui vy
¢ la frontiera. Se {2 non contiene 'origine, allora F ¢ definito su €2, e possiamo applicare
il teorema di Stokes per trovare

/F~dx:/rotF:0.
0 Q

Se invece () contiene 'origine, allora il teorema di Stokes non si puo applicare perche F non
¢ definito su tutto €2, e quindi non si puo concludere che I'integrale sia nullo. L’esercizio
5(d) mostra che in effetti I'integrale in questo caso puo essere diverso da zero.

Per cercare un esempio con la proprieta richiesta puo aiutarci il teorema di Stokes, che dice
che 'integrale curvilineo di un campo F sulla circonferenza del testo € uguale all’integrale
doppio del rotore di F sul cerchio di centro (0,0) e raggio 1, che indicheremo con 2
(supponendo che il campo F sia definito su tutto ). Questo mostra che le proprieta
richieste sono soddisfatte se rot F ¢ una funzione diversa da zero (e quindi sicuramente F
non ¢ conservativo), ma che ha integrale nullo su Q. Per risolvere 'esercizio, basta quindi
(i) trovare una funzione f(x,y) che non sia identicamente nulla, ma che abbia integrale
nullo sul cerchio 2

(ii) trovare un campo F che abbia per rotore la funzione f trovata in (i).

Questo si puo fare in infiniti modi. Per il passo (i) ci si puo aiutare con considerazioni
di simmetria: si puo prendere ad esempio la funzione f(z,y) = z. Il passo (ii) si traduce
allora in

oFy oF; B
%(Jﬂay) - Ty(x’y) = Z.

Abbiamo due funzioni da scegliere, F; e F5, e una sola relazione da soddisfare, quindi
¢’e¢ abbondanza di soluzioni: possiamo ad esempio scegliere Fo = 0, F} = —xy. Il campo
F = (—2y,0) ¢ quindi un esempio con le proprieta richieste.



