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1. In ciascuno dei tre casi la funzione possiede una primitiva, data rispettivamente da

423 1 e
F — F = —— F = .
@ F&=%  0) Fe) =1 () Fe=2
L’integrale ¢ quindi uguale a F'(z1) — F'(zp), dove zg = v(0) =1 e z; = (1) = 1 + i. Si trova
4 141 2e™
(25 — F(z)=——.

2. (a) Le singolarita di f sono zj = cos (% + kg) + ¢ sen <% + k%) per k=0,1,2,3,4,5.
I corrispondenti residui valgono

1 2k, 2k,
Res f(2)) = —5 = — = - %,
6z, 6z 6
perché zg = —1 per ogni k. Applicando il teorema dei residui si trova che

/ f(z)dz = 2mi(Res f(20) + Res f(21) + Res f(22)) = %7‘(.
ol

™

(b) Singolarita zj = cos (4

+kg) + i sen (Z —|—/~cg> per k=0,1,2,3.

Residui: Res f(zx) = 4; Integrale /f(z) dz = 2mi(Res f(z0) + Res f(z1)) = %
g

(c) Singolarita zq =i, z9 = —i. Residui: Res f(i) =i/2, Res f(—i) = —i/2.

Integrale /f(z) dz = 2miRes f(i) = —m.
g

3. (a) Singolarita: zj = 2kmi per k intero. Residui: Res f(z1,) = —4k*7? + 1

(2)dz = Res f(z0) = 2mi
ge!

f(2)dz = 2mi( Res f(0) + Res f(27i) + Res f(—2mi)) = 2mi(3 — 87?)

72
(b) Singolarita: z; = (7 + 2km)i per k intero. Residui: Res f(z;) = —2k

f(z)dz=0

Y1

f(2)dz = 2mi( Res f(mi) + Res f(3mi) + Res f(—mi) + Res f(—3mi)) = 0.

72



(c) Singolarita: zj = (—m/2 + 2kn)i per k intero. Residui: Res f(z1) = 2iz
_ Y o2
(z)dz-Resf( 2) 270

(2)dz = 2mi [Resf <—527T> + Res f (—g) + Res f <37r>] = 67,
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(a) Singolarita 23 =i, z0 = —i. Residui: Res f(i) = Res f(—i) = 1 <e - )

Integrale /7 F(2)dz = 2mi(Res £(i) + Res f(—i)) = (e - 1) i

1
(b) Singolarita z; = 7, 29 = —. Residui: Res f(£7) = iZ—.
T

Integrale /f(z) dz = 0.
g

. Indichiamo con + la circonferenza di centro 2i e raggio 2. Abbiamo che un punto z & racchiuso
da v se e solo se |z — 2i|? < 4.
(a) Le singolarita di f sono racchiuse da + sono

1+ —1+1 —1—1 1+1
20 = —=), 2 = 29 = , 23 = .
v T vt B
e i residui corrispondenti valgono Res f(z;) = —%. Abbiamo

1\? 1 2
|z0—2i|2:|zl—2i|2:(ﬂ> +<\/§—2> =5-2V2 < 4,

quindi zg, 21 sono racchiuse da . Invece z2, z3 non sono racchiuse, come segue da un calcolo ana-
logo, oppure, piu direttamente, osservando che v & contenuta nel semipiano complesso superiore
mentre zs, z3 sono nel semipiano inferiore. Si ha quindi

[/f(z) dz = 2ri <— Z?;g - _41\/?) . \%

(b) Le singolarita di f sono le z; dell’esercizio 2(a). I residui in questo caso valgono

z 1 2L Zk

Res f(2r) =

4
k _ — Tk _ )
62’2 62 6|2:]c|2 6

Si verifica che le singolarita racchiuse da « sono zg, z1, 29 e pertanto
2
/f(z) dz = 2mi[Res f(z0) + Res f(z1) + Res f(292)] = 3™
¥

(c¢) L’unica singolarita racchiusa ¢ z = i, pertanto

e*ﬂ'

%

e "

/f(z) dz = 2miRes f(i) = 2mi
2l



6. Le singolarita della funzione sono zg = 2, 21 = —1 + \/gz', 29 = —1 — +/3i e i residui valgono
1 2k

rispettivamente Res f(z;) = — = Per 0 < R < /3 la curva g non racchiude singolarita

32,3 24"
e 'integrale vale zero. Per V3<R< 3, la curva racchiude z; e zo e si ha
. (21 22 s
dz =2 (7 7) - T
| J@dz=ami (gt g 6

Per R > 3 tutte le singolarita sono racchiuse e si ha

(Z)dZ=27rz'<Z—0 2 Q)

++
. 24 24 24

Per R = /3, R = 3 la curva non ¢ contenuta nel dominio della funzione.

7. Le singolarita di f(z) sono:

zo =141, z1 = —1+1, 2o = —1 —1, zz3=1—1.

e i residui valgono rispettivamente Res f(zp) = —Z‘fgz. Per 0 < R < v/2 la curva vy non

racchiude singolarita e I'integrale vale zero. Per V2< R< \ﬁO, la curva racchiude z7 e z9 e si
ha

/f(z) dz = 2mi[Res f(z1) + Res f(22)] = —%z’e*”.
-
Per R > /10 tutte le singolarita sono racchiuse e si ha

f(z)dz = —i(e" —e™ 7).

TR

Per R = ﬂ, R = /10 la curva non & contenuta nel dominio della funzione.

Indicata con « la circonferenza del punto (a) si trova
/f(z) dz = 2rmi[Res f(z1) + Res f(z2)] = —%ie_”.
gl

8. Le singolarita della funzione sono i valori di z tali che €™ = ¢, cioé i numeri complessi della
forma

1
2L = (2 + Qk) 1, k intero,

e i rispettivi residui valgono
22 22
Res f(z) = —&— = 2k,

TeT Ak iy

Per R = 2, le singolarita racchiuse sono zp e z_1 e si ha

2 2
(z)dz = 2mi <ZO + Z_1> = —5.
i

YR ™

Al tendere di R — 400 la curva racchiude sempre piu singolarita e si trova

K 2
lim f(2)dz =2mi lim Z %k
VR

R— K— Iy
+00 +00 Py

La serie non converge, perché il termine generico non va a zero, quindi neanche l’'integrale
possiede limite finito.



