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H.l\. mo_szoz de tous les problemes de dynamique, est renfermée dans
une formule générale, que T'on déduit du principe des vitesses virtuelles,
et qui se décompose, dans chaque cas particulier, en autant d'équations
différentietles secondes que I'on a de variables & déterminer en fonctions
m_._ temps ;- mais ce n'est que pour un trés-petit nombre de questions que
T'on parvient & intégrer complétement ces équations; et le plus souvent
on n'obtient pas d'autre intégrale que celles qui sont fournies par fes
principes généraux de la mécanique, tels que le principe de fa con-
servation du centre de gravité, celui des aires et celui des forces vives.
Il arrive quelquefois qu'en faisant abstraction d'une partie des forces
appliquées aux mobiles, les équations du mouvement s'i intégrent par
les méthodes connues. Si les forces négligées sont trés-petites par rap-
port & celles que f'on conserve, ces intégrales donnent fa solution du
probléme -par une premiére” approximation , €t servent de base 4 toutes
les approximations. suivantes, . Ainsi, par. exemple, les équations du
mouvement elliptique sont fes- intégrales. des équations.du mouvement
des planétes autour du Soleil, quand on néglige leur action réciproque.
Les constantes . arbitraires qui complétent ces intégrales, sont fes six
élémens elliptiques de chaque planéte; savoir, Je grand axe et I'excen-
tricité .de son ellipse, sa longitude & une époque déterminée, la lon-
gitude de son périhélie, linclinaison du plan de son orbite, et la
longitude de ses nceuds sur un plan fixe. Ces quantités seraient donc
Eﬁzm_v_mm. si Taction réciproque -des planétes éait absolument insen-
sible,; Emm les observations-ont bientdt fait voir que les élémens

¢ j . #z‘whmmm\ X

n:_mzannm ne sont pas constans ; 2 qué- fes. o&:mm 1@5&&5 mozaﬁ
dtre regardées comme des. m:._ummm moun.nnm,&_ﬁmﬁ.onm et la position
dans- ['espace; varient par degrés insensibles. Pour sdéterminer ces va-
riations par a théorie, il a fallu: conserver- dans les équations différen-
tielles, les termes dus a l'action .umnnvnomnm.n_n- planétes; et 'on imagina,
pour résoudre ces nouvelles équations,: de :considérer comme variables
les constantes: arbitraires des intégrales relatives au mouvement ellip-
tique. Il est remarquable que ce procédé, Tun des plus féconds de
l'analyse, qui consiste & faire varier des quantités regardées d'abord -
comme constantes, soit indiqué ici aux géométres par les résultats des
observations, dontil n'est, pour ainsi dire, qu'une sorte de traduction.
Depuis Euler, qui donna le premier les e.nm._.mmmmo:m différentielles des
variations de {a fongitude du nceud et de ‘inclinaison de l'orbite, on a
trouvé, par-différens moyens, les différentielles des autres élémens; mais
dans les Mémoires de Berlin, pour les années 1781 et 1782, M. Lagrange
a donné sur ce sujet une théorie générale et compléte, dans faquelle
{es différentielles des ¢lémens elliptiques sont exprimées au moyen des
différences partielles d'une. méme fonction, prises par rapport aux coor-
données de la planéte troubiée, et multipli¢es par des fonctions de ces
mémes-coordonnées ; excepté, cependant, fa différentielle de fa longitude
de la plantte 4 une époque déterminée, que M. Lagrauge avait exprimée
en série, et que jai mise depuis sous une forme plus simple {*).

If ne semblait pas que cette'importante théorie pit encore étre per-
fectionnée " lorsque fes deux géométres qui ont fe plus contribué a la
rendre-compléte, en ont fait de nouveau le sujet de leurs méditations.
M. Lagrange, dans un Mémoire Iu & I'Institut, il y a environ un an, et
M. Laplace; dans un Supplément & la Meécanique céleste, publié ala
méme époque, “ont su donner une forme nouvelle aux variations des
¢lémens des, planétes. Dans ces nouvelles formules, les différentielles des
m_mamaw.mozﬁ nxw_.mammm au-moyen des différences partielles d'une méme

ﬁd <ou§. le ano:n sur les inégalités séculaires des moyens mouvemens ma Eunnna.
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moan:o:. comme mmzm les anciennes; mais’.ces m_m.ﬁ.mu..nm sont’ _.Emmm
par. rapport aux. élémens de la w_mnmnn #o_._EmP et multiplides par des
fonctions-de ces mémes: m_manum ‘quine- _u.msm....ami pas-le temps d'une
maniére, axwro:?, avantage précieux,. sur<tout lorsqu'on veut calculer
les inégalités: séculaires, o les:inégalités.d :trés- _osmzam périodes, dé-
mnsmwﬂmm d'un argument. déterminé,.. ;; -~ - 7.

.- Jusqu'ici. nous voyons que la.théorie mc mouvement, mnm Em:nﬁmm
autour du soleil , est la seule mcmmcos de mécanique. ol I'on ait fait
usage de'la variation des constdntes arbitraires. Il appartenait a l'auteur
de la Mécanique analytique - de considérer {a-théorie. de cette variation
dans toute sa généralité, et d’en étendre I'usage-a-tous.les problémes de

la mécanique:cest, en effet, {e but du dernier Mémoire que M. haw._.n..ﬁn
a lu d [Tostitut,. . 50 20 St o

. Les recherches que je soumets wEoEm hui & F n_mmmm sont Hn_m:ém
w cette méme théorie, . que: je.reprends en entier sous un nouveau: point
mn vue. -Je: considére- le mouvement d’'un systéme de corps liés entre
eux dune maniére quelconque ; et soumis a des forces dirigées- vers des
centres fixes ou- mobiles, dont les intensités sont des- fonctions quel-
conques . des distances des corps 4 ces centres. Je suppose. qu'on. ait
d'abord .intégré les équations différentielles de-ce mouvement, en négli-
geant une partie des forces données; et-quensuite on fasse varier les
constantes arbitraires. qui-compfetent ces intégrales, afin .de les étendre
au cas. ol lon a ¢gard a.toutes. les. forces. Cela posé, je. cherche es
différentiglles _premiéres des constantes.- arbitraires . devenues - variables :
j'exprime leurs valeurs au:moyen-des différences particuliéres dune cer-
taine, moun:_oz que {'on.obtient en- prenant lintégrale de la . somme des
forces. négligées dans le premier eas, multipliées Tespectivement par
Yélément deleur direction. Ces différences partielles sont prises par rapport
aux copstantes arbitraires, et multipliées. par des fonctions de ces mémes
quantités,, qui ne renfermeront jamais. le temps d’'une maniére ‘explicite,
ainsi_que je le: prouve par une démonstration directe: Les formules du
dernier Mémoire de M. ‘Lagrange sont inverses ‘des ndtres :-ellés donnent
les différences partielles de la méme fonction, au moyen des différentielles

~
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des 8=£m_5nwmw1um:‘&8m... umummw.wwmvvv:m&maw {a ¢uite de.ce Mémoire,

afin' de les comparer; & celles' quesnous avons‘obtenues, et de montrer
da singuliére analogie-qui existe-ientre ces deux genres .de.formules. -
. Aprés avoir trouvé les expressions générales des variations des cons:

tantes arbitraires, j'en fais Hﬁmwvznﬂmo:: a-deux- -problémes: particuliers.
Je choisis, pour premier €xemple, le mouvement d'un wo:: attiré vers
un centre fixe,¥suivant une loi .quelconque. On parvient a séparer les
variables dans les m@:mzouw différentielles du mouvement, quelle que
soit la loi de l'attraction ; mais tant -que cette loi reste indéterminée, il
est HavommHEm d'achever les intégrations E.m exprimer, ‘sous forme finie,
les valeurs des variables. Cette circonstance n'empéche pas de déter-
miner , au moyen de nos formules, les variations des six arbitraires
contenues dans. les :;mmnm_nm de ces mﬁ_cw:o_; différentielles. Jai pris
pour ces constantes celle- qui entre dans Péquation des forces vives,
celle qui exprime l'aire décrite dans .chaque’ unité de temps , par le
rayon vecteur du mobile, l'inclinaison di plan-de la :.m_mn_..o:.m et fa
longitude -de la ligne des nceuds sur un plan fixe, la distance angu-
laire de cette ligne a ,
vecieur est.égale & zéro; enfin fa constante qui se trouve nécessaire-

un point. de l'orbite ou la différentielle du rayon

ment ajoutée au temps, et qui provient de.ce.que les équations diffé-

rentielles ne . renfermant que: I'élément de cette variable, il sensuit

qu'on peut y, satisfaire;, en y mcvm::m_: le temps augmenté d'une cons-
tante arbitraire. La forme des, valeurs que Ton trouve pour les diffé-
rentielles de .ces six quantités, ne.dépend pas de .F loi de l'attraction;
elles doivent dont saccorder’ avec.les différentielles des élémens des
planétes, .Acm.mm rapportent au cas de fa nature ol cette force suit la
raison inverse du carré des.distances. En effet, nos valeurs coincident,
dans ce cas, avec celles de M. Lagrange, et, par quelques transforma-
tions, il est aisé de prouver qu'elles s'accordent aussi-avec celles du
Supplément-a la Mecanique céleste. -

- Pour second exemple de Tapplication des moz:imm générales, je

~ prends les constantes ‘arbitraires du mouvement de rotation d'un corps



&

ula vdefigure ‘quelcon Anaﬁo &Em«aﬁm.mmx a%ﬁn«ﬂmaz .,.ﬁ:_a:z
wmxeéwwmwanﬁon mnmﬁﬁmm_.&oa ides “équétions-de“ce" ‘mouvement; ;- lors-
acnzwasn%o_.om =¢m_35&$ “points*du-cdrpsinovs’ partons donc” de ces

nmm_.mﬂ frar Jmo_._m_mmnonaﬁo:m.mmméﬂ“wﬁmﬁm ‘des six arbitraires qu ‘elles
,?m,%: ?dmaa.&m”nziwmzo:.zwﬁwmm—o‘&m_nz_ de a::._u%n oefficiens,
cotifiie dans le prémierexemplérLé réstltat fait voir que tous ces codffi-
cieris'sonr; ‘ou des toristantes'déterminées ; ‘ou des fonctiofls des.constantes
arbitraires ; ; ce'qui on._.En mn_._&_. .:_ en -était besoin, & confirmer la
théorie wm-_ma_ﬁ Quant aug’ &m.m«ma:m:nu des six constantes, elles sont
absolument de'ménie’ mon.:_m A;n. nmzmm des noszmamm analogues, dans le
wmmia_. vaozmin. Si wmu uxmaw_n on considére , dans le mouvement de
Bﬁwzomw & plan’ e_n ‘M. “Laplace a nommé. Plan invariable, sa position ne
m._wn.m_.mmw.m \vmm: tant’ m: wcncsm..monna mnww:m...zw n'agit pas sur les points
du éorpsPil's ensuit Ana son Ear:m_mc: et la longitude de son nceud sur
mrxw_ﬂ_ foie’y mo?m_.; dtre. mw “nombre des six constantes arbitraires,
a.&. deviennent variables wm_. leffet ‘des nouvelles forces; or on trouve,
vucw,_mwu&m.masanznm de ces deux angles, des expressions de méme
forme que’pour*les diffétentielles de linclinaison et de la fongitude du
nceud de Torbite, dans le.mouvement d'un ‘point attiré vers un centre fixe.
-8 le"mouvement de rotation que 'on considére est celui de la terre
autour de son ‘centre "de gravité, le plan’,; qui serait invariable sans
{action 'du soleil ef de a _Eﬁ.. differe toujours trés-peu de 'équateur.
Hmnm:pmm ces ‘deux plans’ est-du méme “ordre ‘que {e déplacement des
wo_nm de m_oﬂm:ou A Am mcn.mnm de {a tétre, qui'né péut jamais devenir

ey

uvwnmrﬂv_o ainsi mcm je Tai E.o?:m ‘darfs hon dernier Mémoire. En

:mm:mmma donc ' cet écart, “les différentielles de {'inclinaison et de fa

mozm_En_n du neeud du plan _:e.m:mEm. sur un plan fixe, appartien-
dront au-plan ‘de I'équateur; par aosmm@:m:ﬂ les deux formules qui
donnent ces’ ‘différentielles, _.mu*.n:smqo:ﬁ toute la théorie de la précession
des nmE:oxmm et de la nutation de l'axe ‘terrestre. Il suffit, dans cette
z.:.ho:n mn considérer les- Smmmm:mm _onm;mm wm:ommm. .2:_9. peut
fuire abstraction des inégalités ‘qui dépendent du mouvement diurne de

"
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la Ra.ﬂc.o: m:.. it :aussi borner, _.m_uv_.ox:um:os aux premiéres puissanices
des forces ﬁm:cwvmanmm et aux carrés des wm_.mzmxa des astres qui agissent
sur _m %ﬁ.ﬁn ide; ﬂﬂa.mﬂn nous 363 fait ces réductions dans nos for-
E&nm . €n es. Bawm_ﬁi n:E:n a celles .F V.o Llivre dé Iz Mecanique
Qb..:? nous. trouvons quelles sont : anzzauﬂ:mi les mémes ; ce AE

peut encore seryir a no:m:am_. _n. résultat de nos calculs.

Expressions wm..awn\& des variations. mn,.ﬂ. Constantes arbitraires.

[1.] ho_.mmca 'on considére le mouvement d'un sysieme de corps,
la position de chacun d’eux est déterminée, nrmacm instant, par trois
noo&oz_&mm qui sont des fonctions du temps, et le probleme consiste

d déterminer ces fonctions. En général, ces variables sont lices entre
elles par une ou E:ﬂmca équations moznmmm par la nature du &aﬂoao de
sorte qu'il ne reste qu'un :oa_u_.m de <m:m_u_mm indépendantes, égal & trois
fois le nombre des no%m. moins le nombre des ¢ ¢quations de condition.
Pour fixer lesidées, je supposerai fes variables indépendantes, au nombre
de treis, que je représenterai par @, |, et §, et je désignerai par ¢, J/, ¢/,

do dy di

e .. o e ; i
eurs coefficiens différentiels, g R dt étant I'élément du

temps. En ayant égard aux équations de condition du systénmte , on
pourra toujours exprimer les-coordonnés des corps et leurs différentielles
premiéres en fonctions de ces six quantités ; par conséquent toute fonc-
tion des coordonnées pourra étre censée une fonction de @, 4,0, et
toute fonction qui renfermera en outre les vitesses des corps’ paralléfes
aux axes des coordonndes, pourra étre transformée en une ,ﬁ.ozn:o.ﬁ de
’

¢, ¥, 8, ¢, L', 6. i donc nous représentons par m, m’, ", ére. fes
masses des corps; par x, y, 7, les coordonnées rectangulaires de m; par ¥/,
s ¢ celles de m', &c. ; et par T la demi- somme des forces vives de
tous ces corps, de manitre qu'on ait
2 : 3 &kulTR g d 3 2 [ d x*2 3 £

H.._”h. / ly 2 m X2 - dy't - do"

2 dr 2 - dn &lT%n.w

nous pourrons regarder 7" comme une fonction de g, 4.8, 9, &,
b de forme donnée dans chaque cas particulier. De méme, si nous




..,wmmwmm@w_ mcmammm.bmom@vmwm .ﬂ% mmﬁvu:n ._nm‘aon.wm}mmwrﬁ_:.mma vers
des. centrgs. fixés oy mobiles,.. et .que, .EEmE_& de nm&n&.o deelles est
une omm.cmw_ :&mo.@m:@&ﬂ a m_mmmznn du. Eo_u;o\m: ma:ﬂa mmnzos -
en \@ »_@ voﬁﬁmrnn 85, mo?nm. E&.:w_&mm chacune, par  ['¢ _manzﬂ
.Hn @ﬁmmcwm.. \m@mbﬁomm yne, quﬂc_m a_m.na::mmm._.am.mw.mzm mozn
Rm_.m_n sera_un moﬁnm.@.w des. coord :amnm n_nm‘mo.ﬂ..m et des nozsmm
@mncon : cette E&mi? que nous Haw&mmunozm par ¥V, sera donc une
fonction'de 9, 4, 8, &o::ma “dans chaque cas Hum:_ncrn? Ol:m_& les
centres d'action- seront en ‘mouvement, [a valeur des w\ renfermera le
. SS? 5 Em%asmmssouﬁ des <m:m2¢m P, ;_\ et 6; Em_m _dans aucun
cas) cette monn:ou._ ne: nozzan&.m les variables ¢, + et .
OuF woam_ 3 Namaamn a mdn voir mmsm fa &R&Emﬁ manw\:ms. “que
Pon. wncn moa:ﬂ. cette forme aux mmzm:osm &m.ﬁmzzm:nm du EoE.ma.WE
_ du'systéme mcn &o: Sum:_m_.m T : :

&yl
b
dv
-+ —5 =0,
; d
5 :
; S R A
Oa mmcn _2 &Sw:mmw nz mmamsﬂ e
O gr .
l.ll..u.\ ;r\llﬁ.- N¢s|t~. 3
m:.mm ﬁ_mﬁm::m:n m_o_.m . ,
A gl . e A B SR
Tt e e T o ARy wdit e T (1)

et comme V ne renferme pas les' variables @', , et m‘ il mnzm:: @:o

les <m_mE.m de s, , v, sont la méme oroma MO R

_.,.|mx Imx |...ﬂ:~..
T T B S, TERAE ?V.
i = % G

i Rl : De

Al o ST

ANALYSE. 273
De cette maniére, les équations du mouvement sont ramenées a fa

forme la plus simple quon puisse leur donner.

[2.] En vertu des équations (2), les trois nouvelles variables s,
2, v, sont des fonctions de @, -}, 8, ¢, 1, §'; donc réciproquement
@, L', 0 peuvent étre regardées comme des fonctions de @, 4,8,
s, u, v, données ?:. ces mémes équations. Ainsi, au lieu des six
variables ¢, 4, 6, @', 4/, §, que nous avions d'abord , nous aurons
maintenant les six variables @, <, 8, 5, «, »; et nous pourrons sup-
poser une fonction quelconque des six premicres, transformde en une
fonction des six derniéres.

En considérant R comme une fonction de @, .._\ 0 s vy ses
différences partielles, relatives a @, 4,8, ne seront pas les mémes qu'en

regardant cette quantité comme une fonction de @, 4,8, ¢, 4, 0.
o o i S A
our les distinguer, nous désignerons par —r—, s g, sans

parenthéses, les différences ?.;nm dans la Em_._.:ﬁm hypothése, et nous

emploirons les notations \ & K & \ &. avec parenthéses,

pour indiquer les différences relatives  la seconde hypothése. Les der-
nidres forment les seconds membres des équations (1) ; de sorte quil

= (4%), R e

faudra écrire

ds' e dR
A xm ek..
Or, les variables s, x, v n'entrant dans R qu'en tant qu

contenues dans les valeurs de ¢', /', §, données par les ¢quations (2),

il s'ensuit que f'on aura

IR AR et A "R
LS TN e £

elles sont

¥ “de ~ o Ay l} de. '
iR R by R SO i v
LG 7 i i ol o Tl
dR 7d R R R _2. 4R d¥
T .:L.T U T s T R el T M
XV.¢ Cahier. Mm
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donc, en mettant s, u, v, & la place de 4B 4R, 4R ANALYSE. 275
; v do' dJ’ —, JCS d* R 2 ds ' a?..f. 4
¢quat i y PP o ! —
quations (1) deviendront dcde b P73 g R e
ds dR do' , iRy & ¢’ d* " a*{'
T |.MII..?LP[=.|.§-[ ae e e b R R (4)
? do d 2 ) :
du dR do' ? i e f TIONRETY d ' Yo d* §'
=T — A e I R i ] i T T
dy dy S ﬁwu ;
dv __ dR 2¢' a4 i La seconde et la troisitme donneraient semblablement
d — e e st R G
: a9 a8 ok e d* R s &y &8
¢ e s A -t V5 :
_”w 1 8i fon d les di du de du d¢ du de du de¢ '
et prend les ifférences partielles de R, par rapport aux SRR R LR i
iy i LAt e dans R parce qu'elles sont contenues dans AL o A
¢, ¥, ¥, on aura R i Y i
S i i et e A T e T i
s de’ dR 4y’ R ; '
= . 48 4R d ¢ &4 &y
ds T R T s g — Hhnt e
% mﬂ_ s a}” " ds e gl et 37 2% ,lh.a::ufn.&%:_lﬁ.?&‘
e mx. SN MR OEE yuo 4 o GBSO
34 ? du di' " di PTH X dv 44 o AR dl Ll b di *odvdl f
i MR de dR  dy’ & R s &y &
s A dR - 4 R, . 4
dv rotr ks e e ekt R R e e e 7 gl i i SRS T

ou, ce qui est la méme chose,

20 En différenciant la premire par rapport a ,

la deuxieme par

4R P y rapport i s, et retranchant ensuite {'une de l'autre, on trouve:
—_— Ay v . ]
ds Frmee, ok e e o B3 A W sl

4R o g

—_— — ¢ AN_.H\‘ ’

— J. —+ 4 : ; ] .
b YRR T Y e On trouvera d'une maniére semblable deux équations analogues &
...m.%. = s, ﬂe, Sy dy gt 49 celle-ci, savoir: ; y
¥ "oy S P FRK de N A’

o 3 dv = qu ds Hl;lci.

Ces équations sont identiques en y considérant R, @', J’
comme des fonctions de @, 4, 8, 5, #, » b
g ' ; par conséquent
les différen ¥, it < Sl
. nmaﬁ par rapport & f'une quelconque de ces six variables
ce qu i , i i .
qui produira de nouvelles équations qui nous seront bientét wtil :
es.

1 Maintenant supposons que l'on connaisse une des intégrales
PP g

premier
tante arbitraire que nous désignerons par a;
résolue par rapport & a, sera de cette forme :

es des macwmozm du mouvement, renfermant une seule cons-
cette équation m:amﬁan.

! a = fonct. wO,%_m_Q.L\. Nt )
L mais, comme nous regardons @', 1/, §" comme des fonctions de @, ),

9, s, u, v, données par les équations (2), il est évident qu'on peut
Mm 2

1.° En différenciant la prem

: , iére successivemen i D,
é .,_\ et a 8, il vient i pbh
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supposer a la valeur de a, cette autre forme
a=fonct. (@, 4,0, s5,u4,v,1);

on aura donc, en prenant la diffiérentielle compléte de a par rapport
At ; ¥y

da da Ha
Pdt 7 .ke..Ti .mz_«Lli . db
da . da da
e .mthlaﬂ...kanI.mc 67 e 7o

Pdr désignant la %m«&::m:a de la valeur de a, prise par rapport au
temps ¢ qui y entre explicitement. Or si I'on substitue, dans cette équa-
tion, 9" dr, ' dt, 8'dr, i la place de @, 4, 48, et que f'on y consi-
dére @', ', § comme des fonctions de P, ¥, 8,5, «, v, données par
les équations (2); si de plus on remplace, dans la méme équation, s,
du, dv par leurs valeurs tirées des ¢quations (3); son premier membre
deviendra une fonction de 1, 9, ;_\. 0.5 g n qui devra étre iden-
tiquement nulle: de sorte qu'aprés ces substitutions on pourra diffé-
rencier cette ¢quation par rapport & l'une quelconque de ces sept
variables. ;

Les substitutions que nous indiquons donnent :

da 7 da 7 da ’
.n&rT&.@.&.Tﬂﬂ.%.&.Ti.o.&
da dR d¢' dl’ b dae’
I+|m._. .\ﬂllh.ﬂa:lﬂ.&lﬁlﬁ.ﬂ.h& nnv
da 4R dy al’ de
-t TP .\Iﬁl‘lh. bqlz_..l.] .I&;._\ll_‘.IM!;ﬁn ._&—ﬁ
da dR de¢' dy’ 48 i
-+ =l B 3 h....b_|m||=.. 76 .Ilt.l..m|m.l . — )

Je différencie cette équation par rapport & ¢ ; il est évident que j'aurai une-

premicre partie qui.ne sera autre chose que le développement de la diffé-

. \ da . . .
rentielle complete de —Z,» Par rapport & ¢; puis une seconde partie

qui proviendra des différentielles relatives a @, de ¢’ :_\. 8, et des

ANALYSE. 177

\
quantités renfermées entré les parenthises, c'est-a-dire, quion a de

cette manié¢re {'équation 2.
da da de' da dl' da 4
k . TERET N R -2t . |'+|| . M TR i e—— . k"
de de de dt—+- dl do dt + dé de
da sd4'R d o a ¥ )
w A g .4 i akine - — Y, ———— H
l_l.g? \mﬁ. ) d¢? e g dg /¢
da ,dR dig' ) et \dt
L - -_— —_—— . — — — “_ 1 o bt e
. T \ =7 el ™ I e il dy oy x
da sdR &9’ ) P
————, e — et — vy —d1 =0,
L \%% P e dodb

Si Ton considere une autre intégrale premicre des dquations. du’
mouvement, dont la constante arbitraire soit 4, on aura une ¢quation
analogue a cette dernitre et qui s'en déduira en y mettant 4 & la place

de a. Je forme donc cette nouvelle équation, puis je la multiplie par

da A W e db
—— et je la retranche de la précédente, multiplice par == ruckiie

soustraction donne

db da da db
ds .n..ﬁlﬂl.. ds .m.i
Sy db da da db
gy, e e P P T Tag s dt
dy’ db da da db
1 s e @ R
de db da da _&x 3
TRl (S PR AR T

db da da db \m. 12 d* ¢’ a2’ ) d g dt
IT\H.ﬂ ds ..J“\I&. dyal - wdl o ded) " R
S S R e &y’ L i
xT\ﬂ. > Tk %&.\&% ST Re “he 3&&. T
On trouvera d'une maniére semblable une autre ¢quation analogue a
celle-ci, et qui s'en déduit en y échangeant les lettres ¢ et ;_x entre elles,
et les lettres 5 et u aussi entre elles. On obtiendra encore une autre équa-

tion semblable, en échangeant dans la précédente les lettres 5 et v entre
eles, et les lettres @ et 6 aussi entre efles. Or, si I'on forme ces deux
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nouvelles équations, qu'on les ajoute ensuite 2 leur analogue, on
trouve mca la somme des trois se réduit a

da db db da . da db

b — g e E T e e
db g 2a db

o ge =S d LS

&..&%&.?mi&&& %x m
—— = o —, —— ] .4l S e e L S
de | ds d de ' ds NiE diy "(.du ' d} 4}’ du

i adb: db
. +|¢ .\.: & v Ak
ay g e d (B e b e,
de '(Tds ' d} .I..Nﬂ n_hIT du ° do n_e i m:
+ db da
; t
BT T (e a..r d
d9' db  da kk n.m_ n__m da i
—_ = Ii|.||. t 5 ; t
a5 | 45 2% ] e 7 &
m.m mn
.; .\3 e : A=,

[ 5.] Différencions :E::nsm:ﬁ _rm:m:o: (a) par rapport & s5; ce

qui donne une premicre _umn:m mE n'est autre chose que le développe-

kn

ment de la différentielle compléte de ——, par rapport a ¢, puis une

. / ’ ’
seconde partie qui provient des %mﬁ.m:nam relatives 4 5, de @', 1/, ¢,
et des quantités renfermées entre les parenthéses dans I'équation (a);
de sorte qu'on a, en réunissant ces deux parties,

4. S 4 &+1H.& 5,1“%%&
qu[nl.l] dt e M.”. o n .lmﬁl.nc
lema MMWM..I..T M“MI:..leM_llze. Mewh dt
=+ M” M__‘.M R M_‘M vl MM . && ~dt
wde, AR d*¢' ok

— — ! di==0;
sl 7 MR TR T %sy

e e et ey
SEapasel

0 S e
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Or, en vertu des E:m_mo:m (4), celle-ci se réduit &

da da da dl' da de
d. - Ty 5 A+ ,_‘.uﬂ.u:«T c e dt
da Rﬂ da Rﬁ da b_o_
— R &‘_« 77 ..ﬁ\ S ¥ i = .mel»&.\]O.

Relativement & m_m:amz&m premiére dont la constante arbitraire est 3,
on aurait :

db db d db d w a;‘
d. ..Tll.ﬂw- dt 4 + i St
db do' db n€. db do'
Sy W .uﬂ.slﬂ. i
; :
Multipliant cette macm:os par M + et en retranchant la précédente,
ltiolig g
multipliée par —, il vient:
da db db n.h
P T mo s
ﬁ db da AV /sdb da
BFEYL Y bl & P SR L
ds dy dg. .2\ de ds de *de a ; n€¥ d!
n..e db da db da
e o I PN e T -t
n.e. db da db da i
di *( de¢ *du = du'd

do' db da db da
RECE | 6 T T [3.3\.&|o.
On obtiendra une autre équation analogue & celle-ci, en y échangeant
les lettres @ et .,_\ entre elles, et s et v aussi entre elles; on en obtiendra

une troisieme par 'échange des lettres @ et 8 entre elles, et des fettres
s et v aussi entre elles. Si f'on forme ces deux nouvelies ¢quations et

quon les ajoute & fa précédente, on trouve, en ayant €gard aux équa-
tions,
d) L Re . dy L ae

i Rl dys g gy LR gy s
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du n.° 3, que la somme se réduit &

oy e da e db da
dy T Tds 2¢. "y A‘ I: it .ﬂ
&

de' n& da !k'w da 3 Jw da a:w o
n:_. .&u..lmq.ﬂ gl 3k & s@..-.n«n mn-n.,—. .
49’ db da 3
el b & . RL ’
d¢' db  da db da i &. db  da 7
b2 o B S PRER s i i g .: . m,l g
A, ; lmh Tm[m.. &u i ¥ Ji
a3 (0 & .
de' &b da db da d db da  db
B e R ety e e ,W T h & .HI 4

dy db  da db da
sl S e T S

de °* &t ds ds * do

Jajoute enfin cette équation & la dernjére du n.® 4, ce qui donne

db, da __ da. db JT? d db db da
ds e e 2 Ty T R F e s i

4 db da da dé da db db da
%..2]?..& i ThdN L nl . ae
db da da db db da

+= 4 PERrT T Ao =0

[6.] 1 est &&Ea que le w_.mamm_. Ema_z.m de cette équation est
une différentielle compléte par rapport & ¢, en intégrant, nous aurons
donc cette n@:m:oz fort simple,

¥s da o R b da dg. . db db da

5 P T I R S R S | SR e
: da db

e Juﬂa”%m&.

On congoit' que la’ constante ‘qui “fait -le - second- membre. de cette

ma:mmos sera en général une fonction de a et b, et des constantes.

arbitraires contenues dans les autres intégrales des ﬁcmﬁoum du mou-

vement; m:&mcm?a il pourra arriver que sa valeur ne renferme ni la
constante
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constante a-ni fa constante b; ‘dans d'autres cas elle ne contiendra
aucune constante arbitraire, et se réduira & une constante déterminée;
mais, afin de rappeler forigine de cette quantité, qui représente une
certaine combinaison des -différences partielles des valeurs de a et 4,
nous mmmoﬁw usage de cette notation \ b, a), pour la désigner; de ma-
niére que nous aurons généralement _

db  da . & . de

da &b ke
ds * dg du * ] du é_ dv * dV

da
— g =(ba).

D'apres cette notation, si I'on considérait une autre intégrale premicre

ds * dp

-

~dont la constante arbitraire mﬁ _.m?mmn_:mm par ¢, on aurait sembla-

blement !
de da da de¢ de da da de de da
Ty e < Rl Rl | TG T NI "R |
da de
S v e ko

On voit aussi que (a, b) doit-représenter ce que devient (b, a),

quand on y échange les lettres a et b entre elles. Or, si fon effectue

cette permutation dans la valeur de (4, a), cette quantité ne fait que
changer de signe; on aura donc toujours

(b,a)=—(a,b).
Observons encore que si fon combine fa constante quelconque 4 avec
elle-méme, pour former la quantité (a, a), on aura

{da) &= 0;

comme il résulte de la valeur de (4, a), quand on y fait a =8,

1

_”_w u L'analyse que nous venons d'exposer nous conduit donc & ce
résultat ‘remarquable , que si fon prend les valeurs des constantes
arbitraires ‘a et b, contenues dans les intégrales des mmcm:oum du mou-
vement d'un systéme de corps, et qu'on exprime ces valeurs en fonctions
des variables indépendantes @, et 8, et des quantités s, v, v, la

XV Cabier. Lol Nn



































































































