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8.

Sur l'elimination des noeuds dans le probléme des
trois corps.
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. des math. a l'université de Konigsberg.)

(Extrait du compte rendu des séances de I'académie des sciences de Paris, séance du lundi 8. Aot 1842.)

Les illustres géométres du siécle passé, en traitant le probléme des trois
corps, ont cherché le mouvement de deux d’entre eux autour du (roisiéme
ou autour du centre de gravité de tous les trois. Mais, en réduisant de
cette maniére le probléeme de trois corps qui sattirent mutuellement a un
probléme de deux corps qui se meuvent autour d'un point fixe, on fait perdre
aux équations différentielles du probléme cette forme précieuse dont elles
jouissent dans leur état primitif, savoir, que les secondes différentielles des
coordonnées soient égalées aux dérivées d'une méme fonction. Clest par
cette raison que les principes de la conservation des forces vives et des
aires cessent d’avoir lieu par rapport aux deux corps. On pourra cepen-
dant éviter cet inconvénient en agissant de la maniére suivante:
Supposons, pour plus de généralilé, que le systéme se compose de
n corps, du soleil et de n—1 planétes. Comme il est permis de supposer
que son cenire de gravité reste en repos, on aura une équation linéaire
entre chacun des trois systémes de coordonnées du méme nom. Donc les
n coordonnées paralléles 2 un méme axe pourront étre exprimées lineaire-
ment par 72— 1 autres quantités, en établissant n— 1 équations de condition
entre les n(n—1) constantes qui entrent dans ces n expressions linéaires.
Comme on peut disposer encore d’un nombre (n—1)* de constantes, on
les déterminera de maniére que, dans I'expression de la force vive du sy-

stéme, s'évanouissent les }(n—1)(n—?2) produits des différentielles pre-

miéres des nouvelles variables. En se servant de formules parfaitement
semblables pour chaque systéme de coordonnées du méme nom, et en consi-
dérant les nouvelles variables comme les coordonnées de n—1 autres corps,
on aura réduit de cetle maniére la force vive du systéme des n corps
proposés a celle d’'un systéme de n—1 corps, des masses convenables
étant attribuées a ces derpiers. Il y aura méme dans les formules de ré-




116 8. C.G.J. Jacobi, du probléme des irois corps.

duction un nombre in(n—1) de constantes arbitraires et dont on pourra
profiter de différentes mauniéres.

D'aprés ce quon vient de dire, le principe de la conservation des
forces vives donnera une équation dans laquelle la somme des forces vives
des n—1 corps fictifs sera égalée a une fonction de leurs coordonnées.
En se servant des régles générales de Lagrange, on en déduira, par de
simples différentiations partielles, les équations différentielles du probléme
réduit, el I'on reconnaitra aisément que la conservation des aires a lieu
dans le mouvement des m—1 corps par lesquels on a remplacé le systéme
proposé. Ces n—1 corps ne s'écartent d’ailleurs de n—1 planetes que
de petites quantités de I'ordre des forces perturbatrices, de maniére que la
premiére approximation peut étre la méme pour les uns et pour les autres.
Le changement que, dans cette analyse, doit subir I'expression de la force
perturbatrice n’augmente pas la difficulté de son développement.

En appliquant la méthode que je viens d’exposer au probléme des
trois corps, on réduit celui-ci a un probléme du mouvement de deux corps
qui jouit de propriétés remarquables. En effet, les trois équations fournies
par la conservation des aires font wvoir:

1°. Que Vintersection commune des plans des orbites des deux corps
reste constamment dans un plan fixe: c'est le plan invariable du systéme;

2°, Que les inclinaisons des plans des deux orbites a ce plan fixe
et les paramétres de ces orbites regardés comme des ellipses variables,
sont quatre éléments, dont .deux quelconques déterminent rigoureusement
les deux autres.

Choisissons pour variables du probléme les inclinaisons des deux
orbites au plan invariable, les deux rayons vecteurs, les angles qu'ils for-
ment avec lintersection commune des plans des deux orbites, enfin I'angle
que forme cette intersection située, comme on a vu, dans le plan invariable,
avec uue droite fixe de ce plan. On (rouvera que ce dernier angle dispa-
rait enticrement du systéme des équations différentielles et se détermine
aprés leur intégration par une quadrature. Donc, dans celte nouvelle
forme des équations différentielles w'entre aucune trace des noeuds. Les
six équations différentielles du second ordre, qui expriment le mouvement
relatif des trois corps, s’y trouvent réduites a cing équations du premier
ordre et une seule du second. Par suite, I'on a fait cinq intégrations. Les
intégrales connues w'étant quau nombre de quatre, on pourra donc dire
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que l'on a fait une intégration de plus dans le systéme du monde. Je dis
dans le systéme du monde, puisque la méme méthode s'applique 2 un nombre
quelconque de corps. ‘

ANALYSE.
1. Soient m la masse du Soleil, m, et m, celles des deux planétes;
soient & v, &5 &, vy, §y3 &, vy, & les coordonnées rectangulaires des trois

corps m, m,, m,, rapportées a leur centre de gravité. Comme on a les
trois équations

mv-mv,+m,v,

{ m§+m1§1+m2§2 = 0,
| —
m'g+mlgl+m2;2 = 0,

il sera permis de faire

& cxrtpBzx, v=— ey+pBy, ¢ = ez B2,
2. ;51_0‘13:'*‘{3)131; 912“1y+ﬁ1}'13 Cl—alz'f—ﬂlzu
§2_a,m—[—/i’2x,, vz=°‘z)’+ﬂ23’2a z—azz‘h@zzaa
les six constantes o, 3, etc., devant satisfaire aux deux conditions
me-4me,+mea, = 0,
mf3+mfB,+m,B, = 0.
Supposons de plus que, par les substitutions (2.), la somme des forces
vives du systéme 27 se change en cette expression

Y dap\? dy \? dz \?
2T = w (G5 +(E) +(F]
dyl dz, \?
+m (G + () + @&
on aura les trois équations
@ = maa+t+me,a +maoe,,
Wy = mﬁﬁ‘]‘”‘:ﬁlﬁt‘i“mqﬁ'zﬂzs
0= meaf+mapf +ma,f,.
J'observe qu'en vertu des formules (3.) on peut faire
6. ofi—aff =cem, o,f—ef, = em, oefi—o,fB = £.m,,

¢ étant un facteur indéterminé. Des formules (5.) et (6.) on tire aussi
celle-ci:

I

3.

5.

7. pu = mmm,(m-+m -} m)cze.

Si l'on fait
8. zxtyytez =rr, za,ty,y,+225 = nr,
rxx,+yy,+22 = rr,cosU,
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 2. 16
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on aura

e (§I—§2)?+(v1"_'v2)2“|“ (Cl_‘;z)?
= y*rr+42ydrr,cosU+ 0 r7,

g e (& — &+ @ — )+ (5 —8)
=yrrr4 20 rrycos UL rr,

020 = (§— §1)2‘|“('U'—’U1)2"|‘(C—' &’
—=ylrr+2y,0,rricos UL I3 r7y,

ou lon a mis, pour plus de simplicité,

y = O;— Oy d = Bi—fa,
10. Y= Oy — O, 01: ﬁi_ﬁ$
YYo= O — 04, 0 == ﬁ_ﬂn

ce qui donne

1. y+nty=0, 8+d+d = 0.
Si 'on met

H

U = 2y mim, mm, __ s ey My
Q2 T &y + 0 4

le principe des forces vives fournit léquation
12. T=U—h = Eﬂé"—’dh,

/i étant une constante arbitraire. Or, si dans celle équation I'on substitue
les valeurs des quantités 7', ¢, @15 02 tirées des formules (4.) et (9.), on
aura tout de suite, par les regles générales données par Lagrange dans
sa Meécanique analytique,

i m,m,y(yxr+4+dx,)  dU
s e* e
dz), i m:[m-gJ’(?’J"]'aJ’l) gy aU
e e e 2
w i, e~ mymyy(yz49dz,) __ dU
3 < e
L g e dds,) 8
=g 0% T
dry, __ mymyd(ry+9y,) __ dU
'uld‘w S e ) =
2
% L e m M 8(yz4dz,) av
g e e o0y

On tire de ces formules les suivantes:
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d?z d?y d? 3 d?
(”’ (r g —=7%) = —mln an % g
3
= —lysi—syJEAERL
dizy d* x d*z
. “(z der dt’) o _f”‘l(z?  EE dtﬂl)
e __(m,_m,)gﬂ%z_é,
d?y d* x d?y d* x
i ("I" diz _ydtz) = ("L'l dt; pessat i1 dtnl)

m )
==y~ y 25) B e ’:3—"—-
Ces équations donnent les trois intégrales

(e ) e — ) — o

15. ‘u,(zg—“: dz;)—}—l l(zldw‘ 1djt‘) = ¢y,
'“(“"’3 ydt)+1“1(x‘ dt _y‘%l_ e

¢, ¢, ¢,, étant des constantes arbitraires. Je remarque a celle occasion
les formules

B T 2

d? d'a dd
'“1(-7 g y.) = ”(3’”1—3?!)2’“; ;
d’ou l'on tire
dz d dz d :
g —= Bty e~ i1
17. P dt
= (ke ey B2 My (77 —pd0)

93

On a deux autres systémes de formules semblables a celui des formules
(16.) et (17.), et qui se rapportent aux coordonnées z et = et aux co-
ordonnées x et y.

D’aprés une propriété connue des fonctions homogénes, il suit des
formules (13.)

d* x d? drz
l“(‘” 5wty dt{ += dﬂ)

= —T.
d* x d? d2z
‘I‘-‘u’l (J"l'atnl +yl dtyal —}-21 dtzl)

18.

16 3




120 8. C.G.J. Jacobi, du probléme des trois corps.

Done, en faisant usage des formules (4.) et (12.), on obtient la suvivante:
g9, Llerribirir) . oqU -2

Les six équations (13.) pourront servir a déterminer les six quantités x,
y, etc., en fonction du temps. Mais on pourra aussi choisir pour cet effet
six autres équations indépendantes entre elles et qui se déduisent des
équations (13.) par des combinaisous différentes, par exemple, les quatre
équations (12.) et (15.), une des équations (14.) et Péquation (19.). En
effet, on reviendra sans peine de ces derniéres aux équations (13.).

On déterminera «, (3, etc., par les quantités y, J, etc., au moyen
des formules

Mo = my,— M3}y Mp = m, 8, —m,0,,
20- M“LZ mg?"—m?’fz, Mﬁl:— mzfy"—md\ﬁ,
Mo, = my,— My, Mﬁ2zm01—m1(ys
ou M =—m-+my-}m,. Ces formules étant substituées dans (5.), on aura
My = mym,yy+mmy,yi+mumy2yz
21. {MM: mlmgd‘d‘—}—mzmd‘ld‘,—{—mm,d‘zd‘,,
0 — mlmgyd‘—ﬁ—mgmyl()\1—|—mm1ygd‘2,
formules analogues aux équations (5.)

2. Je veux discuter a présent la grandeur des différentes con-
stantes qui entrent dans les formules précédentes. Ces constantes n'étant
pas eutiérement déterminées, il sagira de faire telles suppositions sur leur
grandeur respective qui pourront subsister avec les équations de condition
établies entre ces constantes et qui permettront en méme temps de faire
usage des méthodes d’approximation connues.

Les équations de condition que Pon a établies entre les constantes
o, 3, etc., sont les suivan{es:

mae-t moo, + mea, =0,
1 i mpB-4 m B+ m B 0,
1na[)'-}—mlalﬁl+m2a2ﬁ2 0,

celles que l'on a entre les six constantes 7, J, etc., seront

iriraﬂ-:’z =
2.

(I

d+3d,4d, = 0,
mym, y 0 - mymy, Oy mmyy, 0, = 0.

Les masses des planétes étant trés-petites par rapport au Soleil, les frac-
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tions 2L ™1 geront des quantités trés-petites du premier ordre. Cela
posé, les équations (1.) font voir quiil est permis de supposer o, et /3, trés-
proches de I'unité, pendant que les constantes «, «, /3, 3, seront des quan-
tités du premier ordre. En effet, si I'on fait
ml
5 n—thE . 5 e
on tirera des équations (1.) les formules approchées,
m,

e ¢ = ——L, o, ==t 14n-p8=20,
ﬁ el e 1::: " ﬁz =1,
d’ou I'on tire les valeurs approchées correspondantes des quantités y, J, etc.,
s i PR il 3 PR, |
& {7-— o e S Sy s ey
()‘:“—1, (j\l:'l, Jzznf::go

Enfin les quantités w et w, s'écarteront peu des masses m, et m,. Tous
les écarts de ces valeurs approchées avec les véritables valeurs pourront
étre supposés de l'ordre des forces perturbatrices.

Il suit des considérations précédentes, que les quantités z, y, = ne
Jécarteront de &, v,, 5., et que les quantités x,, y,, 2, ne s'écarteront de
&, V2, G que de quantités de I'ordre des forces perturbatrices. Donc, si
Pon imagine deux corps dont les coordonnées respectives sont z, y, 2, et
Ty, Y1, %1, leur mouvement autour du centre de gravité du systéme des
trois corps pourra, en premiére approximation, éire regardé comme ellip-
tigue. La méme chose aura lieu si le mouvement est rapporté a tout autre
point qui ne s'écarte de ce centre que de quantités de l'ordre des forces
perturbatrices. En négligeant ces quantités, on déduit des formules (3.)
et (13.) du n° 1. les équations différentielles qui servent a la premiére ap-
proximation, et que l'on intégrera par les formules elliptiques connues,

dz _ wmm, x drayie mm, x,
gt 71!"._’:, dt* ——5,;(1.1'?’

6. dy _mm;, ¥ Sy .o ¥
gy e Tt are - w1
d*z __mm, 3 [ mm, I,
T e Rt dt* —H—Jli“x.r—i’

ou les facteurs — —,,T'—;‘—, a_m% ne s'écartent de l'unité que de quantités du
2 1 1

e R L N N S R T T D
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premier ordre par rapport aux forces pertubatrices. Si l'une des deux pla-
nétes, par exemple la seconde, est beaucoup plus éloignée du Soleil que
Vautre, il conviendra de substituer aux trois derniéres de ces équations
celles-ci:

d*x, __ ,ﬂ'_ﬂ_(ﬂ__ﬂ!_ i
dir T g

7. dy, . _Ma(m_ Tl
dt? 78 d, i r':’
d*z,

i SR . ) iR o TS
dt?* thy (&1 J ) -
Dans les approximations successives l'on pourra laisser indéterminées les
quantités ro, fiy 7 d, etc.; seulement il sera bon de fixer la valeur de la
S .29 .
quantité —-. Si l'on fait exactement y=o,— =1, d=p—pF=—1
on aura
8. §1—§2 = Ty - Ur—Y: — NN ;1—'—;2 = 2 — Z;-
Dans ce cas, on peut envisager les quantités x, y, 2 el T, Y1, comme
les coordonnées des deux planétes elles— mémes, mais rapportées a un autre
point que le centre de gravité du systeme. En effet, on pourra faire, en
méme temps,
9. %E,::;v—{—a, v, — y+b, L, = = +te¢,

Sy = wi‘lra: U = )'1+b; L= 1&

a, b, ¢ etant déterminées par les équations
10. a = eztpid, b= eyt By, €= .z iz

Or des équations

§ = “:$+ﬂ1wn & = o, T+ 32 Ty
on tire

az§1+ﬁ1§2 == (“1+ﬁ1)“2$+(az—jr'ﬂq)ﬁ1xﬁ

et comme on a a,+[31:a2+ﬁq, on aura aussi

& = Ez"—gl_—i__ﬁ_l§.l
o T
On trouve de la méme maniére
L L __ @l tBib
al+ﬁ1 : i ai-}-ﬁi s

Si Yon retranche des coordonnées a, &, et & la méme quantité
"’-‘_E+m‘1§1+m2§-z
M

?

M étant la somme des masses, ou {rouvera, aprés quelques réductions, la
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valeur suivante de @, et de la méme maniére les valeurs ci-jointes de b etdec,

a4 = §+7l§|—a-‘§2
1""71_“52 4
e U+7:‘”1_52v2
i bl
e — g‘l‘?’lgl_aa‘:z 2
147,—4d,

Les constantes 7, et J, qui entrent dans ces formules pourront étre des
quantités quelconques remplissant I'équation de condition 5

2. (i T (04 5) = Hnds

il sera donc, entre autres, permis de mettre

13- d\z fam— O, ;jl — i 9 on 7[ —_ O, (5‘2 T (A —

m

En supposant toujours
g’ —— —d\ _— 1,
on aura encore

t Mo = —[(m+m)y,+m], MB = (m4m,)d,—m,,
Me,=— my,+m-+|m,, MpB, = —[md,+m,],
Me,— my, —m,, MpB, — —md,+m-}m,,

14. < yo = — (143D, 0, = 1— &,
1 —ad S
n = mm,y, 74—5;;[—-%1%_: — %m') (149, —dy),
1_‘)2 1 62 '2
= mm, 8, N0 PR Em) (11, gy,

Les formules (11.) sont indépendantes de l'origine des coordonnées; elles
font voir que le point autour duquel on suppose les deux planétes décrire
des orbites elliptiques variables est le centre de gravité des trois corps, si
I'on donne respectivement au Soleil, 2 la premiére et a la deuxiéme planéte,
les masses 1, y,, —J,. Si l'on fait J,=0, ce point deviendra le centre
de gravité du Soleil et de la premiére planéte, en leur attribuant leurs
masses effectives m et m,. On aura dans ce cas

a:—%, Vo ) 1 oy = 0,
B=—S5 B=—TFp 6=24",
15. m, m,
y =1, Ve ey 72:-‘*(1'{',“)1
(j\—_l, ()\121, ()\2:——0,
‘u,:m,.(l—[— '), oy :m2m}|[—4m,

e
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On voit donc quil faudra attribuer aux planétes des masses uu peu diffé-

. m - m
rentes dont la raison p'est plus —-, mais — .
?
m, m, m

3. Ayant établi entre les quantités x, y, etc., les équations (6.) du
n° 2., les corps dont les coordonnées sont &, Y, % et T, Y1, %1 décriront
autour de lorigine des coordonnées comme foyer des orbites elliptiques.
Nommons, par rapport au premier de ces corps,

9a le grand axe de son orbite,

2p le paramétre,

; Tinclinaison du plan de Vorbite a un plan fixe,

Q 1a longitude du noeud ascendant du plan de lorbite sur le plan fixe,
et notons d'un trait les mémes quantites rapportées au deuxiéme corps; cela

posé, on aura par les formules connues pour le mouvement elliptique d’une
planéte autour du Soleil,

ra:%—-y% — kyp.cosi
ydz _g & — kyp.sinising,
5 z%—m%ﬁ— — —kyp.sinicos {2,
xl?};_t_yl_d?: k, yYp.-cosi,,
3’1% —-zl% = ky/p..sing, sinf2,,
Lzl%_.ml%zf—‘:—kl‘/pl.sinilcosﬂ”
ou l'on a
o R el EEL g g (TR,
¥ ok 9,

et ou pour le plan des z et y est pris le plan fixe, et pour laxe des .
la droite fixe de laquelle les noeuds ascendants sont compteés.

Pour le véritable mouvement donné par les équations (13.) du n° 1
on laisse subsister la forme des expressions elliptiques, en en faisant vari
les éléments. Dans cette supposition, lon a entre les siz éléments troubl
Py & 82, Py 4y Sy {rois egquations au moyen desquelles on exprime @
médiatement les irois quantites y’pl.cosil, Yp1-sing sinf£2,, 1/pl.sinilcos.§
par les lrois aulres Yp . cosi, Vp.sinisin£2, Yp.sinicos 2. En effet,
<ubstituant les formules (1.) dans les formules (15.) du n®1., I'on trou
























