CARL FRIEDRICH GAUSS

WERKE

PDPEYITTEDS BAND

HERAUSGEGEBEN

VON DER
KONIGLICHEN GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN

GOTTINGEN

1366,




b 3

DETERMINATIO ATTRACTIONIS

QUAM IN PUNCTUM QUODVIS POSITIONIS DATAE
EXERCERET PLANETA SI EIUS MASSA
PER TOTAM ORBITAM

RATIONE TEMPORIS QUO SINGULAE PARTES DESCRIBUNTUR

UNIFORMITER ESSET DISPERTITA

AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS

SOCIETATI REGIAE SCIENTIARUM EXHIBITA 1818. IAN. 17.

Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis recentiores. Vol. 1v.
4 a

Gottingae MDCCCXVIIL




DETERMINATIO ATTRACTIONIS
QUAM IN PUNCTUAM QUODVIS POSITIONIS DATAE
EXERCERET PLANETA SI EIUS MASS/
PER TOTAM ORBITAM -
RATIONE TEMPORIS QUO SINGULAE PARTES DESCRIBUNTUR
UNIFORMITER ESSET DISPERTITA.

1.

Variationes saeculares, quas elementa orbitae planetariae a perturbatione
alius planetae patiuntur, ab huius positione in orbita sunt independentes, atque
eaedem forent, sive planeta perturbans in orbita elliptica secundum KerLEr! leges
incedat, sive ipsius massa per orbitam eatenus aequabiliter dispertita concipiatur,
ut orbitae partibus, alias aequali témporis intervallo descriptis, iam aequales mas-
sae partes tribuantur, siqgunidem tempora revolutionum planetae perturbati et per-
turbantis non sint commensurabilia. Theorema hoc elegans, si a nemine hucus-
que disertis verbis propositum est, saltem perfacile ex astronomiae physicae prin-
cipiis demounstratur. Problema itaque se offert tum per se, tum propter plura ar-
tificia, quae eius solutio requirit, attentione perdignum: attractionem orbitae pla-
netariae, aut si mavis. annuli elliptici, cuius crassities infinite parva, atque se-
cundum legem modo explicatam variabilis, in punctum gquodlibet positione datum
exacte determinare.

f)

Denotando excentricitatem orbitae per e, atque puncti cuiusvis in ipsa ano-
maliam excentricam per E, huius elemento dE respondebit elementum anoma-
liae mediae (1—ecos E)d E; quamobrem elementum massae ei orbitae portiun-

culae, cui respondent illa elementa, tribuendum, erit ad massam integram, quam

pro unitate accipiemus, ut (1—ecos E)dE ad 2=, exprimente © semicircumfe-
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rentiam circuli pro radio 1. Statuendo itaque distantiam puncti attracti a puncto

orbitae — p, attractio ab orbitaec elemento producta erit

Designabimus semiaxem maiorem per a, semiaxem minorem per 4, atque
illum tamquam lineam abscissarum, centrumque ellipsis tamquam initium adopta-
bimus. Hinc erit aa—bb = aaee, abscissa puncti orbitae =— acosE, ordi-
nata — bsin E5. Denique distantiam puncti attracti a plano orbitae denotabimus
per C, atque coordinatas reliquas axi maiori et minori parallelas per A et B. His
ita praeparatis, attractio elementi orbitae decomponetur in duas axi maiori et mi-

nori parallelas atque tertiam plano orbitae normalem, puta

A—acosE)(1—ecos E 2
bt ihemas o LT
27p e

(B—bhsinkE)(1—ecos E)dE
et St - s T
C(1t—ecos B)d E v
R e G

ubi p = \/((A— acos E)*+ (B—bsin E)*4 C Q).

Integratis hisce differentialibus ab E = 0 usque ad E =— 360", prodibunt
attractiones partiales £, 4, { secundum directiones, directionibus coordinatarum
oppositas, e quibus attractio integra composita erit. et quas per methodum no-

tam ad quaslibet alias directiones referre licebit.

3.
Reil summa 1am in eo versatur, ut introducta loco ipsius E alia variabili,
quantitas radicalis in formam simpliciorem redigatur. Ad hunc finem statuemus

R LT TR B L L
ubi autem novem coéfficientes «, o', a”etc. manifesto non sunt penitus arbitrarii,
sed certis conditionibus satisfacere debent, quas ante omnia perscrutari oportet.
Primo observamus, substitutionem eandem manere, si omnes coéfficientes per
eundem factorem multiplicentur, ita ut absque generalitatis detrimento uni ex ipsis
valorem determinatum tribuere, e. g. statuere liceret y — 1: attamen concinni-

tatis caussa omnes novem aliquantisper indefiniti maneant. Porro monemus, ex-
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cludi debere valores tales, ubi a, a, a” vel 8, &', 8" ipsis v, y. y" resp. pro-
portionales essent: alioquin enim ¥ haud amplius indeterminata maneret. Ne-
queunt igitur yao'— y'd, Y'a-—ya”, vo'— Yo simul evanescere.

Manifesto coéfficientes «, o, a” etc. ita comparati esse debent, ut fiat in-
definite

(a4 a'cos T'+asin T}3
+(B+0bcos T+8"sinT) { =0 Ny
—(y+v'cos T+v"sin T')?

unde necessario haec functio habere debet formam

I

k(cos T ~4sin T* —1)

Hine colligimus sex aequationes conditionales

—aa —Bb6 +yy = &
—adad —8'0 Yy =—k
—a'a"—B"6" ¥y = —k T
i i PRy
—aa"—B8'8" Yy = 0 ;
—a’'a —B80 Yy = 0
—oad —B8 4yyY = 0

Ab his aequationibus pendent plures aliae, quas evolvere operae pretium
erit. Ntatuendo brevitatis caussa

ab Y4+ y+od"by—ab"yY—a by —a'b'y =e........ (1L} )
e combinatione aequationum (I) facile derivantur novem sequentes:
tex = — kB Y —7y8")
6 = — k(Yo' —ay")
£y = +A(@®"—0b'a")
gl = -k({B"y —7"6)
e = +k(Y'a —a'y) » (1)
£Y = —k(0'® —0b"a)
ca'= +Ak(BY —70)
68"= +k(yod —ay)
eY' = —k(a® —ba’)
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E tribus primis harum aequationum rursus deducimus hanc:

a6y —786")teb(ya"—ay)+ey (8" —6'a")
= — k(6 — 8" —kry'a”—a'y")g—}—k(a'ﬁ"——f)"a"f

cul aequivalens est haec:
E E == k (_ ai’af_ 6'6 ’_+— T"Y ) (_ ar!aﬂ 9" 6”+ _YH_)’H‘) SiEs k(—— afall— 6-’ 6f’+ }’-’7"\)‘_’_

quae adiumento aequationum 2, 3, 4 in (I) mutatur in hanc:

Aeque facile ex aequationibus (1) derivantur hae:

'y —v8") = —kl(k—d o —a"a"))
Ha—a P = —A(A—G'ﬁ'_ 6°6")
(@8"—8B'a") = +klk4+7Y +7"7"
8"y —7"8) = +k(k+aa —a'a’)
(Y'a—a'y)? = +k(k+66 —8"8")} (V)
(@8 —8"a) = —k(k—yy +7'7")

By —Y8') = +k(kd-aa —a'o)

(Yo —ay) = +J.(k+66 g
(28" —8o)* = —k(k—vy +77)

Exempli caussa evolutionem primae adscribimus, ad cuius instar reliquae

facile formabuntur. Aequationes 4, 2, 3 in (1) scilicet suppeditant
(YY'—8'8" ) —(yY—08'08)(yy—08"8") = daa'a"— (d'a'— k) (¢"a"— k)

quae aequatio evoluta protinus ipsam primam in (V) sistit.

Ex his aequationibus (V) concludimus, valorem % == 0 in disquisitione
nostra haud admissibilem esse; hinc enim omnes novem quantitates 6'y"— y'6"etc.
necessario evanescerent, i. e. coéfficientes «, o, a” tum ipsis 8, 6', 6", tum ipsis
Y, Y, ¥ propectionales evaderent. Hinc etiam, propter aequationem 1V, quan-
titas € evanescere nequit; quamobrem A necessario debet esse quantitas positiva,
siquidem omnes coéfficientes «, o/, a” etc. debent esse reales. Combinatis tribus
aequationibus primis in (III) cum tribus primis in (V'), hae novae prodeunt, quae

manifesto a valore ipsius A non evanescente pendent:
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|

oo o=l —k
66—8'6—8"6"=—k} (VI
o k€ gl

Combinatio reliquarum easdem produceret. His denique adiungimus tres sequentes:

6 'Y eadd 6!71_ 6" Y!I — 0
yo—yd—y'ad" =0, (VII)
ab—ab'—a'd" =0 : &8
5
quae facile ex aequationibus ITI derivantur; e. g. secunda. quinta et octava sup-
peditant :
e6y —667—e8"Y' = —hky(Yd'— oY) —kYYa—a"y) — kY (¥ o —a Y= 9

Manifesto hae quoque aequationes ab exclusione valoris A =0 sunt dependentes ¥).
Quoniam , ut iam supra monuimus, omnes coéfficientes a, of, o” etc. per
eundem factorem multiplicare licet, unde valor ipsius A per quadratum eiusdem

factoris multiplicatus prodibit, abhinc semper supponemus
e —=d

quo pacto necessario quoque erit vel 2 = —4-1 vel ¢ = —1. Patet itaque, no-
vem codfficientes «a, o, o ete., inter quos sex aequationes conditionales adsunt,
ad tres quantitates ab invicem independentes reducibiles esse debere. quod qui-

dem commodissime per tres angulos sequenti modo efficitur:

cos L tang N

sin L tang IV

sec IV

cos L cos M sec N+ sin L sin M
sin I cos M sec N 7 cos L sin M
cos Mtang N

cos L sin M sec N 3 sin Lcos M
sin L sin M sec N -+ cos Lcos M
sin Mtang N -

SL R

1

e s R

LR <2 O R =

-

*) Forsan haud superfluum erit monere, nos analysin praecedentem consulto elegisse atque alii deri-

vationi relationum I11—VII praetulisse, quae quamquam aliquantulum elegantior videretur, tamen, accurate

cxaminata, quibusdam dubiis obnoxia inventa est, quae non sine ambagibus removere licuisset.

413

B M AR e =l o i = s M iy A S L L et s T e e s
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ubi signorum ambiguorum superiora referuntur ad casum e =— -1, inferiora ad
casum €& — —1. Aftamen tractatio analytica ad maximam partem elegantius
sine usu horum angulorum absolvitur. Ceterum haud difficile foret, significatio-
nem geometricam tum horum angulorum, tum reliquarum quantitatum auxilia-
rium in hac disquisitione occurrentium assignare; hanc¢ vero interpretationem ad

institutum nostrum haud necessariam lectori perito explicandam linquimus.

4.
Si iam in expressione distantiae p pro cos E et sin E valores supra assumti
substituuntur, illa in hanc formam transibit:

V(G 4+ Gleos T* + G"sin T'* + 2 Hcos I'sin '+ 2 H'sin '+ 2 17" cos T')
1+1cosT +q"sin T’

s

ubi coéfficientes «a, o/, «” etc. ita determinabimus, ut salvis sex aequationibus

conditionalibus

I

—aa—0606 477
—aad —8'8 ¥y =
CEEET af'a”— 6” 6"_5_ ')”I')/"' L, —1

—

1

—ad'ad"—o8' 8"+ Yy = 0
—ad'a —8"6 +y'y = 0
—ad—88 47y = 0]

adeoque etiam reliquis inde demanantibus, fiat
He—o0, H=0  H=0
quo pacto problema generaliter loquendo erit determinatum. Quodsi itaque de-

nominatorem ipsius p per ¢ denotamus, transire debet functio trium quantita-

tum ¢, tcos E, tsin E haec

(A4~ BB+ CC)tt+aa(tcos E)*+bb(tsin E)* —2adt.tcos E— 2bBt.tsin E
per substitutionem

tcosE = a-tad cosT+a"sinT
tsinE—=86-+6cos T-+6"sin T
t =7+ Y cos T+ +"sin T'
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in
G+ G'cos T* 4 G"sin T?

Manifesto hoc idem est, ac si dicas, functionem trium indeterminatarum , y, z
hanc (W) :

aaxe—+bbyy+(AA+BB+ CC)zz—2aAxz—2bByz

~
2

per substitutionem . .
= au—taouv+o"u
—_— 6“—‘—-6’“’_.*.—-'6”“”
—_— Y u + TJ' u’ + TH ufl

n e 5

in functionem indeterminatarum #, «', ¥~ hanc
Guu—+ Guu+ G"u"u’
transire debere. At quum ex his formulis, adiumento aequationum [1], facile
sequatur
—ax —0y—+yz
de+06y—yz
u" L affx + 6Il.y L Th'z

|

|

manifesto functio 7 identica esse debebit cum hac

G(—aw—By 412+ Glae+ 8y — 1+ &2+ 5y —1)

2

unde habemus sex aequationes

aa = Gaa+ Gadad+ G a"a"
bb — G664+ G'6'6'+G"6"6"
AA+BB+CC= G+ G 1y +G1'Y
bB = G671+ G'8'y+ G"6"y"
aAd = Gya+ G {d+ Gy
0 = Gab4Gd 6+ Ga"8”

"

Ex his duodecim aequationibus [1] et [2] incognitas nostras G, G', G", o, &', "

etc., determinare oportebit.

48"
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J.
E cqmbinatione aequationum [1] et [2] facile derivantur sequentes :
—aaa—++vad = a G
-i’(AA_}_B‘B_i_OC)—a(IA——GbB =1 G

unde fit porro

N5 e
R Rl G CaNS S SR [3]
> 108 s
b__?}b-l—Cr' ................. 14\

aad.A bbBEB v
AA+BB+CC—fedd _WIE _ g

Ultimam sic quoque exhibere possumus

AA BB cc Pk
aa+G+bb+G+F_1 """ 53

Perinde e combinatione aequationum [1] et [2] deducimus

daa—y'aAd = oG’
6'bb—+'VB = 8'G"
—1(AA4+ BB+ CC)+dad+8VB = G

atque hine

a = e O v s s et o L()}
r T‘bB -
6 — ey PRSP Eia AT (7]
Ad BB ce
.1 e |

s TR SRS 8!

" T"ﬂA -
S e e (9
" 7"63 -
i e ey LR URERIOE PN (10|
AA BB ceC :
N e e T Y (11]

Patet itaque, G, — G', — G" esse radices aequationis

AA BB v
ety ok S U R (12]
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quae rite evoluta ita se habet

&' — (A A+ BB+ CC—aa — bb)ax+(aabb—aaBB —aaCC— bbAA—bbCC)w
A 0 =050 [ 0 v [13]

Iam de indole huius aequationis cubicae sequentia sunt notanda.

I. Ex aequationis termino ultimo —aabbCC concluditur,\ eam certe ha-
bere radicem unam realem, et quidem vel positivam, vel, si C = 0\, cifrae ae-
qualem. Denotemus hanc radicem realem non negativam per g.

II. Subtrahendo ab aequatione 12, ita exhibita

AAdzx

BBz
St aa+z+bb+x+ cc

X

hanec:

AAd
‘(}:aa+y_q+bb —|_CC

et dividendo per & —g¢, oritur nova, duas reliquas radices complectens

aadAd bb BB

= aablaet T oA

quae rite ordinata et soluta suppeditat [14]

bo D boBEB 1aabbAABEB

aa.dAd
$ora —aa—bbtV((laa—bb— +bb+g) +(au+.t)lf)b+ﬂ)

I r&uAA+
T aatg

aa-+g

Haec expressio, quum quantitas sub signo radicali natura sua sit positiva, vel
saltem non negativa, monstrat, etiam duas reliquas radices semper fieri reales.
I1I. Subtrahendo autem ab invicem aequationes istas sic exhibitas

dAdgx
= e iiye T4CH

o AdAdgex ;
JE== (¢a+g+bb+_/ +£OC

|

et dividendo per g-—a, prodit aequatio duas reliquas radices continens in hacce

forma:

oA R BBgx
5 (aa+g)(aa+z +(bb+g)(bb—|—x)+cc

cui manifesto, si g est quantitas positiva, per valorem positivum ipsius & satis-
fieri nequit. Unde concludimus, aequationem nostram cubicam radices positivas

plures quam unam habere non posse.
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IV. Quoties itaque 0 non est inter radices aequationis nostrae, aderunt
necessario radix una positiva cum duabus negativis. Quoties vero C = 0, adeo-

que 0 una radicum, reliquas complectetur aequatio
xe—(AA+BB—aa—bb)x+aabb—aaBB—bbAA — o
unde hae radices exprimentur per
+(AA+BB—aa—bb)+{\/(AA—BB—aa-+bb*+ 4 4A4ABB)

Tres casus hic iterum distinguere oportebit.

Primo si terminus ultimus aabb—aaBB-—bbAA est positivus (i. e. si
punctum attractum in plano ellipsis attrahentis infra curvam iacet), ambae radi-
ces, quum reales esse debeant, eodem signo affectae erunt, adeoque quum simul
positivae esse nequeant, necessario erunt negativae. Ceterum hoc etiam inde-
pendenter ab iis, quae iam demonstrata sunt, inde concludi potest. quod coé&f-
ficiens medius, quem ita exhibere licet

(aabb—aaBB—bbAA)(;{,‘*‘EI_b)_!_biié_'“MﬁE

manifesto in hoc casu sit positivus.

Secundo, si terminus ultimus est negativus, sive punctum attractum in plano
ellipsis extra curvam situm, necessario altera radix positiva erit, altera negativa.

Tertio autem, si terminus ultimus ipse evanesceret, sive punctum attractum

in ipsa ellipsis circumferentia iaceret, etiam radix secunda fieret = 0, atque tertia
e bbAdd aaBB
pEREES 8o

L. e. negativa. Ceterum hunc casum, physice impossibilem, et in quo attractio
ipsa infinite magna evaderet, a disquisitione nostra, hocce saltem loco, exclu-
demus.

i 8

%

T
Ad determinandos coéfficientes v, Y, ', ex aequationibus 1, 3,4, 6,7, 9, 10
mvenimus










































