GEOMETRIA 4

Solvotor®mat . ormroma?.

pomamo  F{Ruviel paombry

A%ATE'TO\/ENJ\ cofve e &@Ql‘%lm\
LIPS HUT2

Dl Gennaro (esar< ) sol soo ko



DEE CURVA @
¥:(°|b)—7YR" %um)oru\ corhnva. do chiamiowo corve. corfinua,

ES CoryA DI PEANO

Voy— lidxle,) conhnoa e sorethva

Si costruisa Ra Soccessions di -Q—um)o:\;\ P if0i) ——= (o) x[0,4) in modo rcorsivo

L

/ @(x)=&@m£“(x) & chiama Cova di Peono & divoshra

x—L

e & sa continvo. cha. sunetkvo

(&orie{-kvi\:d: sa %€ (0,)x(0,4) D esiste vna Soccessions di qoodro-\—'m'\ J. contlens taln punto
> FQS&OV\do ol Dmile ... 777\

DEE  GORVA PARAMETR|ZZATA
(o) ——R" teta th & dian curve pacamebiniabe difLerenvaloily
P £%

S

W\/\/ wva B o etk

oSS

o cova. di Peano non & derivabis = non & G

QsS

&3, n=2 {’— & chiama corvo. PIANA

gﬁ n=3 (—8\' chiama.  orvo f\lEU-O SPAUO

€S CusSPIDE
3

t>o

tco

{L(ﬂ = (¢, t*) telR & X&) =&t K=k
O o= 38

¢ una wwo B a otk , fo dervato. in k=0 ha una discontinvita

(e_‘ andh e corva NoN resoln&) j complussvomente non & ¢

DEE CuRvAa SEMPUCE

Uno ourvo\.(l B dic Semphian s& £ & iiethiva come \p-orroom\

&s
K_\-J smpliay /70 NoN smpla,

OSS

lo. cocva NON @ 2o Soa immaa(f\x

(SAN

14

- P =(£-uk, t=0) keR to Non & iniethva, indath per b= 12 & ha s

f.l(b\ = (3%7'—1.., 2k) # (0,0) ¥t L2 o {3({:\= (0,0) = (0,0) & chiamg pto dOPPiO

= ona m%obore,




DEE PONTI MOLTIPLI
On pusto di molteplicka n € w pro Lo o primmaging ha cacdinakita’ n

& 3k 3t )

\\ to= (e e
' fomat = L — oo+

DV“Oﬂ Yocca mei ,Qloviﬂ'\(\.\
E—tm = 2O — (0,0) 7 ma va pid velotounke Lo coordinota x(®)

J
e & consideco anche fa Bmmeia rspelo o y=x & ha i FOUUM DI CARTESIO %,‘

DEE CORVA RESOWARE

Uno cweva £ (e — R & dia regofore s € T e #telab) PE)+0

[O\N]

. cocve a(‘Q%\Co SO0 §eMmpre m%o\m'\-.

te (~4,+x) -% re%obam_

g: (e,bYy— R g€ €' (a,b) considero il 8&&400 di 2, woe g(’c)=({:,‘a(€)) te(a,b)

Quindi £ (o) — . ? & una wrva r&ao\ﬁr{, ingo{\i %l(’ﬂ = (4, %'(t)‘) +o Yte(qb)
J

J =
if\—/\/\%: Rosso considerace ande. $6) = (30),8) du. € rtao-Qo(‘Q_

DEF  GORVA CHWSA

bl — R oo, s =80y = { si dia corva chivsa

Se ® e CMlL) aflindw sia dvsa & rdnieds andi i B'(e) = ¥ ()

(0NN}
Se. £ & conva chivsa , & dicn andhy Smphcn e $|Eo b):\(jz.g—> R' ¢ iniekva
oppoe (o)
[SAY
O Smphas @ NON gamphaCs,
=80
€3

. _(1-. (o, — R* {L(t) = (cost, sek) € corve semplac, Q (uon sofo giro)
2 . I . . (%accio
* Lol —— R™  §o)=(costk,6m2k) NON & worva semplice perdhe ot i phi Sono dloppi (7.43;n'

(ON1

Sia ? corvo re.ﬂonq_ (Vt J%'({-‘)#O) = %‘({:\ e il veltoce \—gnﬁenk, ae corve. in {Z(H =) postiamo

considerace. | VERSORE TANGENTE ugg‘gu

Dako ko nuh dominio di ¥, fa wetra —\—or\aen}*& alke corval £ in Bite) € Ro etto di equavoma

Po.ro.melrvid/\& rw) = 2oy + uf' (ko) Yue R /&4
D)

P L{ro)



[
Cocvo piana , chivsa, non gemplice. e Naoborﬁ. te [w,w)

.@(L—)= ( (2.cosk-4) cost, (zcoslr-b&e/\%) = (200st-)) (omk, s-mkr)

Dad dk&eﬂm lediomo che rvdk‘ov'\%ir\x ¢ un punto doppio
2'(1) = Crset) (cost, set) + (2008t -4) (-80k, cost) = ((—f4costset + sei, 2602k +2c08E ~cost)

R'®EI*=... = S-qcost >0 ¥E > ! wrva mao\o&
mlo figora
le denvota di § per t=aost =3 & (00813:=1Z s T=0B ) 2D (E)=-5 %:%)

DEE LONGHEZ22A D'ARCO
10— wrvo €' ge (0,8) < Dominio La @Jnshev.m dlocco da £() a P(b) € doka da
b )
L= fll%‘(ﬂlld’c w (L non diperds dala parome\-v'\mmvot\s\)

[« N

DEF CAMBIO DI PARAMETRO
1Q: (o) —> R 2eT', vn cambio di pacametto & one Ponvon. 67 (¢ d) — (a,b) b

A celt! ;9 6 biekva ; 3) 6'(w+o Yue (ob) (=) 6 e w omeom,or—ﬂ-(\srwo)

Osservo du e cocve Parome\-vi?.m%q rispeto al mow porametro & fo6: (¢, d)S @ Y— R’

Qss

? oora paremetiziata regolare = Ros & uma wra peramelvinate. regolace

M 2o | *s

d ($o6) = de

dlee)= def o, da *O Vued) oD
Veltore rangente

DEE CORVA @

Una corve @ we classe di equivalinia, rispetto ol cambio di pacametno, di cone

pocametizioke

083

L'ossecyavons, pradele dia du une wrva rcsobom e ben defimba sol clases di equiv.

oSS

&, cambio pacametriiavions, pud cambiore il verso o il modolo dih vetroce -\—onﬁenk,

Q58S

One cocve r‘LﬁoLDrt ha one Pc.romex-r'\lwbom\ dote delwe ,Q»\)V\S‘ﬂk'uo. d'ococo dM @ Uavca
muno di cambio di fegno (D corisponde ol cambio dek Verso di percorrente) e

troslovons (se pacto do w altro to)



s(Beo

Sia ¥ uvna worva paramelrinzaba §=8) ; sia ¥ € Domino /—w
fe)

b
S(’c\=§ll€'®l\dx con Slo)=o

Prendiomo Qo Parome)rvizmvu\x dota delw Qunahma d'occo £=2(s)

Osservo dne qUQS‘\'(UlHMQ paramenavons ¢ Gacafteriiete dod fofto du. 1£G)]l =4

ds@) £
Trbohi per +eo ford. dik cdeolo inteprals.  “at = 1Pk = Po)= FE= §5 e = Se - ﬁ

dt

S =4 ok
d
el=

Sa oca s n pocometo dlacco , § wa perameMinzavons Eeo = T & propro

S a mewo du Sego e di uwa Frasavona.
Po(\—u foon perchi scalace S Porame-\'f\) dacco = |l:—‘_£:|!=l

Tdok 4= 1581- 158 0= |50 1560 2(5%

(uindi & howo 2 coes ® J==' = T=s+b il paromemo d'arco &
Js Con \9,C€Q Voo menke. delerminako o
®* =) D IF=-s+c o feqno e di Frasl.

5/03

@ VERSORE TANGENTE  (PARAMETRI2Y. LONGH. D'ARGO)
{: (b)) — R" rc,so\,ore, patamehinugta dola ,Q»ns\/\ewq d'arco F=RG)

+  Versore ‘\'onael\\'b

(
t(s)=djss) e leWl=4 ¥s

Moko oniforme, ciod § modwlo dela velouka € coskonte

versoce {'anafy\k..

&%

S’ t o Qenen %-?——%(t) = {:={5—-d—£= =£
(foR ey w Pcz(ome. ca (V) = T = Js as ll@'l\

dt
Not

Indichiamo cou % fo desvata di § vigpetto ol parametro dlasco s

Tndichiomo con & Lo denveta di & wspelo ad wn paametro genenco b

{z=;-(,= d& pust dervare anoora npetto ad s (Supporunclo chx P ga ©)
Dako dre IE®ll=4 = E@- b =4 ¥s = denw rispetto od § e O'H-emao

Lo k(s + tcs\-'ﬂs\ co D 2b@E( 20 = tE-E® =0 coe i Vegxe Jmaae/\k 'S

()
{ sono or\-o&ona\,{ Ys (il Latto du 1 ponta verso la concanta

ne .
Lo ddka e hene dalla dunvata di w vefrore)
c (s

DEFE  CORVATLURA
Chiomiamo cocvadora lels) = HL;LS\ | 20



DEE \VcrIoRE NORMALE

S E@#o = Possamo definire. i\ versore normall N9 = “tE:“
oSS
e Dolin de%\v{\von'n prtcgde/\\"\ Rﬁue, v & £@+0 vall £ =Llis)n

* I punti dove & amulia Lo corvatora (le(s) =0) & dhamono Pw\{-'\ di esso

DEE RAGGIO DI CORVATURA
SQ, (s +o0 (Qoe L >0) hamiomo reggio di crvatura Jo(s\ =

chs)
e 9 9
4 x(0)= Rcogd qume‘rm dlacco s(8) = §]x"'+3'l do =R !de =RO
Ao\ yi©)= Rswd

u(s)

versoce ’camae,nk/ b© -(Rsn0, Reoso) (ene, ws@)

ds=Rdo
dEV | d& (- ~g0) o
Vettoce normaols -d—s=éd—‘=%&0‘)=k

ccvatoca le(e) = _rli f(9)= R non dippdono da @, sono costanh

n(e) = (-cos®,-s36)  versore nocmals

DEE PIANO OSQUWFTORE

T piono oscolabore in 8= ¢ I piono passonke per £(s9) e parallilo ai veton E(S9) e u(so)

ha equovon paramelndin.  P= §(so) + u£(se)+ 0 n(so)
asS

O /~Seompee |/ o) versore tangenle

1n generals o e ?:(ﬁ:) NON  Sono Or‘cosowabk ta Jbom (B e {i(s) invecr. fo sono)
c,cmloovano e

urelki

di £" coo direnom di

prorevons or\—osona\k
i{) (Cioe Sulla hnseml—e.)

—(—) £ A1) 1l ﬁu\
d‘r’ d ( \ t _ de\uen/ _ M _ g-“@,“ (g . l\?—'ll)
(B & G & - S St - iR

ou:(@ ueﬂ ||(’,ll+pdt MD
W

Dattra Pork, @ =t=ln
5 F-im (Q" @‘“) e
Csserviomo cha. dolka Qormu\a Jé— uglll{a‘lll W & vedt e £ non oo pacallili

> ol dire dhe £16) non & od-oaohab\ o Q(a Uno porke & sempl@oe Pt & pacclle o "%\

“A (‘
SQPQ‘QMO e L®)= l\gll( ll\:(s\ll\— llvA ufe—,“l Hll&’lli\

in m avenolo
il prod vetronala,

Risso scriverlo in quetts modo
paront || Ell=1 e re £ sono

ne'l e
Perpend|mban



A b
= ' pacometo d'arco  S(B)= HH L+t dt dovrer caleoloclo, invertice Lo

x®=t =1
2 iy
A R £t p=R( ) |
=t 2® = at Q‘m—oo’u e poi comporre con & ma € difficila

Teovae £@), n() , (o 1

'w-{ W=tz > tw=ED =L
P®=1% Fo=029) = £W=Ga=mWhnd o

P'h=(0,2,6) drovo ora wn vettore or’msowa\k ol versoce Jram%emk/ calcolando
14 - (42,3 14
(OI‘ZIG)_ (OZG}'E‘( ) (Iéa) Q,)_%l%) ™~ (-")-%/q)
. . (—u,—ﬁ,q)
Quindi  n(y= 1cn,=3,m Ok
4,73, 0 [2e6 1Al

“(“_ eoiE  F —Q TR
controlote e dwe venire Lo shessa casa

0SS

Sia e velore  proievont Bongoe = (0+ ;) =i

(ONNY
la dirvon. di #,diversemerte da &, non dipende dalke pacametitiavons,

DM

Sopp\omo dn L= ds , §ia §=-5 il nwwo parameto d'arco

d _dE dEE) e
E__.Sﬂ'_i—%__% . t_ﬁ_ gs  ds _-ﬂz=d_t=£_
= dgT dy T v dT om] I ds
ds \ ds QD
non & il Wsore nocmalx , & un vettorr normodx ;

E CEQC"“O OSCO(.A“-ORE po onece il Versoe dovres dividert g~ fa §ua normo
Il crchio oscolotore € R'intersevons tra il piono oscoletore e LipesPera di antro

$S)+plso)n(ss) e raggio f(so)=,:é;°) (presopponundo  letsar# o)

DEE  CORVATLRA ORISNTATA

Rec corve pions. esiske fo corvatore, onentoten. Siano £ cocvo. plana m%obo& C

E=E(S) = (030, 50100)) versore +oha€/n|rt ton 0() Pomons CF 3e

il . i K
Soppiomo s %:9(3\ (-6010(), 08O = E(s)=\l%|l=(9(5)( m\
E(sy= 06 e Lo corvatoro. oventata e EBis) eR (puo* essece andha V\e,%ajciva)

OSS

& L=k = Lo corva qico. a &niskro, (im &enso antiocacio)

& C=-L= 0o corva %ira o destra

{X[H= Rcost 2X‘(&)=—Qé‘-€/\’c
yb)=-Rsnt Y &) =-R cott



£ = (=gt — st = (o:)& (r+ T4y, &M(%W—{:))

dé

: do_ e ~

Sia ora f=3r-t e s=Rt alor ofeniomo —§=d—s=—é:=lc
ot

\Joal/iomo oro. La cocvatura orentote rispetto al parametro t

cplw?afw\k. 1 (¢ 2Yaicm non nola)

:l:: (g',\f.")% ) X{j" ny!

e (X vy 3/

Por com abbiamo defimbo Lo corvotvra. ovientota dbbiamo anche delinibo il

(ved\ dim §u ARATE -ToveNA pog 4 e Pro‘ol;mo 14 pog 23)

lersoe normole oventoto & = (-801 0(),080(9) du & &mpre bea debimto, anda quon do

k@=0 Tnolre ,nh o i i k@ +0 & ha ,Q‘ua\)aabkanw PR =Lwn 303

(OANY
Abbiamo vigko cha %;(o,b\—ﬂﬁz regolace (Vte(a,bB R'e +0)

S Paromeho darco = (;_(s)_ = (Oo.se(s) &me(sﬂ VersSore. Jcov\ﬁenk,
Es = -——(s)— 9(5) Corvatuca onentota
Iyl L |
& 2= (o, sw) = Emy= “—"i/ Jedi dim ABATE-Tovena
(X'l"' Jl 2
(X /3 )

Thotke valie th = W Gioe fa. denvato, normaliiota

K ()= (-8010(s), cas8())  Versor normals, onentato, ma posso andw. scrivefo rspetto ol

parametro £ ed & H®= !, x) Sappiomo inoftre. dhs, i\ versore wormels. onentato €

smpre. deinko (estrdo Lo corvo. mdohm)
OSS TeaswoN

A (ongiduro Lo curvo §®) trasleko di un veore € €R™ = 550 quindi g =+
g‘(t) ﬁg(_3 2'(6) = homo skesso vettore {:onaenk_ Versore. %onﬁenle versore. normals,
cocvatora onetate = Lp=Tg

ROTAZION| Rotavons

) Sia AeO@  (dkAa=4 b rotovon: Monknaovuo L oventavons. 7% fi )(%/AHE
Sia hig) = A%

St (@) b) = (s@), s (&)

S\O R—= %(S\ s -Q—(‘E(S\) o onssdero il Po_(‘ome_-\yo dlacco = | e(s) =24 ‘F:(er”\_’ R—;_ }
2s)= £o 5 (5@, 50) =R

(onsrderamo Qo awowa Cucva ARy = @=Ad—§

t A rohﬂ)w = operator varterio

”A [l = “ = s+ A L) conbne ad essere un Porome\vo dlocco

s ?orom d'arco

Quindi il versore %omgex\k/ Saret A kp=ky



Ao stesso modo 1+ yerson nocmelh A np=ny e qodb\ onentoty AZ@_= Ay,

. i A . ‘¢~ . . 2 ~ A N
O&&e_(‘vioma d/u.vab\ ’gt-—'e#ﬂ; ~—> A’p_f Ae_ﬂ_g Cloe {;h=9Aﬂg=9_VLh

Inolte A= (&035: o) € 80@) = On(d = Bp(H +o  derivendo vispetto od s & trova

@n N e ?) abbiamo dimostoko dw fa cocvabure onentdba € vananke per MOT1
QlﬁlD‘/ cioe trasormavoni ded &ipo  x+—— Axrc com x,c e R, A fow)

OSS piFLession
Sio AcO@)  (deth=-1). Sia $=2(s). (i chiediamo &

At
S——Ab € ﬁunshewz d'arco ! I VA n=An,
puchi e B() RED4N
I dgf’(s) =182l i Fll=1 = A e one Donghara d'acco 7 AN e
\/0[1 e thi Atg (V\M‘\'(‘L Zhé—AE% = OlP/dVOndO 4 V\‘SPQH‘O ad 3 t‘h: A{.Ej‘e Mo ‘L"gf.e\[ E(;
' _ . | - uau?slzio En N
= {;M=AQFKL;—6\«: ﬁ'h'-?———\cg_zh d'ettco Per\rt, th=ehﬁh= 2, A, Q'hﬁ_h=—lzgl’\.|ﬂ

~ ) 9t= [Zt'
= IL({ = - lqﬂ

TED cronTreRIONE DEUE Ve PIANE
Doko (a,b) e uno funvone. conkinva. et (a,) — R = I3 una weva, fileb) — R*

C?'(Q,Q, ruao\,ert) po.rome\-v%m_o%o\ dolua ﬂunalﬂeu& dlarco Lo i cwrvaturo onentaba
e t Thoke {l e unico & meno di mok viaidi

DIM

esisTeNa : (oshruisco una corva. fo ol curvakora onentate &k

Sia s.el@b) e 85, €R Pissaki. Voghiowo chu dar= L = 8 = ill(s)ds+ 0,
= 8§ ha E= (56,8100 versoe kancae/nl-c = £(s)= i_‘z(ﬂ ds + \Qso Con {goel'llL

? coit debinita @ € = R desuive o corva piauo

Tote (55N =ltl=1 = £ & gio' parameinata con Lo Aonghune deceo e il soo
versore tangenke & &

Colcoliamo ora £(9)=0® Ty = fo corvakore orentoka ¢ O(e)= k() oe

ONICITA : de. fo curva nchiesta exsle = & esofamelke que,lm +roveta nd Funlco

pradele , posso sugher sottanto Bg, e f .



Quindi lo corva @ unica @ mewo di rotavoni (cioe e scelba di B¢, ) e +raskevoni

(nuglim _on e,‘ddM+ Yoo

oA . . . computa, rimann dla trovare

(cioe fa Salta di R’se\) boto il redho @ olo\o\naajro Vo e&pl‘:\j’ramake,_b,ﬁ‘{mme\—na
vedi dim sol horo

€
* Liv=0 = £ ¢ una pocrvong di velro

o N‘;(s}

%‘A=Oos¥onk con R>0 = XS ccconferenia di raggio R i &nso ankiorario

° E(S\=—l‘2 ton R>0 = X9 dirconfertnra di (eggio R. in &nso ocano
038

(olochamo n generaly. Lo cocvotora onentoko. i wordinate polan

G)n&idexﬁom la PQ(‘QMQJF\/\?,’LQDOML? {x(e\—— f(e\ cosp
Y@= pE) 810
E(Q)- X'y xy! (f'cow —f&me)(—f&me +7_r‘oo;e+f“s—m9§ = (f“(;ose —zf's-mG—foose) (f'&me +Joosse‘) ~

(x%gd*% (p o529 + preen'® —W9+ 7r&ene + foos'e +W) %

_ Prartoply
(p'™+ )
€S SPIRALE WOGARITM|GA >0 0<o

0=0
In coordingle Po\nrif flor= &t feR ,a>0 O @ @

Applichiomo Go Rormula dell'ossevavon. pradete pe calodere o wivatura oventotol

14(5) = d_eza9+ €’/7.0.9 = oX+4
- | (]
= Qcﬂa\o di curvatura. R =(|ZlT)| =t 4 & = [ot+ pe
MOV\ Q&'S\'C wm {wclco

ngido du porto L gpirole Con 070 i quelia Con B<O e Vawersa

Perd/w: per O0vo = E(S)7O s ed e Ronvons. drcresamke
0<o D> L(»)70 ¥s ed & Lunvons. aresanke

Ancs. con ona nBlisson von posso portere fe corva con 070 in quele con G<o

perda combiaao segno ertrambe. A L (chs divertano ertrombe m\8a%ive, une,

. . pacto do A) e da B) e cambio verso
crsanke e una dLCrQ&CM)'e.> &\ ha qUW\oll di percotreno
Riphssronn
oo o>0 Qvo
A @ T>o derc. ) @ L <o cresc. <) @ <o decr:
oo oo ~ O<0
&) @ T>0 oresc. D) @ <o derc. 3] @ E<o oresc.

Cesorvo che hotte e 6 L spicali sono dishnle e non egicke o movimuto ngicko  chu
pocte Llune ool



Congidero oo | cembio di verso di percormema. o€ CONg duro f(—@)

Osservo e il versore ‘homaen\rt e il normew orientoto cambiano direpons

(0\1Y

In gerwcols se cambio verso dli proccenia, Cioe contideo Lo Lonvont s—— §),

= kb comvatora onentaba combia di §900. Tnleth

versoce anpenke
ﬂ - 'y
ng) — %f =—£(  (Abbiowo visto ch. onchu | yessore ‘can{jenle, cambio. Verso)
4)-—& A ~ . ~ . 5
d<o(_g(g) =— 0 U(s) & vede quiV\d( . (s)=-0S)= — lels)

OSS  (richiam)

le: T— R coratterinie wmicamene. o cworve. F T @ pacamebiticka  dal

44103

Pora mebo dlacco & Mo di moti V\'sidi (Teo di Garatrenzronon)

(OANY
* fbbicwo wsto du fo RfUssIong delia Qb & dul JC\PO A%!I‘*ﬂf

doe Ae0®D-89E) ha com coruatore, orentoka LI —®

St——>—-L(s)

* Abbiomo and cambicko v ala ooy : S I=(o.lo) onsidenamo 1= (-b,-a)
-1 R®

Lo cove con verso opposto € deta dala furvons gl—»{iz:s)
-I

) v ~
= fal. corva e cocvdouca onentata. fo Porv ons. Se—s -y

* & conpideo da corve AfUsie e con wrgo di perorrema. ivertito  ho
T

S—— A—%(—Q fo i conetore ornentoke € Lo {ﬂmvom\ g\—>i(—&)

O§S DILATAZIONE | CONTRAUONE L
low corvo, S—> c k)= £ con c>o ho. coon corvatvca orientata gle infott

I SR d(cfW) ] dt [Znon cambia
L L s _d% _  ds _ 28 _; R dE_gGg P aAvm _R_aN
S)OS—CS =) E-—dg— a3 = =z —_?(S)’\’Qﬂ—d—g—-af—clcﬂ —)Q—Clc
EG ds
asS

So che t=LE , inoltre h-t=o Pe/dNC P perdicoled, Denvandlo qUeS'\"u\‘Her
3 TR

espregony, & ofhen. du. A-E+ H-£=o0

So o E=UR = il lemine X6 =%-Ex =E(E-v’j\=ﬁ-4=ﬁ



GRIE Neuwo SPA0

DEE  CORNE BIRESOAR)
Sia %: I— R corva & Po.row\elwiuo%g con Lo ,Qune\qena d'erco. Diciawo  das

e \olm,ﬂo\n& e A ii(s):l_r(s‘)#o ¥seI cioe e Nﬂo\ore,

D @ =E@l=k>o ¥seT

DEE VERSORE BINORMALE 1
Sia £:I— R ‘oireaolare, (baska du. B =E® +0 ¥se T ot o & possa

delinice il versore. normale e valn By = k(s neg VseI)

Deinano il vesore binormal b= B A () Goe una Junvons, continua
b: I —R?

0SS
Doko chn \/oa\,'\orwo derivare b(s), non bastto. du Le Lonvons. b gia contiwo,

prdiawo quindi da ora %:I~ﬂf e

OEF RIFERIMENTO MORILE - piFcpiMenTo DI FRENST
%).'. T—R cova & = ¥seI hiamiewo vi{le/r\me/\%o/-f'ermo\ ol Lo bege

Ockonormale. cotktvibo. dow vetborn  £(), n(sy, by
QS3

b© & un wesore S llbll=4 = bE - ke =1 = deiw 2z bk b =0

Da questo & dedoa. e b L b = b e combivevon o di € e n
@«m)on'{'
= b ()= &) k@ + B A

O\
for debmivont & ho . b(s)- E(©=0 = dervando & offiew.

=4

) - — T *
L@ -£@+ b6 =0 = (HOEG+poa®) - ES+ e kius =0 2 Ao
=5 l__K=_o/__

Abbiamo quindi frovato (da x e ) du Boy= B(s) u(s)
Convenvons.
ﬁ. ’\-OQSIOIQG Abale ~Toveno,

[Sc_haum
Dol osservavon Pm&d@\k—'\ abbicmo frovato b;(S\=F>(S\ﬂ(S) =) P(S) ==-1©) e

Dom nl»lon a
chiowomo o fnvons. T:I—R forssons. delo curva £ i A



(ongidero RG)-u()=4 D dernw 24nm=0 = A Lar) = wE) €

combinavont Riere. dit £ e b))  Goe AW = () E® + 86 k(s .
=4 =k(s)
Jo du. n©-t©®=0 = devvo (1 &(sHS(s)_'eﬁ):-{&Jr'n(s). k(o ue) =o

=) 1 (S)=-l(s)

Ao slesso modo , dobo dw Al - b =0, dervondo & oten

Tt LT — £
QOEO+§0LW) O+ RE - poag=0 = JO=-p®=T0)

=1

Abbiomo troveto da n(s) =—kls) B + TE® by

DEE FORMOLE D\ FRENET per da conva biregolore -

£=lun

n=-Lkt+th

b=-tn
0SS

lo torsionn misoran qUOV\Jco Lo corva non € piavna, coe c(uovaco rvota il piavo
oswlatore . L\go‘f\-} se. Lo corva (bire,so\gr&) € Pilana (coe ¢ contenota i un Pu’omo}
= b e Gotfonle D llbl=0o=t

&' poo anche dimostae chi. & T=0o = Lt cwrva © contenvto m un P(cmo

DEE
&C& QZI_’Qsl o€ T

Tt PIANO OSWATORE alia wrva i £iso) € i\ plovo passonke per P(s) <
pacelllo o Span | £, n (s}

T, PIMO NORMALE ol wrva in ‘%(&o) ¢ il pono pawente per R(so) e
pacollilo o Span{ 4G, b

Tt PIMO REMFTICANTE aluia cwrva in 2(so) € il plono pastonke per L) <
pacalilo o Span{ £, bisa)

§ Elca CIUNDRICA
x(®) = Reosk R0 ') = (-Rewt , Rootk, )

tB)={ y® = Rsnk
2@ = ht h>o 120 = {Riseits oot + bt = (Rl




t
s = [0 de = E[BR > so- 50

RN G ‘& ,
Muindi )= “E,é_))" = i,éﬂ) = \lllli—hl (~Rsert, Roosk, h) =t Dervando ancora. &
. (&
oten. EM= g,é)’ - o T (Rosek,—Rewk, 0) = i (-Roost, - Reest, ©) =k
&
L= 9EO_ dt® de ddéﬂ AC)
= ds dt d§ ~ js s'®
o 2 (A z
ko=1ltl= % = f({:) Q;h Q+% e pio arov‘olk dek Caggio di corvaturae dida
Ciccon £ erena
Osseno cha Lo corvotura e il (QpQio di wrvatvra sono coskank
£(%)
B =g = (-oosh b, 0)
L T le y ( \)
b=EfAn === dek |-t Resst h | = == (heant,-haoost, R
\|2+h otk —grt O R+
. b))
6O T = o (hook hanb,0) =—ghon = <= mbw & Ponvons, cotrante
vy db®  dbm db . B®
M= =~ 4= F@

g\' vedi du * &K h>o = T>0

* & heco ® T<O

OS8S  mon ricp! R
£.I—R , contdeo £=A2+B dowe Ae J0() (dbA=4), BeWR

1 poremetvizi. dalka Dungh. d'aceo £=@<s> > andu £ ¢ paromebiniaba dole
fonghenia dacco pedw [ =4 = [ & El= a2 i= 12 = o g ppos o
pocameto d'orco

© Eo= 2 (Ap+n) = Ak

Aesem
* ke R = j's-('_@(sﬂ (A E@)=A Lkone = k@ Ang D L(s)— |ty Au) | = la(s) [nll= k(s

[ ]
=
—
<
1
>
I=
~
%

AeLSe(s)
e B=BaAR = At©) A AN = A(E© A 1) = A b

dss = AbE =-TAUE)=-TA > €(5)=t(s§

OSS  RIFLESSIONE RISPETO AD UN PIANO  (isometvia inverso))
kA= cioe He 0G)-80@)

Con 8\/\ shess calcolh di primo & veds cha P k. , cambic invea L;——Ab
val perche br=Eanco = Aeonhulsy = -Ab
= & othew ondw dw TE)=-T®)



OSS

S pacorco La corva al confrono = ,\@(sw £Es) cn se—-1
I=]-2wl=4 = ’Q\—=£(S\ e paramebo d'arco
Ho inolhre . E(9=-£Cs) (g0 usko)

I versore. normals < la cocvabore vimengono vguoli infeth

O‘tm SCECe) = Eeoy= Lo aly

> W( = ni=s) e C(s)= — k(-9
Il binormols & inverke infalk b= Ewade =-bes
dB(s) do%odrut a(s) = n -9
locgion:  -TO A=~ = i < (Cb9)= bEH=-TED e 5 Vo= e
OS8S /esercnuio

& congiden fa corva. S c(s) =

{Z(s) ton C>0 = ,L\==—|§ e

Pr L ovedi oss dell' mlo3.
PROP

A_T
==

PI—R 420 tporemelo gowico ©=&AHIE
I @'/\ gn "1

p= 9‘% = (s =

ENaE 2k DR S G
'S'

AF SE N ROEE- & 1O R FEN N R N N R

il (%(S)W*&‘WA%@HM =V kk

BRI

(6?k£$f;i)/+3f's\gll+gs"\> = (s')° lb-2 T—Qg Ckm%+tb)>\>=
ol 5 dé

b ==

)kt

u.—lr

d (lcln)— kntlen =Lbu+l(-t+ th)

Ie'ne )®=(sY k2

Quindi vali T = @'n 8- 4" D
" %ll\ -gll "1
oSS

£, 0" 0" non coghuiscono pi0* una looie ortonormaly,



TEO €s\steNn € ONIUTR CORVE BIREGOWR! IN R3 12/]03
Dato I=(e,b) =R, dota una funvons - IT—R, € dote wa fonvons

. I— R T =3 oune wro \o’\rt%ok,m{ e %!I—" R Po.romejrvhm{:o. con Lo
,@Jng\neaa d'acco be. bk ¢ Qo Sua wervokvra e T e Lo sue dorsons.

Tnolre Lo corva & € Ouice @ mewo di moks ri:a'\obi
DM

ELISTENA
| . , 3
Sia eI e prendiomo una base ortonormely di R Ee, ng, be= Egang,

Con ovientavons. po&RL—{ Vo

Conssderiano 1\ problime  di Cm)ché daoto dalu \)—ormoh di Frerek:

E =kn

n =—Lr_t+t,b qeauwa\,\
b=-tn

t(se) = £

A(So) = Ag, }oomdiuovx\ mivola
b 8oy = bg,

Jiskae o 9 eq. difPecenvoli Limon = Lo folovone exisk ed & wical
Sio Lo terne di opplicavoni £,0, b tol soluvons.

Mosjn’\@(wo C)f\k, owendo impo&\-o d/u\ h(&o)=ts°, A(so)=z\so ) \_o(so)=b5° fa e terne

octonormels = £, n , b € ouna terna ocronorma\s in o\jm'\ punto di L

Dalix £ocmols dit Frenet ricowo du I L}(\vom@,'b” 'ﬂ'&',qz-b,ﬂ-b)b'b
(devivando rspetio od €) soddisleno i sistema in @ incopnike (& funvoai di prima)

di 6 equovona differenvalk Liavort

p

SileD)= 2t b=2lben (0= 2l

on(t- n=tpnrtn=bkunn-Lit-t+ct-b §(t-ﬂ\=|4ﬂ-n—ldz-t+ tt-b
) ;és n-m) = 2n-n=-2kn-t+2Tn.b Goe { o_;s(ﬂ-!\) =-2kn-£+2Tn-b

acle-b)y= E-b+tk-b=Lku.b-—tt-n asle-b)=Lku.-b-tt-n

ais(n-h) Mb+ub=-kt-bttb-b-tn-n é‘l‘s(ﬂ-_b.)=—l¢t-b+tig-b—tm-ﬂ
| &(bb) = 2b-b =—2tb-n [ &5(b-b) =—2cb-n

O/\x posStiomo vedee Coms Pro\oluwo_ h Omc\«ud con X condivon imvo\
% Eb(o)=4 EnGd=0 n:n()=4 E-b@y=0 n'by=o b-b )=

Soppiomo . I L solovon dik siskema SoddisRaanle L condivoni %



Si Verifica Subibo da el solwvon €

E-t=4,nn=4,b-b=y, bt-b=o, t-nu=o,b.n

7’

1]
1]
I

O

Abbiomo quindi Ecovato du. ¥s £©, n, bs) & une base oftonomeels,
BiSOSV\Q ora vedere §e. € po&itivamente orentota
S du b=t nis) = by (B uisy)=4
la Lonvons. b(®): (B A1©) ¢ conbiwe a valon in 114} e i o assomu
ialore +4 = & conkinvibd , ¥s Lo funvow vale +4 = {b(s),ﬂ(S),'Q(S)\ e
boge po&i’dvome/\le, ovienbake  (Vedi prodotto i sho)
S&(@O oco wn VJeltore :@SOGTQB = definiamo L9):= £ + jot(&) ds Corva
Ossero dw: A fear=4; D Lel = el
Tl vettore bongenk N 3%=t(8) elewli=4= £ e Porqrv\d'r'nmﬁo con Ra ,?nws\aeno d'arco
Rr Treet £=E=Lu= L ¢ ko Corvoburne e 4 wesore normall du & ber deliniko
pedh Lo weva € biregolore
Ne segue and chy, b = E®AnE e 1\ binormal e P trenet TEK) € Lo forgions
di § perche b=-tun o

ONIATAY  (Vedi Llboro)
Abbiomo Salko all' inivo Lo, s, bso , fo

* (ambiae L in &, cocrigponda @ *rotloe Lo cwrva di -
e (ombiare Fso, N, bgo CorAspondu a vuokare fa corva

(Mobiomo ondu dske dw { moti vigidi preservano  evatura e torgion) WD

% i~ (torgsoan in RY)

IV\ [Qv‘ Ci Sono U-2 Corvatuee Polh'lci\le, e A wrvatora recle

(O
k@ =Lk>o ¥ wotranle
= elica clindrica  £@)= (Reost, Rsert, ht)
TE)= Tt eR ¥s cottanlke
R7+ bt _ Lty & A

3 : ]
T=—— ~~ P e :) - = —_—
TR i osthamo rcavoe. R e h R *T= s

k
L 2, 1) = = Ly — <
R = L (R%hW) o O h=T (R% hY) o




OSS
$e Lo cocvatura k=0 = deliniamo Lo forgion Ti=o

PROP

Dota wn cocve ‘o'\r%)ol/on{,' T=0o & Lo Corva € piava

DM
Je o em pow ¥s = &a quindi T (P-pa)y-b=0 con lkll=4

non c'e (4©)—po)e b Pefc)N: b=o Peldu‘ b cottenle
S (P©-p): b=o ts = denvo rispeto a § e ofrengo t©-bzo ¥
S kOuew-b=0¥Y = nn-b=o ¥s. Qindi b vers. cosk L sio at duan b e
PWO&\A.‘be COS'|~ perit b & il binormaln
il vesore bmormah Quindi o= L) =-t®ual) = T® =0 s Ol
B T=o = L) =o¥s = b costerle
S

Sia 2I—R, sia =4, o L= L gt(&ds

s g
So du £©-b©=0. Caleolo ora (jt(S)dS.‘)' b = ! E®-bl) ds =0

So e =0

Ho quindi tcovabo (.{i(s)—{i(so))- b=0 = La corva glac sul plano por f(&) e La b

D
ES
X® = -4 ) Trovere Lo Yo i Trenek in (0,0,2)
Yo =tk
He) = A+t b Calcolere crdnio oswlekore
vVoLe

Nzl =4+t =2 & t=4 = (0,0,2) vem pecorso Solo wa volta,
Pr= (2, 26-4,4) Non & J?»vxgl/uno d'esco Fe/dmc now hae nwoctma 4

0 — _ _Fn
2= (2,440 = £ = B0 = 1 @)

$"(E\= (2,2,0) pe trowoe vetore norwols dwo topliee o ' La swe Shessa proievom §v #

Velrort. nocmale = B'(4) - (e@- 2" ¥ = (2,2,0)- 6(?‘ e A (o,4,-1)

ue()n”‘

Is

~ (o

O 4

C 7 le
Quindi by =tmanw= FI?_ dek ( Z 44 )zﬁLi tz,2,2) ='J|§(—4,A.A)

Osgervo ora S, {’—"I(HEO = TE=0 ¥s = e corve € piano.

I piaao (oscwletore) Su o CICIcY o corva € (i) b=2 = Xx+ty+tz =2

Ie'A Y1 a2y i
B Ly = -
AL ne'ys Gl

3_’.[“2 =) Jo(4)=3ﬁ rofa\’o di cratura



Il cmbro C did aurchio otewlekore & O+ pU) 1 (1) =(o,o,z)+/3T§(o,4,—A)=(o,s,—.)

Il archio e e—x+\‘j+%- =2 in forma paremeice &

xz+(g—3)"+ (4)"= fL= 18
C +{oas0-£ (0 + €18 4 (1) pl) = ©

&
) = (£,€%€%)  Conun G0BRA & piona’

Por=(4,2,3) P®= (o,2,68) P'Ww=(0,o0, G)

@
= ||1Ell\£—" "7_
Jil
(A'Ag"). ¢" = dd (é ¥ §E>= 2
Pmdgﬂomiskz © ° 6
".?I/\?" 1*= ll@‘ll-ll#"ll-l?‘-@"ll = (4+qt+st") (q+36%")—(ut+|g£3)" =_.. goiv;;]:*mdc‘:asé—ml{,

Quindi s t—t00 = k—0 e T—0o0

O8§

£:I—R 2= fw *=au avo cosreke tu poromeds

Po=5 Sl =op@-o X
d ; :
&_(1%1= 8 (auwy= & ji
g_is:Q ru(au)
Lo IR U ZE AL L bl
m3
b & &0 &1 Vae R Lk, T sono Jomont

O(woaef\lk

T = (E‘Ae")' f'“ _ (LQ LUA TIA—'-‘e““) ) ég“““ = Gu/\?&m)' R—uuu

R FYRE T tan ful®
414/03

E |ND‘C€ D\ QGFNZ‘ONG WLLG Q.)QV‘E P|AN€ (Pwa 393 DO CarMO)
Gorva  chivsa o) — R con flor=£) rt%obore (64, P®+o Yreelow, \9,'(53:(1'@3

L:lob]— R con k@=£t®) . In reolka t:lab)—S'<®R*
(J?,aco’\o
Posssoo quiwdi vedue, [tle T (S Ela=tw) 22
(] ——— Tnd (&) = \DICE DI RoTALONE Deua Corva £

oSS
L'indice di rotovoa. mi dice il aomers di ca'\h' e J%q | versore Jcevxaef\k ,QA)V\SO il

pecorso dea corva
Tnd® =2

=) Ao ¢ e
en
st



(O]

Csserdo £ vesore +ow8enk, = 3 0:[eb]—R Puvon onknua (onice o mwo di traslo

per owk) tolh du £l = (os zro® ,&MZTrQ(‘c\)

Pftade’ -
£
B F y, MV
Tnd § =4 L Ind 9= 4
O8S
LgiQ -(l chivsa Piovuo aJvuno 61 =) &'PP“OMD e d_@
Q)
Tad 2= 9(1:) 9(&) L de dooL e 0 M
g S(g\ ER S ds = 2T £ ()K‘-‘—J'-L) dt
€s ds={xr grab

Do) — @ ® = (coszmut, snamnk)  ne 2., Circonfertra pecorsa v volke

X (k) = cosmnt X'©) = - 2mrngen 2mak X' () = - uTntcos 2Tt

/- \ Yy = 8§ 2mnt ¥ = 2mncoseat ¥ ® = —uT e et
1 3 2 L
\J ng—-_l_‘[\z'n'n<§€/] zrrw{—+00311—n)db=—‘— ngng—
=N T oo =N

L|'|TVI7' 2T LlT\'-L V\l

oSS
Doto wo corva £ bl—R C)niom,r&aolore S Lb:lebl—8 yesore Jconaejnk,

Sia £, eS8 versoce. (dievaw) Pissote tongenre olia Gorva (quete sare £a dicevons,

\30&‘\{7'1\/(1)
$o E'(kd) & wm numero Piko di ekt e o Hhe®b) ke kE)-ts ho EE)#0
S t" < = 5ign (X '@~ x'(8y¢) = sign dek (o )
£ -4
O andondo da A @ B dimiwisa
= 3_8=E <0 720 Cwi

g !SS S) +
Se. fe bir&solorg e |l Seoro della curvature € cottante

[SAY

Fisso lo dicevons. /to > Tnd &=+4

Fsso fa diepo. — &, = Ind 2 = +4




QSS
Dota ma crve dhivse £ (o,b)— R* Po(ome\v&wojm con Lo Qonghera d'occo

=) Congvdero 21 fb,—o] —R ?:(S) = £(9) (&W\p(‘{ patomemnake Con Ra Qunehmn.
dlarco). &:ppimwo afa‘ dm E(S\= - ks
b

Qoindi Tnd = o EE(SUds
- b
7 | -Leods = - [@ds = - Tndd

VAR

Tnd £ =
Quindi Q' indica cambia fRegno & percacro La corve. @l controrio
OSS mon rienl

Uindic. di cobavonn NoN cambia perdar i ok haidi peservano Lo corvatoce oviestato

OSS RiFLession
S R e wa ritussion. p¥ wa rethor = Ind R} =-Ind} pedid R £a combiore

il §e900 dela corvetura ovientota

BEScpauo

7,3 f=20036 COORDINATE  POLARN

4

f\ { % (6) =(2 cost -1) cosk

AN 3 y®=(2cost 1) sut

t___]-ir/ t=0 t=m
tJ/-d Gotva chivsa paramehineko o (o) 2]
z

Dol cdlisegno A Gapisa che. Tndd =2, 0re Lo dimosHiams :

{ x\(£)= gerk - ucovk st
Y® =-LSett +20os k- cosk

Fisgiamo com dictvom pokitive quelie werso L'olto 1 vecboolmente,
Shidiono quindi quondo & ool Lo compontnle x die dwivaba , cioe guandio

xXEy=0 = &?/llc'=o< t=0 = y@© =450
J b=t =& YmM=4>0

Leott=1 = Ooéjc=q‘ =) st =1 /(—lié=:t‘ﬁ—LlE = y®=—25 g <O
\/o@lx{or\m trovore ofe il Sepnn dele. Cutvatura oredrake Yt o il vettore Jmnaexdre_ in L&)
e verbcale

Si\c]vl t

== §gx (o) ===+

t=0

Xl JI
= &Sau (|
t=0 8 lx \tj

jo &ign ()é‘_i‘ - Xlij@‘:o&ﬁn =x")
K@= ylo)=i>0

x"(£) = Gork + useltt —qeostt =) X'(o)=...=-3<o0



Gl Stesss calcol per t=T dovno dx &'am B =+
mGd-m Se b rodo(wo P t o yoeost=t ofterviemo CoH<o

Quindi Tnd & =2

]]4 wn inrtoro di questo Pun’co 2o Swnvako NoN
€ ttina, = Non) & uaom)ropno_

OS§
= @ O
onop
Ind 2

Ad ogm POSSO Vorres auert, Uke Curva regolar
Oui & vede du, in ool Xomckopia von  preseve Llindic di cotovoms

DEF OMOTOPIA REGOLARE
Hife,blx (o, ) —— R° fonvorn €' & dic omotopia regolore. dli corve chivse ¢e

* He,b=H(bd ¥te (o)
Cab) IEL ’
* Yt fo corn He: U—sHnt) & regolare chivsa  cioe %‘J(uuk)qbo Yuk

oSS

*He w\'orvuo\-oPia o b cworve Ho e H,y

¢ do esicke u'omptopia rgolar tra § ¢ g Suiveremo N g

PROP
2 TG Cocve chivge = Indf = Ind 4
l H
1Q Q — \ \o ~
Sia H:@b)xlo,) — R omotopia regoloce 2 S 9 " (oror Fongenc)
= Posso delinie 0:(e,b)x [0,4] — R {’unvo(\x conbwea k.c. |(6 | = (cos8, §00)

So du #elo ] TndHe= 5 (8bY)- 0(e,)

Quindi IndHe ¢ 2onvons conbinue @ valon i Z = nassonameke € cottonbe

= Tnd Ho=Tnd H, D

O-G-& - o=
olan
) A A y ™

(O\NY

O@w'\ corva dnvsa &mplics, ho indicx di cofravom 4 (&Q PYCOrse in NSO Ororio

o anwkioraro)



10 ‘NH\TNEU- GRAUSTEIM (NO DIMY
Ind{ = Tndg & fna

~

1803
o

SSERULO - OSS
Sia {Z: [o,b] — R° curva piana, re_ﬂolmc C te. Indl =0 —@

Dimostrore. dawe Lo cocvatoro. onemtota B & annoe in oo 2 Puvﬂﬂ' e osSSumu.

Valon &a Poﬁjv'\vl e maaHV\

SVoLG , slb)
Indp = ;7 J‘ Lisids =0 = k assomu s5ooramete | vloe O

S
S pa =0 = Lo covo £ saxbbe &eﬁme/\{-o di reffa. = von sorblsa
chivsa = Assorpo = Lk #0
&)Ppomom quindi - cha E>o in qualdw. purko me  eséendo =0 o5 L dwe esse
mgehivo in qualcha puto (e vicwersa)

Essendo kb funvons conhnoa esste w putto dove & awvle = esstrdo La cordos

diivse = L & onmole 2 volke = ¢ sono 2 2—(&8%&

Tndf =2 D, Inde=2
Lo Lo corvatoro ha fegno anch vwsahuo

S o Sono 2 flsk
oss
Sia Ae GL, R (detA +0)
? corla chivse e = A{ir [0,b6] — R curvo. chivsa CA = TIndAl=7?

GL, (P ha 2 compourhs Conmsse GLYR={A:deth>ol e GL R ={A: detA <ol

Vol Tnd Al (S—;aw deth) Tnd §

dum
DIM -
QLR couusso & T 1:lodl =GR Lo A=A, rin=TI= (&9

(onsideo ora o cocva H(w) = re) fw Yielo4] wrva diovsa regolere. u€ [a, k]
d(r®- )= Z_l‘{ (6(b,-0(0, %)) ed & wa fuvorm. conbinva. a valon inten

(e ur' owotopia reqolare. poidhX %:l= Pl ky#0 3 = & Lunvo cottomle

D Ind{ = Tnd (1w D_T— Ind (7eyE) =Ind Ab

e/dM Tnd Purvons costele ok vavae di &

ﬂr\oboﬁame/l\re al, ﬂl S 3r:lo4— LR b =4, /{(ﬂ—(o ). S IndpAl=-Tnd £
)



SSERUZIO  21-0u-z01. I CWONSRO

10 = ((osk+lsent, gabelecott) @ Ry qual valon di le & N%O‘M? A dz‘&;&“&iﬁ*ﬁaﬁ“"“‘
Svols Jogho fr%(e\=ak@'(e\¢o

9 Sio Y6 =(cosk, k) Tndd=4 teloar). (onsdero A:(,i ,lf> = 1O =AL}HE)
deth=4-L"=0 & L=21 > 7 sam0 regolare  per e+ £
Tnfeth se l=4 olfeniomo 1,6 = (cosk + sk, Stnk+cotk) o NoN € we o regolore.

PPJ’ k=1 veuw un &eﬁme/\’co di ko e /('1"(—15\:/“'(1\'{-%"): (0,0) n "

H S die s l‘omolro?iq H:lo,qx (0,27 — R data da H(h,k\wnk_L(Q e re,aokmt

o 0Ockey 22 hlk-222 > & yk-1=4 coe L=
fe tle-2=-| Cioe® k=

A conle won Sono N/ﬁolnv(

l= o|w

Quindi J?,‘orwo\rop.'a NON € mﬂo\mre,
9 In wso mgehw dice & esiske (ed esibin) womotopia regolece fra. 1, & 1,
Tnd 7, = sign(dlek A) ind® = 4
==3 -4 =) esste W\'O(wo-\—opiq lrtaol,are,
Ind fr_L=Sw'3v\(debA_,j indg = -4
=-3
Fer trovore. esphcibamente L'omobopio basto cothvire. w Commino Bl tea ALe A,
(’PO&SO gor\o P/l Gy R comusso pes ardn) = Rlonotopia regolore crcoba &

B §(w)

Sia £: fo,b] —R® cuva dhiosa regolore in R, provemo @ Pore comn abloiamo fotto per [y
\
Gorve pions.. Con&duro i\ versore ’cqvxaev\\&, ﬁ o] — §" ¢ R®  posso vederlo com
! O
dimerto di T (§? ﬁ%@%"): O . Essude () =0 =) in qesto modo non & ofrent

MELONn  imvonanke

TEO SMALE- HIRSCH (% omd
Dale %u%— rﬁaokﬂr'\ dniote. i = eriske un'onotopie ve,%obope, ta § e 4 (2 %)

=AY '
= e
Q ! Q Nello spovo R* posso fore wia rotovons, (omotopia rgolar) che.
E 'FO!‘l-'o_ La PN\NQ orva e dltonda

Td 4 in Y Thd—4



PROP (pag 396 DocarMo)

¢
DIM

()= R" wrva regolare samphe = Tnd § = x4

Sa £ comn alix Hp. Partendlo do sotro considero 2 refte omiontoli e prrclo La
Pr'wwo A interseca Ro corven (Secod JwV\Se/nl—e)

A wno di nparamemor La woua, posso consderace P= 2= )

(Possiamo enda @upporre. da & &a paremehritzidba con Lo

funﬁhm.m . oY coe) ) N I O e e e e e e
Congidero il cammino 2 [0,6) — &' doto da ¢— k), voglio dimo e
ds yr=tiem@Yz=2z

(onsidero L. secons per P, Congdwro il commino & :feb] —§' dabo da

2 - R 5
lto- @l & tFab b=t b — k() = o

Xl = {3(00 & t=a ben dibinito indoth t—b ab)— EB) =Lk
15) g t=b

Rr coshvvon di P & ha c Ima 9{(0059,&%9)'- 96C0.1ﬂ\=mun Circonlerenia M
_»dirwoun odtontaly

Csservo che. vala .(i(cﬂ = L_E‘(A,o)
dipends dol v dli pIERTUIR, Wi caso dut dikepad € +(1,0)

(ongded ore wn alkro commino p: (06} —— §' dlabo da p®)=-«(k) , cal ottfengo
olkco. merra acconferenia (Conﬁo\ero i vetton seconh ma con La ponka in P) )
(oncolemavant At Cemmin

(onadeo quindi (OH‘%(!;} eT (S, {@) e otbomo cu [uxp] € 8%(‘0:\'\){‘2 di m (s, ;(—(03‘).

Rimans do mostkare  ch EOK*?:—] =(r)

7

i ={(s,6) s ass ¢k <« +ri
Sia T={(s4) @ ass bl #riangolo I - B

\ Te@- gyl A<S<E< >
(onsiders fa Bumwons, H: T—38" doka do. H(st) =14 i) s=t
vedii Woro p 33 —ém s=an t=b oman\:P\A
H e funvoa conhinoo (5 dinostra)
« P

Se L: =4 ﬁ %M'oor\x conbinoa dal rt’r\-anaobo ol | Tﬁ'ov‘Sobo

UO(wokopia Qfcaba € quindi Hol : [O.A]z—> S

Quindi )= (exp) = qe O/\m\ﬂPo ad amrdom di M) 2 Ind L= 4
QD



Sia 2:(a/b]— R® urva chivse bicegolore. in R, e poramehiziabe con funghera d'arco
Rssamo contdeae o fumwone (E,n,L): (a6 — S0G) meterdo in colouna i 3
vebori e deb (£,n,kb) =+4

A Gost deliniamo w1 eimerto in T, (SN 27z, = Indtez,

Q&S ¢ Proielificato di R4
RP*= Py 2 0@ e mRP) =2, > 7 (3HE) 22,
| Percue

SPera e disco in R3

. 5 ~»3
RPP= U = D/Q

idethficovont pkn

anfipodals kny & X[ =14l e x=-y oppur. X=Y

ditvonn, . Fhorma
S pUO' owndi Sonlere RP = §7x Lo ﬂ/@-' (xE)~ (8,9) e t=s=o V bes=1 e x=ny
I V t=s=1e X=y
Cle quindi o omeamo i Stwo ko S x©dl /o —— S0
x,6) ——— > Rotovons ankiorera di Tt ahoro
olM'aste gerurato da x

& disoghe du, & we moppa ben diimbe, carkiave | inkelive e uiekive = omwomert.

Quindi RP?> = S*CV/, » o = RpP2 SO o

[ S € la sfero "cava' in R

i pUG Ore congderare S$¥—— RP* yiveghmeto a 2. Q.OS\)\ , it © i videsRounto
onversol. perdut T ($*) =o = T (RF*) szé/=> ™ (S0 22,
(C‘e.‘ andan i omwomodismo PR — JO(3) dw. indwa in omotopia il moddismo dli

z Z,
gopp T (@) — ™ (9©) Pfoievonx\>

€S /:»\
Q : Q Llindion A edrambe L Gxve in R e 4

Td 4 in Y Tnd-4

e
8 Tn R ha indicx O, non € delinito Rindio. i R perdad NoN € birtgolare

[

O Quindi in R non esiske W' onmotopia regolere du mi mande Lo

Pr'\mo_ s Seconda sente Creere un #usso.

Tads n R" Tndz

Tnd4 i R Tndo
€S

€S @ @ C&sle m owotopia b\(‘:@o\o&_ (cioe ¥ bempo Ra tocva © b}reﬁ)

l?(o Ae B ~ trovacle pe ey AP0
Tnds R Tad3

Tnd4 in R Tnd 4



05§

£ e regoloe i RY = Indf €2
f o regolere i B = Indte 2,
Tnd*t = Tnd? mod 2

SUPERFICI

DEE SOPERFIU PARAMETRIZATE IN R™ (Novors Locas)
S VR operbo, una Superfidie parametniate (Mmese) in R' & uwa funvor.

x:0—R" (pe il mometo baste dw sia) &' b
A ¥ (o, 0z)€Q i vetton r%—f(uo,%) e %Lu?(“m‘m Sano Limemerte  indipendinky
2 2:0— 2(0) Sa wn omomoRismo

DEE CJURIE COORDINATE

Sia x:0—R" fis€amo o=05 otengo wmea curva regola n wn ittomo di de
che. mando. u—— X (U, )

Prno\»oaorv\e/\k distamo u=us = otrergo una Corve regolare in w1 intorad di vy

cha manda U H—— x (Uo,v) =vs

Queste 2 cove A chiamiemo corve coocdinake

Qss

Da oo, considenamo n=3

u=us

€S
£:0— R 0k apeto, Le '

Loppicavon. 2 (ue) = (W, Hur) & e corva paemeitiaba  ndath

Qx ot

X
Gu = (40, m [0 (O,A; r%%-) Sono md'upe/\de/&'\

= Im x = Gead (2):= 11(®)

Ano&oaome/\k potres conwiderare 4 (uW) = (W, o, o) oppore & (uw) = (B, u, o)

DEE SOPEQF\QG (Nowonw abobob)
Ona supericie ¢ uwn sottospavo SR’ ke ¥peS I wn inborno aperto V di pin iR e

ona Superdice paromehitiabo 2: O——=R® t.c. Sal= x()



es Srern
S=8*< ¥ S={(x.5,%)6[23'-x2+37'+%7'——/(&

Sia Lo = [4-2-g* . @ Lemisdeo soperior
O={w el w+ricat = x: 0—R 2w o) = (ur{i-v=g)
fosso considenre tutti i 6 apeki dowe posso definie La Supedicie x e sono:
(v, —JA-uF-0*) coloba mumdronds ; (u, £ {A-wg*, o) ; (:tm,u,v‘)
PROP

localmere. oavv'\ Suoperlicie & |l arc@\oo di wma funvons

m (porom. foco W)

Sia § SoperRice , Pe§, 2 0—R sopeslicie Con (Uo,v) €V bc. A(uo,0e)=P

= x(Q) ivtormo apeto di P in S

CWOM'«QM@ X (u) = (x/\ (4,0, X (w,0), X3 (u,«r)> =) esshdo X vna pi‘-r)g-m. & ho dw

X ¥x %(—4 %—ﬁz- (%%3

e == Y i | ) (oS ! ) =

Fu & By devono essere veton indpendents, ciod 3 < Qx Bxe X5 :
U QU oU

= On mno 2x2 delg Pve_c,mdenle moMCe dede esiRre Una motricn inyerkbily

(sene prdita di gerscaliba prendiamo W prime 2 colonnn)
(invecsions. Locals)

Ot (o) T2 (o) _
= deb et 0 = P teo dee funvon imphcka & ha dun
2c (Uo, Vo) -/%LJ:(UO,U‘D)

3 wointocno T2 O di (0,09 be Lo bvonn T——R" & inverRlaly
(ul\r)  — (X4 (W), xl(lh\f))

con mversa. &

U=u (%, %) du & ben dafimke

U= g (%1, %)

Definisco ora & fuvon g InT—— R

(4, %) ——> X3 (Ulka, %a), U~0ta %2))

Si ha quindi x(M= 6(‘0% CN QD

[ONN

In @3 Xu, X Mdipende/\%'\ = Xy ANXy F£0O

(.
JZ invesa  safo

OSs

A corve coordingte diye/\dowo dolea parome\-vhwbor\x

DEF PIANO TANGENTC
Dote wa &)Per#(o'\e, Po.romeM’Lm%Q X O)—— IQ3, il plano +Qn89nFe, in - A (Uo, Vs) €

| piono pacallllo a Spon r%;é ) %\ passonke  per X (ue,uv)



0%

Ta R il piono +owaen\r€, ha EQ PARAMETRICA P= & (Uo,vo) + S 20 (Uo,v®) + t %(uo,\ro)

Ta R il piono +ov18€v\\r€, ho. EQ@ CARTESIANA (P—A(uo,m)- (l%a%(uo,\ro) N %(uo,nrﬂ=o

—

Jettoe nomals ol piano Jconae.n\—e

Tl piano hWaenk Conhou L redte +On8evﬁ—'\

oM cocve coordinate in (do, Uo)

DEE SUPERFICH IN FORMA GRTESIANA (n R)
Ve R aprto , V=R € tc Tp= (%, 2, 2) P10 ¥peS

(ongsdeo §= {P'-%(P)=O& € una superPicie (Localmuke)

Rr de Moo flu xa, xa) = xi+ xdrx3 -4 SL=S1’ieQ onteria V8= (21, 2%, 2x3) ¥ 0
V (XA,XZ,)(5>€S . SiQ ?= (¥4,YL;_)ZZ) 68

(inversion focald)
Senta prdite di gemeolitad Soppongo %%3 (P *+0 = pe teo delio Lundonn imphicita,
Loce\merte La Pomvoan k3—— L (%, %, x3) @ inverbboila in un inkorno di Xa
Quindi Localmenke, S & il 3(0%&00 di e furvone x3= Xa (x4, x2)

Nell'ese mpio dela s&era owenand X3 = [4-x5—xF i wr ittocao di (0,0, 4)

€S
Eq Cortesana di w Piano  Qxu+bra+Cxs+d=0

ass

Sia §:T— R ona , 60 €T aliora possiano definice La seqoents redre.:
RETTA TANGENTE P pka+uf' (ko) = Lleay+u bbe)  YueR

RETTA NORMALE  P=Pl)+unld WueR

RETA BINORMALE  P-lfia+ubke) YueR

RBstiomo consideare deli Soperfic: packicolan nspetto alka convo,

Potces consideece. o SOPERFICIE DEUE TANGENTI dota da

x (o) =£w+ o) mo bisogna verficere du &a effelivamere wa soperfice

QAr
%K* — F'(“)"'U_‘F"(u) e Cg—::'_ = @l(u) denond ester yelton indi Pend?ﬂjﬁ



Sono indlipenderti g, £ € biﬁzﬂobo& e U+0

Quindi = ¢ SuprRicie paramelrizicba sotronto s mi restingo i w interyawo alobastente
piccolo (altimert & awkointersece)

de 2: 00— R dewo peenclere U= (Uo-€,ust &) x (03,0) con x»0, Uy=uy <€ GoL

O= (Uo-&,uote) x (53,04t €)  po & ablastonia piccolo

2/03

DEE CARTA LOCALE (uers)

Sia x: 0— R uvna soperficie Porame’rrilevq in R} chiamiamo carta Locals L we

inversa &'t x(0—— O

ﬁ A‘r LANTE (uero)
On otlente di una supe ficie SsRe wa %amialfio\ Q={f} di paromeivitiauoni

Locala {Ld: Das— 5 L 5=9{&(on)

oSS
Sia @Q: 0'——0 diffeomorfismo , s x: 0 — R ¢ wo pafamebinavons Aocals,

di wha soperdicie § = 20¢0: 00— R ¢ w'akiva pacametiziavons Local di S

o83

* Dota wa paremetitiavon Locoln di the supe-ficie S, grave ala cocte Locals
pos&omo “indorce" deln coordinele o S,
* Rromeiovon focai divese f—orw\&cozvo ordinole (corke) focol divese |

€8 (conhnva dopo %)
(ong deramo A coocdinatre sex chu per o sdera di raggio R

X = Rcos®sny Se ptrdo Qe (0:m) e e (L. T) ottengo wa carke Locals.
J = Roa® cos
2 =R&nb S0 S*=1{poal (Lo cortbe Local & iniekiva)

Rssamo andas prendure Qo cacke dote doa X =y
Y=o (colotte \so‘:e/hom)

T =R ut-v*
Aobiowo quindi & 2 cade Locols (uw) e (9,6)
= E&sk i ditfeormodismo () e———(¢,8) € diffeom. s G N&Hwﬁ(ar\w

U {(u,w) 0 cut+ut e R, uto, riol e {(g,0): Qe (o,2m), 6 € (o EL)}



DEE SOPERFICIE ORIENTABILE (Lgeo)
Sia S’ vna supelicie. Diemo da due pareametmzzovoni Locols OJ% Ox— S <

cpfb:og,—ﬁ determinano la stessa orertavons s& (Q,(Ux) 0 Qu(Up) =B  Oppure &

det Joc(glo 9 >0 (dote € dediniko, cioe 0 ¢ (Gu(Ua) 1 Gulbp)

S injecs det Jac(Gho94) <0 dicemo chu i ce parametinavont Locoli hamno
orientaLons oppotta..

S & dia orentebill so etiste un atlonke Q=(L(),,(5 COM\DO&‘{‘D do. cacle o 2 o 2 onertole
e fistiomo wn foli otlanke dicemo chu. fo Supebicie § € oriertota dall'oHenk A

OSS§ (terong)
Siano 2 cacke Rocoli e:0—— o=l , ¢:U——=0@W=S (supponiamn chx,

d=u ()

EUAQWI*S) D g U=SEo0  Gog (= {rriny

¥
a4 u' vt

= J(«eotﬂ=<@£ ,ﬂ> det J+0
u' v

Se. uno Supe Picie S ha m atlante be detIs>o pe ogm  Coppia di
paramebiniovons (dellatlante) = Lo sopeticie § & dia ovedabile

0N

Sia Pe 2y n X)) = posso saiver P= x(u,¢)= &' (w,v")

=S 3 wm cuto intorao n oo I coordinake  (u,v) e (W)

oo geke da un diffeomortiemo

*x &5
T diffeomodismo (combio i coordinele) o\r\x,&ﬁq u,v)e—— (9,0)

R ?
T;e u=RcosH covg %=—Q&eneoastg ﬁ% = —Rcosbeny
U=RCosh e JO=DTee =| 4,
96 = ~ RO S0 g = RCotB cog

= det]J = —R*cosbsend <o =) orentovons h:ﬁoh‘va

Os§

Il det & una ng)oru\ covhnoa. =) &ign (dtd) e costenle in oSV\'\ comporunte

connusse di X (L) n X'(LY

OSsS
Lo sPera onentabils,



OSS UcsTore NORMALE e CAMBIO DI COORDINATE 0
So Se @ sopeficie =) Poswamo definire il vettore nocmaly N= %ﬁ—/\ @—ﬁ—
S combio W coordiacke. (combio Po.rame‘rﬁuobonﬂ) \/o\jl/lo wostrare. . N non

combia direvon. (potrebbe combiace verso)

>

e chiomo L miore Coordinake (w,v) ho N'= %./\ v

xl
v
(ZS:U—>S , &b UV—os3S Sup. Po(o_me‘\ﬂ'L‘L. b 2U)n 2WN =/=¢)

Vol N'=detT N (con T dw indica o Jacobiomo dik combio coordinake

dowes prrdure wne rshiven di &' Lo i immaging € interomente contewta in X(V)
u=u (u) o

(o -
dQ‘{TO dO\ T:{U_=U~(H‘,V") T=£|°£3U| pa3 S X U \)

DIM
Q—Uo}omo X(u,0) = A(T(u‘.w'ﬂ= A(u(u',u-‘\,tr(u',v‘\\ = x'(u,)u) . Colcolo N':

Qx' @a Qu 9z 9v
W= 24 T gr W
@zl _Rx Qu  Qx B
v T fu v U Q!
— _— & ovnuleao
Quindi  N'= 22 fa_é_‘_(ia_’ﬂ+_z’6_'f) (@_é@a+@£@=
gl u ou' 4 T 9r u/May B /U B! 5 onliano
N _ 92 9y 9x BU |, @x O  @x ou _
%V M”au aw A Qe o0 T ar WA By v
_ Quv /ox  Qx\_ QU4 /X = Bx\ _
=~ Bu 2v (—u_’\fa_u-> U \F‘( u N u')"
RuU 2 _ QY Qu ©x  0x
S = (7‘ U'_eu"atr'\( u’\—xF)=0|e’c:Y-N D

0SS (eatearuoNE ORIENTABILTAY) (PROP 4.2.3 ABATS -TOVENA)

e Se soperficie onentobily, in R*® ammette wn “wersore normaol continus Gioe®
Stera

one fonvoan (campo veHoriols) £:.§— S R’ conbinve dn essodia ad ogni pro

di § il vesoe normoln ol picao hncomk. a S in quel Puvﬂco @
OSS  (nrumue) e

S S ha 2 Paccr. di colort diveso (cioe 2 faca diskinke) = § & oventalbils,

0

Il NasTRo DI Mogws NON @ orentabils
(e BomalA DI kLeiN NON € onerbabily in RY

Il paNo PrRoIEMVO NoN € onertcbila

S

Dote una Qoperficie con un otlanke ovieatato =) Posso smpre considerare

L'onentavons. opposta.  da -f—a cambiere | vorso del vesoe. normale



QSS

Uorientebilikas di una qupeicie € un fatto %Pobojioo, gloloaln

Qass
Sioo S=1(xy,2): Flay=0ecR Q\ss:&o\ con F: R R fumom E*

o UFya o po (xy2)e S = § & wa supedicie onentabily pechi
VE & sempre L ol picno tongente al grefico dela fomon .
SopPowiomo ora cha %‘:-Fo in (x\lf,z)e S . Posso consideore La Runvoar

@V —= R dor V & w ittorno aperko di p in R (RS impree®
(X|U;%)|—)(XI5;F(XI31%))

A o o
. @
Calcohiomo J@)= <{a?: (;F §OE> = dek (@) = Tal: +
R @y 0T

= © et (per -?unl. impliaita dote du F e Iim!e/\-'\bi\k con inlersa G (per inverssons Locols)
53 VeV te @, ¢ ditfeomortismo Lecos (Quindti pell V)

Sciviemo quindi Linvessa di @y, Goe @+ QW) v
iy D (Xlﬂi \”(’(IU)%’))

Abbiamo quindi otrewto wmae cocte Locole per S du chiewawo x dobte da

2 \'—— 8§
() ——> (v h (u, v, 0))
Moshieme du efletivamerte  (uu;hur,) € S:
in on m\-orrva (e & L proier. dulllintorae in R® su BY)
S chu velu mc:m F(u U‘,h(U.O‘,oh) NI
RF QF OF 9In

: QF _ ¥ W©OF oh _ PF _ GF  9F dh
Considuro = ox T Rz fax‘c,)\ Y T @y Tow oy " ?

6] wate =
@h_ B i o a_:j:_ dmvate di o dmvete di o
= xT T He 'an T ReE
’d?: o @:_
s Qx 2y 1 )
Quindi @ (4 9, = g’; e o= (O,Af'ga) Sono Jeton mdupe/uolm% e
CES 2%
Rx  gx ~ — .
A Br=--. =€ propom)omo\xa Ve = il Pun{ves Ole.

Flx9,?) = x+y™+ 2 >0
Fxiyd=0>0 definisu una Supeficie onertata

Fxiyd=o & wun punto = Non & Juper%ioie. onertata

VE=2(x,9,%)



T cU=o Toro Ccooma &opef%ide di cotovons
- . X =(R+ reosu) cosr
/‘ NG Soper e Po.ro.me‘\'v'rz,?_o&'o\ Y = @+ rcosu) senv
J 2 = rseu
(onsidwo Ue (0,2m) e Ue (o,2m) cogd -Fo\aoh 2 Greonferenas bl (aemro+riok

du geoppo %ovxola(me/\{-o(ﬂ.\ d> (O\Lke/uso Codl un qoaolroico§

Posso prendiee un' oltra Poromeivinovom\ Ua\)oh ke prima Combiando L'intrervolo

per esempio  ue€ (T 3m) oppoce U e (m,3m) oppure. u € (o,2m)
U € (o0,2m) e (m, am) U € (I, am)

S e overtabilh e 4 e | mimmo mmero di cecke Local Per avet otlanke
Y Puo\ oncd. Sanvere J in %oer_ impb\o‘&&

2 :
Lt Y = (R+rcosu) = R+ 2Rrcosu + vicosu ... Conhinay



DEE CAMPO DI VETTORI NORMALE [25/03]

On compo dli vetton normoli sv una sopecficie S<® & wi opplicavons N: S — RS €7

Eo NP &e or\-osowo\,\ a T (%) feeS & ot IINI=4 dikemo du N &
NP

on  CMPO di verson normela. /\{_\
— \——

DEE  SUPERFICIE ORIENTABIE (R3) - = —
DQJCQ_ \SSI’Q3 SO.?QJ_‘%lIdQ) PG\S) S ) d\& OV'\CY\%OB\’L& &e, O(Y\Me\-k, w OON\FO d\

Versori normalh &' (olmero cowkinuo)

0OS8S
Sia S R? une qoobonque, éo\oe/%ic,;e,

Jopponiame chu S s conmsse per achi I un riveshmerto S' a2 Pogli i S
S'= {(P, o) pe&, ‘reETP(s)L e lIwll=4 ‘ du e SpoVO bpoboaiOo

Si ha 1l riveshmeto P:(S:ﬂ—> S N o
AL > P du'nslog\q

|
Questo mi da omomodiswo T (S, po) - 2, ={z]
Posgiomo quindi Garatterizior. 1'onestaloibte dicvdo ch
* S onentobilt = ¢ € Lomomordismo benoly

COR .l
e mE) =0 > J & onentabila,

CONTROSSENPIO
Toro dn € orienbobi ma NoN & semplicamenke connasso

(OAN]

FFRR— R ,celR, s VFeF-‘(CB & ha VF(p)#0 DF @ & Superficie onentabily
(poot VF & funvoms. continua ed € esio shesso il versore nocmals

OSS nNast RO DI MeEBWS M
Riled: bow ~ "
Mok ol bibro | A (u,0) = (2—07sea ) senu Ue (-4,4)
ABATE-TOVENA

cpotmie K g (u,v) = (2-08n %) cosu
z2(u,0) = o‘oosil

u=
o\ ¢ )

=) x:o/\’j:z) L=

=) x=?.—l;‘.o*,3=o| %:f}x}‘

~3 0

Perdiomo i\ &e.@me/\% L e o roohamd oftorno olh 2.

(onremporomamene. fo okamo atoro ol so Gntro

Non e we supeficie onentota , dimostriamolo:



Mmodo A
Ogservo chs il nosheo dhi Mebios € wn cetrobs di deformazom di §* (M~ §Y)

ST Ma2m(S)=2

Quindi 2'omomodismo ¢ T\‘(”(M\—> 2z, non e banan = Le Juperficie Non

e onentabil. . (Quando %oco'\o wn 8iro il versore normaow combiq verso

MODo &
Teoviomo 2. cocke. focali , dake dali %ormob\ x on A e, ue (o)

) yely4)  ue(mam)

Qintgsevon. del Cork & cothibviba do 2 compomB - conmsse

Il versoe normal ha veso concocdx in una componmbke. Conmssa (deM'intersensons. delis

dwe cocke) e diScorda mk’ altra, “ﬂ ’

(N(u,v) 1 Xu A X ‘)

” Xy A Xell

=) NOV\ & poo Sauglese in maniera conhinua. il versore. hormal, (\Iedi ABATE-TOVENA pag 4R2
J pag

DEE QORVE SV SUPERFICI

Siae S sopeficie ScR, sion x:0— R® vna sua pacameinziavoas. focals,

Ona corva 5o § © wa Lunvone Pifabl— S e Jomlmetke vale )= x (u), r®)

a8
Lo cova £ & REGOWARE se u'®) +o oppure v'(+0 ¥Ee(o,6) (soppormcko

dw. Img = Im x . Coingde con Lo clashica dedinons. i cocva rqoloce
indi pendmh
¢
(£ cegoloe s Ve [ab) £ +0) inbain ' = g—fu'(eh :g—:f e = W) Ayt w'(&)»l; o
& U o oppore ') #0

Quindh , dako du Sappiomo . Xy e &r € wa bose did piono Cangente Ty (s),

dedvciamo du £a corva ¥ ¢ Localmute deberminata dole coppia

di fuvoni (w0 (o)) —— U

QSS CaMBl DI GOORDINATE
, Cong&idenamo ore w'altra  porametrizQony

Sia 10— R o parometiziato.

X:0— R

x|
)
x|

Abbiomo quindi uo. noova base del piano -bwjenlre/ T ©) data da { %ﬁ‘

|

&

}

o
ql

Seppiomo gio' che L'opplcovons. . dot il cambiometo di bate & Lo Jacobicad



Cambiondo pocamemiavoan Vol X u®, v =X (ak), T®)

Quindi 2,2 x (w (@), r@®) = X (&,T)

& Fuo‘ andil SONVEre ComA

3 ha. F®O=uw@ 2+ ® s = T

-«-—

1 (U Gy A
© 27 +T®) x5 =00 (77 xut a3 20 )+ 70 (32 xu+53 X0)
Pe/*l QAx _ Nu Qv
Lu=‘r5—f=rﬁx aa 2v
*
Plas _ouw or
27= @7 = or 2u¥ BF 20
Sempee per % Volgono | u'= g+ UL
Mpee P No\gOno e or v
LU sy QT o
U-"NUH"WV

Blobolmenle. posso definice £:(0)—— S du Sare deta (Locolmubke) da formol. ok
bipo { o2

oSS ()

Doko dn 2w € 2o oshtuiscono una base di Tp(S) & ha du S

3 TeETL(S) D v=ax,+bxy Con 0, beR e s pe x(U) con
X: U—*Qs &)pef(lio(e paramenata
= (il*=

dox,tbxs, @ ry+ bxy> = 0f Xy 2y + 20b Xy Xy + I X0 Xy

Rosssomo ore definice 3 fonponi combinue dedinike s 0

€= Xy 2y Queske guv\bom\ dipendo;ao sdo da (u,0) €V
F=xura¢
6 = Xy RAv

COV\ qoe&k, nscnviemo |0l = oFE +20bF+ 6 =20

DEE PRIMA FORMA NORMALE

Con & notavoni delllostervavons, preanderke, definiamo com prma forma romals,
fa forme quodcotica llul®: Tp () — R
(011

D) oll=0 & a=0 e b=o0

2 R de\glv{mom\ s ha dae €,6>0

o .
) €6-F >0 & il detaminonke delia foma quadcabica I01= (a0 (o &) (8)

ed essnclo Qo Loma delinibe positiva = dit (§ §)>0



[O\\]

€, F & diperdono forfemere. dalta Farame\Lvizwqu cioe & combio coordinok,
E,F,a combiono .

&)PPomor\m di owere comt nuova bose di T (S) | x4, A;;‘ = delinmamo

€ = Xz 2y
E_=éa AT
6=AF'LU-

Moshomo ora cose indwan il cambio di coocdinake ui coellicient delia
@ormq (il combio di coordinale &  x (ko) = 2 (u(@ME), (T, F) = X@G7) e L
maha del camoiamertro di coocdinate. & Lo JO.CO\oiQNO)

la motricy dela ?orma quadro\ﬁca & tros{iorma (E g = IT (-E— 5)3 e ottreniemo

F=E U ~t+F U U T B Qu
6= ?(@‘E)ﬂ 2F (@% )+ G (%o%r-)
OSS (UNGHEZA DI UN ARCO DI CoRVA b b
Dota Lo coxva {:la,b] ——3 soppiamo dax valu 1L=ill£'(t)|| dl:=NE(u')1+ EF (We)+ G db
g3
A=U € ma orve Piewo rul Pioruo Oxg_
y=v
2=0
Ezéu'éq= (é)'(é):"( F= Ay Xp= (é)'(f’;)=0 6=£u-'éu-=(::)'(2)='1

b
Torna (V\gQ‘H"'l i\ {QoJr\—o o, A= i\ Wt o db

0SS ANeOU " -
Sono weTp(s) = r=o0x,+bxs W=cxutdzy

Crew oc E+ (ad+bo) F + bdg
Wiwl [y oFaot G | Ect+ 2Fcd + Gd*

cos X diPmolx solo do (u,r)

In que&\-o modo postamo anche ‘rovare, ,Q'omao\o +ra i vetton kamsen‘ci ol corve

F

cocdinoke poamde 0=4, b=0, c=0,d=1 = Cos = ==

gﬁ veds chu hon € detto chu i vetton {TQWSPAJG . corve coordiarle oo o(Jroaoy\oLl/

fo sono solo & F=o



(ue+8u, vo +Ju)

vertici di'eMmunto

di superbicie in rosso
(ho+8u, vo)

0SS AREA D! UNA PORZIONE DI SUPERFICIE

* (onsidero uno Guper?ioie, Porame\-v'nm{-a i R

U=u,

et pacalulogranma = I %Su A g%é\r I TJEG—F‘ Sudu-

o)

Rx

ol 132528y %s |2 22] - 2217

o)

v
Uo, ) %
F (to,) A du

€
Se o sop. pecametiticka & x:0—R>, Dl con D chivse e Rwkobo

> B (s (00 = [[Ea-77 dudlr

* Ossoviamo ondu e ques\'o J%ormuho & invarianke per cambio di Forome\-ro.

Sofpior\w indoth ch valy (g g—) -"-JT(E g):)' =) |EG-F" = |dekT||Eg-F2

= f EG-F* dudr = Ildele {ca-F? dudF = jlee—Fl dudv
teo cambio di vanaloiw

§e ho una svperlicie gemrolL compatta (con i nomero Pinto di carle Locolh)
n o o

S= 1(=)| S con St chios b Se x(U) e Sin SJ‘:¢ ity

Deinisco quindi  frea ($) = éAM(Sﬂ‘F ;Jaec—# duc

Ui

SoPPovuAd:o di= x¢ (O

DEE DIFFEOMORFISMO DI SUPERFICI
Siono ST SuprRich in R ' On diffeomordismo & ona wappoy ©:S—T bt

N @ e omeomodismo
3 Dore x:0—— 8 , 4. 0—>T cace locah I $:0—0 omwomoditmo (pr Ve 0

abbastana piccolh) E'(V) con lecsa C' (cioe  deve estere un diPeom. +ra Ue O)

T . ’
U Tes inversione

outJ\e (x)#o ¥xel
OsS$
A) \9 e unica
2 @ diffeomordismo = fp—':—l_—'\s difeomordismo

DEF DIFFEOMORFISMO LOCALE
S P e come o definivon. precrdunke 2:0—0 ¢'ed ¢ oncha bitevon = P e

diffeomoctismo Rocalu,

Qss
SUPPOV\'\QI\ND i owere il cambio di coordinate 1{2 dako da (1, P = £,

Sia (Q:S—*l_ difLeomotismo  di \So\aer%io\ %“ & %E



© preseva U propreta memdw & @ manda Lo prima forma fond. ol S in quella di T

Non Significa mcissariamede. ohx
S e Tgbbiano slessa TFF

In questo cato @ & chiamo. ISOMETRIA

K
vedi ik Ubro Do('A-D.MO\

e @ € inveat w1 diffeomordismo ocoly, @ & dica. ISOMETRIA LOCALE

€S CUNDRO
(Soperficie di rotavon) {2 eR: xty*=4]
€q. pacamebida | x=cosu Perdiows 2 cocke focoU : ue(o2r) yeR
J-7denu Ue (m3m v eR
%:U‘
Qx
Ay = ’_032(‘5'%(4,006%,0\) C = Ry’ Xy =4
= F= Xy 2o =O
Qx
2= 32 = (0,009 Y
(Contideriomo oro. i PIAND
X=U fax (a E=4
P
Y= = 45z =U.0,0) rz=(0 1,00 > Feo
2=0 c=o

= On clmdro e w pieno hanno La shkasse foma fondomentale .
T—3

Ti ]é
> inielivo) 0-£-0

coordinake £ non € un omeomorfismo (in packicolere won ¢
@, 7 — ()

Tn qoei\ro o & Po(‘bu di omeria Locolu Pefdm‘ \ combio di

OSS SUPERFICI DI ROTAUONE éxﬂm

Congsdero 2o cotua WA piano Oxz  12=2) Re goco'\o vootace oftorno 2
x = X(0) Gy z
e o’r\'engo 7 SUPQI-%'\CJG, X = (3 = x (V) a1y
2=2(1)
(onsidero 2 cocke focoli  ue (o,2m) € (o, b) )
u € (r, 3m) U e (e,b)

Xy = (= x() st 2(0) cosu, ©) > [ €= W
.)SU' = (Xl(u.) OO\“A) )('(U')&'e/\u) ZI(U-)) F=o0

6 = X (0) + 2X(0)
Osservo du e U dovesse essere porametro d'arco = 6= X + 2 ) =4
= Non vienn ta stesse Porma #ondczme/\{'ob\ dd piono
o1 (L corve con U Cottanke 5 chiomaao MERIDIANI

(L corve con U costante & chiameno PARALLEU

B3 SFcRA DI RaGalo 4
{xm=oow‘ COCVO.
2()=1nU

2
' =) SUPef%iO(e, L=%

X = ColU oy
Y= AU Fay
2= 2(0)

= E=w*r F=o &=



Coleoliamo ora R'area dele fero. Con UE -T.7 ue (o,27]

ar T
T
T _
Arca (Sfero) = cH{ E_ec;fl dvdu = 7_1|—§emr|_lLr = 4w 1
S T d‘l PAPPO urla. con Ouh h. o“a.(‘co
& b 172 X‘EU‘) ! Nﬁolarc_j
2% b b ¢ (NN & il cope die fipura)
\ d
Arca (9) = J: £><(ur§ dudu = 2T fx'(mohr /—>x
a
J

O§S RigATE
(e n3a¥e Sono onioni di refte e Sono Sopef{z|o\ del J"‘PO x(u,0) = J_g(_u)+u‘Q(u§ con U € IR

atn
a(w jel'u.f' &
WM pusk

Soppowao du la@l=4 ¥u e da u &a parametro dlacco *

OU(‘ va

per
ééu=;t+\ré E:Au- _ﬁ_lr;+')_d‘_ﬁ Q+U‘Q_Q A+zu‘73 Q"'U'"Q“L
Xy=0 = F= Au-éu-—_.f_ a (pe/c)\/u &-a=0)
Q= X, Xy=4

€S SUPERFICIE DEUE TANGENT)
a=k , > , suppovicmo anch du Lo Corve Be blr&goborz Goe lk+o Yu

€= A+ 0> Dip?/\dk solo dalva convcturo.  le(w
= [ F=1
a=1

(onsiduro e corve con da shesse corvakore, ke di P Ma con torgiom T=0 Uoe piana
AV p questa muove v = Lo noovow Soperbicie den tangeh data da
X4 (u,u-)=f4 (u)w‘j;(u) Lo yecchia era invecs A(u.u)=j&(u\krjé(u)

X e x; homno sksia Lorma fondamedals = c'e w'ifomena tra x e x

= X4 € una porvon di piono
Tolk wperfic & dicono  SVILOPPABILI

es
&)Pex%io’\e dex nomelh a=n

&)per@(oie dei binormai a=b
SEIVE N
Andivamo £a Soperficie dei bwmormalh = { F=o
a=4
Anda in qoed-o wso La pime J%or‘mrz londamertaly clipendu. solo dala torsions

de T=0 =) Gwva pione = Lo Supe ficie dei binomal € isomelvica ol piano



ES EUColIDE X =y Cosy
' Onioan delin, celte. pe Qelica e L oWasse = X ={Yy=gsnu
r=u
Xy =(usau, Ueosu, 1)  %g = (Wi, s1u, o)

E=1+0" F=0 &=4 (® Tz Weo®) du™+ dut)

28/03

Q33

Si puo’ Scnvere Jda T lorma Londamerals. andu i noteverns. differnrvale:
T=E@,v) du®+ 2F(u0) dudv + Guw) dvt = € @,T)du + 2 F(@,7) dadF + 6@, 7) dT*
S combianmo bose (Poromele’oor\x e cordo)

Goe\{u:u(lx,u_') = | du= g—gdu+ r%ﬂ;_olu_‘
U_=U_(—lX)E)

W
du= o= d+ o= dv

£S (CATENOIDE
Calcofore o T FF dela cotenoidw dote deWo cotocvon attormo Lasse 2 delio

z

Gorlon CATENARA x=cosh 2 \E x=cothz
Scrviems U eq. Pocomelrr'\dru\ X (&,7)= CoshT cosit — “
Y@, 7) = coshv sen
2T E)=U Y
con UER e Te (o,2m) oppure. ue (m,3m)

=X (
oSS Ty sempokk daota wme wrva {)?E:;(R Lo IFF deln &)}%f%d\& di rotevons

ottewte ruotondo e wrva. oo Llasse = & T= xuFdu™+ (Xo)+2)) dv™
Apphichiomo 2'oss ol nostro caso:

I = cosh® T dn®+ (soh” T +1) dT* = cosh*F (da*+dT?)
cosh* &

Notiawe c Tc € comn Te deli'elicoion delllesempio prima
UO@U\Q(WO costroire w'isomeia tra Lelicoidn e La cotenoida

Scrviemo w1 cambio di varabil :
U=a OSS © NoN € une mappe inethva,
L 777 \ .
U=snh T “ torna uauau a & thesse ogai 2T

Soshtvisco k' eicoidn = T=(u+v™) du® +dv* = cosh” 7 da’ + cosh'z dlg*
FF. da cotewicle
do’= cosh* 7d7 ; du*=du"
A+0"= A+ aW" T = cosh* T

Ho costroito wi'isometia tra elicoids e coteroidn , € w'isometna. Locols



divertoro

Mmendiam MmN cotrenoi i

L cedte dellelicoidh Sowo U =Costelke = uo
(L ebchn dell'elicoida Sono u=Costonke = vy — pacalld nh coteroida
elicoidh Cateroide

Ahbicmo Q: € — C icomeWa Locols ma nown 8lo‘oab\
Osseviomo inoltre cha. € R C cioe non sono omwwomerdi, perdhd non  sono
nuwanche or\/uoﬁ')p'\oome/\k', equi\/oh/\H im%oﬂ-\' :

So LR — R te $(R)=E€ , ossevo o R*=2E tolw opplhicovonk

(uw) — (Ucosu, UEauy, u)

e confiwa e con invese conhimo. = € € oontraibile =  (E)=0

D'altra pack C2 xR = m@=m@E)=2z = Ex¥C

S’\q f cocva inaetiva Con Sos¥eﬁm in $*

&’PPOV‘SO inottre e p: (a,b) — S* paramemuete con

Y ,&)v\j\ruzw darco U

Considero Lo n'aotq f@tva@ =) un wno & wm ParJn'ooi&or& tipo d hSQJc& con
1. U= A+0T
a=p = eq. cow : f(u)(/H T) = comlbbo vanebil ly=u Con u€ (a,b)

Ja escso Lo o perdad in O NON c'e conhiwite dei devivate parval
U‘e(o +00) =D A(u, ) = vyp w (Vo l\f(u)ll—)A)

E=vfw-f=v
(alcdhamo ore fo TFF 2y=0f')  2e=f) = | F=0 ('t Hae/As)
6=4

= 1= g*du™+dv*

Cambio oca varalone Qg—jgﬁsﬁ (Non inietiva)

=  dx=-0siudu+ cosudr e d:1=U‘COSudM+8€/|udU‘

S dx® = u'serudu’+ cotudu® - 2ustrucosu dud 5 dyt= utcosiu du™+ ser*u dutt 20 cosu gau du du-
= di frove du w queske nvove wordingke.  T= gtdut+du® = dx*+ dy?

du € Lo I FF dd piano

= Mdbiamn Costruiko un'isometria. focolx tra il cono (in wa e porvons) e il piono

(n una sua porvomt) = Tl cono & swlvppabile

€S ELLSSONE (hon € di rotovomn)
X = 3Coiu A B
) _X_L 37- 2 % 2
y=28vucowr =) eq cackeriana GFLFT A flyD) = 97 % +2 4 @

= §u NV




9 Trovace T Formo. Fondametald :
%, = (-380u, 208Uy, oosu&emr)
¢ = (0, -2S0usen, &e/luCosﬂ
anl,io prmva Capire & 1 2 Vedbori Sono indipmo{m{ﬁ :

Ossowo A Senu+ 0 olbnmets xy=0 . (ledo ora:

20oMUCOSUT  CosUSY pothl fuuto
deb | L cnusar  Seruco | = 2008V COLUSMU + 280 COSUEN U = 20oSUSMU = O (=) GOl =0

Andw & cotu fose =0 = alrn Comwnque 2 velrori nov Ui indipendnbs
Quindi %y e Xy Sono iwd'\P & &nu F 9O
Rerdo quindi ue(o,m) = con questa cacta preado it @ punki fromm A e B
E= £y Xy = 8§01 U+ 4CoSt U Cos™ U + Cot™U §on°y-
F= Au- 2= — 3005 COSU §U 10

Q= Ky X = 4 §0°USA U + §0TUCOS U
G

o =735
3l 1\ cioe’ I 3
B Teovare il piano *’owaenk, aml po p= L_L""T) T i=fecowr o= u——-\r=-r—:
sn=_
Modo 4 G
34
2 (B E)=0C%14) xe (T E)=(0-01) D Pono kongerke
x\ 3k -3f o
8= (2 )es(3)
(‘e CJH: ‘/47_ T8 '/7l_
Modo 2

3k

VE®) = (Tqu(; %3; 7.?:)|P = (Tq‘ ) ?lJ") =) piano ‘\'QV\GQAI-Q, (x-P): VE(P)=0

(<= 3%+ § 0+ (- D) =0

_ u s
9 Trovar ,Q‘ovxsol,o tre W corve /}’4={Lr t Y, = s Qe Sull'eWissoida

T
ol punto P=(@=T,v=T) /rt;b(

S t=s= %‘ ! intersevons tea L 2 cocve

du dv-
T'= Go &t G ke = Bt ke = M

T ds das =
Osicwo o I FF = E@=3++3=5 F®=-% 6=7

oc €+ (ad+b)F + bd§

Dobbiamo epplicare coS X =

J ot + 2Fab+ Gb* J Ec'+ 2Fcd + 6d*
Con a=b=c=4 , d=-
1R

ODSt(J=L=.._

HE
A\ M



QOSS  sopeeria D poTAUIONE
Conssdwro x70, &a F(x,2)=0 eq. carkesiona du una curva anbort
/Soi fjci £.c.
e VEo= (B 93)#0  F@¥=o

Faccio rustar do corve.  F({< 4, 2)=0 eq. Cartesione dela superficie di rotavom

& x* oy 2t
® BLSSOIDE @t et =l di cotovonr s& b=a
xt g
* PARABOOIDE EWMCO i+ a =2 di cotetom & b=a
[ ] g 2<_L__:_,;L_ AN . . Zs__\"_ Py _!l _ )
PARABOLOIDE PERBOLIGO gi- =2 (¢ wa rgeta: (R-E)(G+i) =2
X, ot 2t ,
® IPERBOWONS A 2 FAWDE G+ i+4= 5 di rohavou s a=b

c'L
QS (Tntrodwvom)
lo. T Forma TONDAMENTALE C dlict come € fatto Lo geomehrio. delts topefich in R?

(e wa gentraliziavont. delia corvattura mlie corve)
lo. T Forma FonNoamenTale ¢ dowa Lo geometna intrinkeca dea Weekicie (wosa dh

L cocve exa \oamob.)

ass %

(onsidenamo wnon sopeficie Porame\'ﬁlm‘:o\ x=xwv) & n R

|

Fossiomo congiderare il compo vettoriols. cosktviko doi verson normala 7 /

M Au A By

N 4 | 4
T I Xun 2l “ € ‘Q‘)V‘DO{V\ c Pede: Xu € Ay ?\MDOV\\ C

QN N
= N=Nuv) ed eserdo &* Nu = € Ne = %. Somd %m‘oor\}\ conhiwe

O*emao mna SEUONE NOQNA'LE intersecando Lo Superficie con tn P\'owo passanke
pec p= & (Uo,va)  porallalo & Nuo,u)  (esistono infinite devoni noemelr per ogm punto)
Uintersevomn tra Lo fvonmt normalk (il plano ) e X & wia corva

(- OBIEMYO DEUA LSUONE
. 2L
Vogliamo trovare. fo. corvatore. di T £(0) con VSR inforo opeto b (Uo,uz) €U

%S. u=uk

Congideriamo wo. corva Sola Joperficie 1 bosta prendure {u-= o) = Lo corva Sarad quind
TO=2u®,r®). Chiomiomo Us=Ulky) e Uo=0 (ko)
=) N ! — )

11 veltore %cmaenlt e 1 (€)= w'®) ry(u®,rB)+ U'® 2u®©),v®) AT

\/ocdl/io calcolore oo, comn vavio. il Uettore nomal. N visPeJr\-o at



N'(®) = w(B) Ny (u®), o®) + v'e) Ny (us, o (8)
Ossovo chu fissabo. La base INu,No} & ho chu N' dlipenc Sobo dak vettore, tangenke olie
oo, ha infeti W (® e v'(®) come Comporuntn
In gemrol , fissetn Lo bose oi Tp(S) &y, 20l, dabo w=axutbar e T (S)
= Possiomo defimre L'operatore Lnwace, dN(w):= 0N+ bNy  cha non dipeads dlobro salba,
di wa packicolore  corvar (dim pag 2 DO CaOMO)

(N & w opeatore du reshtuisce La dervate di N e dicevons di or )

(011

Rer definivont di N & ha . INI=4 = N-N=4; considero N du varia Aungo
Lo wrva, coe N=N@®E) = denvo N:N=4 e ottergo 2N-N'=o = N'LN

Quindi dN (@) €Tp(S) = dNp € i operabore Linere  dNp i Tp(8) —— T3 (9)
n pto P
chw. non_diperds dodre  parametvitiavons. (Cioe dal coordinale) (dim peg 123 Do Brehl!

S vedi dim o carMO

Ohiamiamo dl\\p OPCRATORE DI FORMA

es

oo di plano N(uo) =N costonke =) o{I\\PEO VF e dNp he rango ©
s
Broow di sRera unikano,
p=iy®)
% SCLLSO N=(-x,-y,-%) dn & dicelramerte di normo 4 (ponta verso i\ o)
X= x(¥)
(onsidero Lo curia sole SPera. @1 ={y=y&) = 1'®) = (K®, 4'®),?®)
=2
N'tw = Cx'),-9®,-2©) = dN(@)=-w & weTp ()
In questo caso dN ha renge 2
€3 'J<—

ol togpo
Porvonw di Gilindvo  di equav oA x4y =4 awrespovo

Salﬁo il versoce normals,

N (<), 56,20) £ (x6,-¥0,0) = N = Cxm),-4@, o)

o 4 = (x®),9®,2) D 1B = (X©, y©, 2E)
S dN(w)=-T(w) dove T e Lo proievonn Lok prime 2 wordinake Cloe T:(a,be)— (q,b,0)

Ll rango di AN =4 ; lyrdN = vettor verbicoli ; Lo retro ornrontal © i owtospono

di antovalore. -4



DEE 1T FORMA FONDAMENTALE
Dato, una. wperficie § paramehiziato. X =x(u,v), doto wn poto p= £ (uo,ve) Lo

seconda forma fondamertads € una. foma quedratica sul pieno %onae/\\-e T (S) dote da
I(WB - —dNP(w) c W

O\

La fomo biliar &mmebice associata € T (ur,s) = - dNylw) -
3iSOSWQ dimostrace cha. sia efletivamete bilkuware e Smmehica

DM
* lo Lkmonke seque dad fofro chu T & prodoko Swlare di operabor Kwen

* siMneTR: Batke venBicacle per i veton dela bote w=xu e S=x¢
delwqu
L (xu,20) = —ANGD - 2= -Nu- 20 = N 22 Netur == Ng- ¢ = —dN &) - 24 = L&, £4)

Socu N-xp =0 = derivo rispeto o u = Nur 25 + Nexp=0 D

(O\\)

Lo, motiar di T rispetto ala base [k, 20} To () ha coeflicient

I[(’—‘u, Ky)=— df\\p (By) - 24 ?‘ - f\lu' Xxq=N- Ly = L OppUe &
denvando N- x =0 rispelto a «
T (25 20) == dNp (2) * X¢r T N+ &¢ = Ne X :=N oppore 3
dim. prma dwvando N+ x =0 rispetro o
I (%u,2) 2 (2, 20 = N- 2ug =M oppo $

LM
Abbiamo ofrewto (M N\ . In forma diffectnvol divetto. =L du*+ 2Mdudr+ Nde?

S tros\eorma mbiancdo wordinake con La Skessa /QAS%&. dea I FF

Qss

Soper%'ole cacksona 2(u o) = (u,v, L) ocom £ 0—R LeW). Sa R, =o

= (4,0,9) Xy = (O,A; %%_=o)| = (o,A,o)

"
AU= (’(IO/ (E\%\=°)
(“o,d;) (u°|°_°)

= N (uo,0%) = (0,0, 4) gic norme\zroto

L R 5
Ryu = (0,0, éft) Xy = (0, o, 7,)7%0-) Ayg= (0,0, rr%u'%t)
2

"- (R |
C M(Uo,d?ﬁ: N- Rgr= f_oa?_\r l\l(uo,\);)= N - P ol 'g_:%_ = IL = Hessiona

L(Ho,Va) = I\\- Xyu = EGE

(O
la foma delra superdicie Localk € desontta do. IL FF

DEF
e ST definite poritiva (o msc‘fi\/o) in P = 1 PONTO p & dion ELLImco \@

essndo motria 2x2 &) deb>o toe LN-M*>0



* & T indelinita in p o il PUNTO p & dion |PERBOUCO  (pto di sela)

L essordo matricy 2x2 <= deb<o Goe N-M*<o .
* S T semidefinita positiva (o ngebiva) in p =il PONTO P& diw PARABOLICO )C)‘oil)mdro
L esserdo motma, 2x2 & deb=o (LN-M=0) e T+o

* & T ¢ nwla in p 1 PONTO P & chiamo. PLANARC
L*]KEO
QOSS  Goaumupd DELE SSToN NoRMAU
¥=0(© &vons normal. Con fonghue dlarce => 1 versore bangeake 19 ]=4

e wWila piano. pe- costrovon

N-q =0
do\'tlt du o curve € plonare
verSorR. normals
S Qo comva e loirc;so(nrt 2 N = £ n () s corve,
T A mero #gno

Derivo N rspetto o s = N(§)= + (s ?:Lmr{r(ss
Jo torgion € =0 pedu Lo cone € piena
D'attra parte N (s\=dN (¥ )
S T(FM=-dN@@ () TG)=2lls) conature dure Sevons. nofmols
Osservo du L'Hp delo bicegoloviba® € Juperfwo. percht N & dempre. dediniko, and ge 4
e o retra
=T (v ) = () =0

Tnlot ondu #e k=0 , perclo N-7 =0 e derivo = dN(F@)-7WO+N©-y@& =0

Quindi Lo formula IC(F(0) = xlkls) Sarldee Comunque vera

e pd

T(o,0,4)=0

('—) IL(4,0,0) =4

[8loy]
QSS Ridniami ol Wvone Pttcndm‘t)
* Moiomo visko o N Non diperdi dowe parametizevon., potrebbe cambiore sdo 1 veto

(me & Suglie o pron). (Mindi data S soperlice & N ¢ determinato a mmwo o rerso

* % 8 ¢ orentabile o N: S—— & fudons conbinuo &

(Vedi Do RO pag A5L)
* Abbiamo de%in'ubo o Lunvoni conbime delinte solo 80 una carkal Li=xyN=e
Xuy "N =: ¢
XN =: 9

M:
Diperdono quindi dale carta Locdu sulka N:

* Operatore di formo. fJ>eS dNp: T —— To(® Rwore ed € intvingeco,



cioe  dipenda Solo dola. sulbal di N (o2 il S0 verso, non diperda dola Par‘omefrr'nwoonx)
t
f I

dNp delinbo do dNp)= Np(® con 1:(a,0)—— S cova con T =p, ¥'() =ur

M U.4. AS ABATE TOVENK
Sia S Sopeficie orentoka. con N:§— §* (MQPPQ. di 600:5)

= dNp: T, — T, (§) @ operatore. Qn’tooaaiw\’co

o]
Dobbiamo verficare dha. #owre Tp () dNp(w): w = v+ dNp (W) . Baska venrdicacrlo

per { vettor di wo lbese: §ia {9,%) Lo bake di Tp(S) indotka dole
pacemetrziavon. @:0—— § (antrota in p) <o\|\\(>(’aﬂ,'dx>‘,1; <, dNp (B 5

=N(p) prenclo il velrore wormoln
&:PPn’mwo . < f\\"((),(c);} =0 = dww vspeto o x4 e oH—e,.,So

_@7_
N 2
2D 01, Ty + < NP, L 01> =

<M °Q, > (o) =<
= <@, Bp+ <N, 2L (01>
==
Awo\oaomm‘—e denvanco <Ne @, 9,> =0 wnspefto o . offeriamo
(a?.se
o= CdN{> (@1), %4>P+ < N(P)/ (ax4@,‘1(0)>
Schwac, = %

= &ﬁoe, La ter per teocema di Schwart QD

(OAN
dl\\P e Ouolcocxaca\'unﬁv risteeto  al prodoHo Srlere in Tp() = & dioﬁonab(lmlo(u

con p issobo =) ammelte vna base odonomele dar, vt} di owkovelon. Si he quind
dNp (17) = —k., v dNp W) = = leyuin
Chiamiamo ks, ke, CURVATURE PRINCIPAUl < ui,vu DIRSZIONL PRINCIPALL
[O\N}

Aobiamo wsko dha & v e To(s) Ivli=4 = |TW)= corvotvra principals delra devons

Supponiemo ch s Sp. vet.

normell o § e PQFQUA()Q o U

Ux
L(wn =- dNp(wd - 01 = begi- oy = e " j‘r

< :
v
L (@)=~ dNp) 02 = ey rvi=leg ‘\ 1 CI

&o\ U= Cos6 Uy +&n0 iy (=> u\ru=4‘)

T(0) = —dN,(Cos8 Ux + 516 UL) - (058 U+ 51602 = (leq Ui 0030 + ey 1, §16) + (COSO U + 810 U =

= le, cos*0 + ey §0020



Da questo & veds preso wn v € Spantur, vi} b livll=1 =) T(v) = corvatora dibra

sevon normalt pardule o U a8sume valon in (g ley] (@sSomendo L,z k)

QS.S N Stwoni 1=y

~ WV Tl segno di I dlipeacls

N L > ano ( ipen
ahk ﬁ\ i

(!' dola salte del veso di N

I(w) <o TW)>o
OSS  (sopporuncio Ly < o)
® PuNTO ELUMCO © Ly, ko >0 (cioe Porma def poskive) oppore. ey, ke, <o (foma def. rwgativa)

PUNTO IPERROLICO = ky<ocle,
®* PUNTO PARABOLIG® &) k,=0, k,>0 oppure  k,<o, k,=0
* PONTO PANARE & k=k,=0

§e cembio R%no d N =i ki combieno &eswo

%F (ABATE Tovena)
Sel? Sopeficie onentato con moppa i Gawss N:S— S*

Lo CORVATURA GAUSSIANA & Do buvon. K:S— R K(p)= detdN, ¥pe$
La. CORVATORA MEDIA € %o fomson H:S— R H(py=-3Trdly ¥ped
O8S w5

§e ley e by Sono W corvotvre principali dli § in ped = K@= Lk,

HE) = it
(O}

* K e w inovionke , non diperda dolke pacamebituavons o dowe sulke di N
* K:S—R e funvons. continmva (Lo vedremo dopo)
° SQ, J ¢ odentabile @ H:S— R ¢ @UV\DOM Conhvwar (Lo vedemo doPo>

DEF DIREZIONE ASINTONCA
UETp(S) U#0 & dira direvons osintokica ' T(N)=0

(O1

S S
('l I

Essstono dicevont asntobidu & il Pun‘co p non & elmthico Pleun*v ibies
Trovianmo ora. & diccvoni osntokidw:
« de p € iperbolico vediemo pec quai B & ha L) =0 , cioe L@ 0+l sn’0 =0

l{<4<0< I‘L‘/ Ui
—_— —h = i i \ \
=) %sz@ = —E >0 = O==zx acckon Tr =) 2 dirponi QX’WV]'&TO“WC}U\ %9_9 Vs

* e p ipertoolico = 2 direvoni asunkotidw



e Lo P parolbolico = 4 dirvont asuntotica (coincidn con wa dells 2 principali)
* S P Pbcmare = dotte U direVonk Sono ag kot daal
° 5& o eMithico = nussona dicvon ¢ amntotica

DEF PUNTO OMREULIGALE
S b=k, P e defto punto ombelicole o ombelico

[OAN
On purto ombelicols potreblbe esser eliffico o planare , in ogmi ceso La wrvatvra

normoly & Lo shesse per tufte [0 diccvons (§mpre O de i\ punto < planare)

o83

Abbiame wsto du se veTp () e Ii=4 = |T()l= covatvra prncipals. dea devons
normal o § e PQ_(‘QU&(D. o U

se pracdiamo invean v vettore ﬁevuvioo Ec Irll#4,0 & e cwonetvre dela sevons

T ()
normel Sara T

oM

A N l L)
la cotvatura ridniesto. € |III (%\Fl\\” = Iur_ll’-\u:w)\ = ‘ =
>0
ESeRrC1210
&)P@‘-\)—ide paramehiziaba X(u,0) = e o

2= 1y (u) = ue”
2 (u,v) =e'e”
@) Trovar IL FF in P= (0,0,4)
P cocci§ponda o (u,v)= (0,9). \Jejnf-. chiomo du eflefivemete x(un) & &oper%'\cie. param.
in un intorno Punjco T Ay = (eu\l‘, J, euev) Ay =<ef‘, ue, e'e)
= 24 (00)=(0,44) e 2¢(0,0)=(4,0,4) Soao indiperdut =) & §up. Porczmejm'zw%q
in on inkorao U di (0,9)
xuu= (&'v;0, ') Eur =(e, &, e'e") Xgr = (0, ue”, ¢
t Jk
0 44
404

= (440

N(0,0) = %4 (0,00A %y (0,0) = (0,4,4) A (4,0,4) =

L=é_w'f\‘(o,o)=—,{ b
Quindi M= gwNoo=4 = (wn)= (34)
N= 2or N (00)= -4

det C(I -4() =0 =9 il purto P poot essere \)a(abo(r\co o placere =) p & pardoohico

/Qo.&emomcwowtb\b{
=) J diccvon. a¥intobice P



b) Trovare fa dicvon. asntokico.

Prendiamo un vetrore 3wavioo azy+bxy €Tp(S) vVediamo per quali albelR & he

duw T(axu+bxs)=0

T (oxy+bxy) =0 l+20bM+b*N =0 = -0of+20b-b =0 = -@-b'=0 ® o=b

PReidiawo a=b=1 =) ui=x,+%s € diccvom esntoRca e andu diccvon, principaln

Up =Xy+ Au-=(zl,4,?_) (Quindi (44=o>

A Trovace L'altre dicevons principals

(olwe esieee L o (44,2) e dwe stere m Tp(S) oppuce. L a Ne o (4 9_))

lo focciamo oftroverso I FF
Sa. cxu+d e ETp(5) orfogonol o Ay+ &y . Calcoliomo I FF
E=(0, 4,0 (0, 4,0 = 2 F=(0,4,4)-(4,0,4) =4 6=(4,0,4)- (4,0,4)= 2
T(czu+dry, 24t 26) = Ec+ Flcatd)+6d=0 =) 2¢c+(c+dy+t2d=o0
D Ctd=o = c=-d 2D xy-x%y € Llolra dicvor principaa

d) Colcolace Lo cmotora principole ke, ,Q/uwjo Ao dicevons Xy- Xy =U3

_ T(xu-2%0) _ LAY+ 1M (—l)-\-N(—DL I ]
I(au-%Xv)  EW2FEN+6E) 2-2+2 L z

le ge
l<:‘l<4'l‘7_=o'(-7.)=o H= les+ l=O‘\'(Z)=_

2 A

|
H Teovere corvotora mommale. in direvom wr= (4,1, 0)

eriichiamo prime. du weTp(s) ~ w-N=0 ok

Deno Po'. Snvere W~ in coordinake vispe’&o O Xy e Ry D W= xp-Xy U rconoSUamo

Tw)
T(w)

esere devons pnncipolt =

8 Trovare Cocvabure wormali plla dicevdons delld cormle coocdinake

T(xw) N N T (2v)

I(xd) 6~ ¢ T(xe)

SN
I

L
G




S (Richiami) 4/0'4

. . . s L >_<|4 A XU‘ s
S Soper Ricie Porame\-nszo\ X)) = congdero Xy, dg D N = TN T I Y P€\S
. N
Operatore di foma dNp: Tp(8) ——= To(8) =) T(w) = -dNp @) -7 con v eTR () S .
Xy
e reT(S), r+o dddamo dedinito il
W) .
CORVATURA NORMALE IN DIRE2IONE DI ™ = Ty €R  Goe kg
T
LA CORVATURA DEUA SE2ioNE NoRMALE PaRslle A 0 = | Ty | =k (wrvatura dilia corva *quelta

classica cw. abbiamo fatto all'inivo)
Gl awkovolon di dNp Sono —lks e -k, = coruaToRa ERUSSIANA K=kl

4-\-’47_

CORATURA MeDA  H=
Q&8s
Sio {%u, 20} bose di o = cerco fa mabia. A di dNp rispelto o 14y, 2o}
£ Versore normals, dinivoto vispeto ad u
dNP (Zu) =&u = Op Lut Oy &y

am Quaz )

Con A= (Q“ e FORMULE Dl WEINGARTEN

de (&) = _N_U-= Oz Xy* O Ry

Molhphico scalarmerre Nu e Ny per Ay e As
N-5u=o =) denvo rspu = Ny 24+ N-xy=0

s ﬂu\'éui —N'Auu=_l—
=) (4) -L=0A4E+0\24F
DIOH'(‘Q PQ{‘LL (OM Ay+ Oy Au’)' Ay = OME+ QMF

OO(N ?Y\Mn—
° N éu—— N - Zug =—M
}=) 2 -M=ouF+au&
Dloktca parke (Qutut0us 20" 20 = 0uF+0,, 6
Gores prima
° 'l\ "u“—f\‘ )‘U'u="M
§=) (3) -M=0,C+ onf
Dloltca Pork, (O Bu+t G1r Xy )* Ay = O E+ QnF

Oorw\ e

® Nu-' Xy = _,\] 2vy = N
= @ -N = 0, F+ 0,6

Dlaltra parke (0w 2u+Gu %) &6 = 0nF + 0n§

L
Mekterdo o wstemo , ofteniaawd in forma matricieln (M N) (F 6) A (cioe -T=1#)
Ossewo . det (£ )‘ Ee-F2 >0 = (& e,\ e invvedkibih = A= - (S g_'(,ﬁ S

OSS
Cssado A mabick rappresntotiva. del'operakore owkoaggivnto dNp =5 A @ diagonelina.

e i Suol owbtovalon Jono —L4 e —IL-L

det (ki ) (yom?

Kbk = det (£ &) T EG-r2




Con quethro abboicmo dinostroto cha $e 20— R e & > K:0—R
€ Lunvont conkinuo

® H=-{ (kutky=-2TcA = -1 (am+ow) per trovare esphickamerle H troviamo tuli

i Goeflicient delwa motar A

€ FY'_ 4 & -F 4 g -F\/L M
Si ha (F 6) T ge-r2 +F E = A== <-F E)(M r\\)
_ MF-Le  {fF-egq _NF-Mg§ _ gF-{q
"~ ce-rr T ca-F Qe " ce-F* T Eg-F?
_ LF-ME _ eF-{¢g _ ME-NE _ {F-g€
Qo = cg-¢2 ca—- FZ Q2 = Eel_‘_—_'). = co—F?t
Ldi He-d _ 26+g€-24F
Quindi  H=-1 (au+ o) 2 (Ca v

Con queslco cbbiawo andu dimostrato dhe H:0——R € fonvons. conbmwa
(SQ S e ovienlcdoihl\)

OS3
* SR sopebicie € 2 KiS—— R conbiwa (sonpre boer ckbinikel)

* de Se oretabilt = Sc,tbso N:S— & ((V\Q_PPQ. di Gausy) D H: S—— R continmvon
(Serve . § &o ovientobile pordit Combiondo ovierrovons. = Cambiano i fegni by e,

=) cambia §e910 H, non Sarbbe ben definito.)
QOS$

\/08\/&0 teovoe e, o bk, owendo He K
o ho He K= conosco kytl, e bik, o ke b, sono £ sSolwvonk di
xX*—2Hx+ K=o = L,;,=HztH=kK = L,= H-[H-K

S |<7_= H+\ HL—K
QS_—E_S

(onsidexo Lo cucvo parome’rﬁua’ta per ,@uwahezw darco v t
x=@@)>0 R

= Q) Rooto e ottergo La supwficie  2(uv)

S ly,lk, Sono Runvonk contme

(v = (Q©) sy, Q) 8w, 9(@))  con ue (m ) ve(a,b)

Ablbiomo gio® cleoleto IFF & E=¢* F=o §=4

(alcoliomo oca T FE - xy=( @i sau, Quycosw,o) ¢ = (@' oo, @' (5w, Y'0)
Xyy = (— ‘(’(U'\Oasu,—&e(lr)&mu,& Xgr= (— cp'(w)w\u, @'(r) cotu, 0\

Ko = (€'0) o3, @) s, 9



—Q &y @SNV e)
XuA Xy * Xuu A «

L=t = TRun xoll  WEanXel det | @oosu @sau V' |=
- QGtU -Q&eaU O
L LP' 20,7 22\ _ L\)'@'L L Q)"?z_ |
leg-F? ((P fon-ut 1oy u) S R
Xu /1 Xur
A _ AuN By Ry _ 1 :iu")_/
M—N.Lur— X Xl - c6-Ft dlet <—£:;__ =10
—psn wi\u O
M_M X = Xu A Ryg* Xyr _ 4 dek(@tos: Z'WH WI>—
= . _u - — -
I Xy A2l E6-F2
u v Jﬁ ((J"Co\\u ((J"&fﬁu (P"

= 5 9 Cee)+ 9" (9g) = ¢'e'- ¢'¢
(Osservo du T e T £F Sono diagonel)

Y =

LP'L'(' ‘?I?_:"
- = @) T - P (e 9 ) = L (et @) -

¢ ]\ ¢ @' ¢ @
Lssendo parometviziata  con }umg\/ulw dlarco ho ((J'(u-)2+ kp'(v)2 =4 =) dervo vispeto o
%

LN-M*
Ce-F*

—© o . "
ol e O‘H‘eﬂao 2({)'(0)(()"(0)4—1({)'(@ \\)"(U‘)=O = (\)"= % g e P*‘;:ﬁz\:\w
“K>o
s (@'co (cioe ho wm mass-'\rwoj = Kso 9 PEO eltHco =
(P“>°
k<o

Osservo s il %\Po di punto dipe/\dx Solo do U e non do U

€{ Toro
Sia o= or il toro & @(v) = R+ vcosh = Revrcos(¥)
PU) = r&n0 =rsen ()

Y

P=-Ltes(¥F) D Ko =@ _ _ oSv <z§§

d @) r(Rercor L) |

Pe 6 T, T) 5 @'<o = il ponko & elhittico

PASEE

Per 161=T = ¢'=0 =i punto € pacalbolico (von plancre. pdu I FF aon © EO\)

Per 0e(Z,3m) > | punko & iperbolico
[45ioy
s !SS (Richiami)
Consideramo Ra wperficie  x= x(uv) Cocka Locole , sia pel

I FF ~ Geomelna intvingeco, di S Tre ~ GeomeHa di $ o Spoo

Operotore di formo. dNp: T () —— T () . Bendiamo {4, 20] base o Tp(s)

f madicn rappresertetivo, di dNp  vispelro ol bose lazo) A=-T'T com e 4 H E=(§%)

N.u =0y Lut Qup &y
FORMOLS DI WEINGARTEN: | N - = 0y, Xy+ Owy A

dnp awtveggiunto = dNp diegonaliabilh  con awbovolon -k, , -l



& ley=le, pbo ombelicoly = tutre W direvom sond awkovalon = L avtospevo € T (S)
de btk o 2 antospav qemcoki do {nl e i} dette dirwont principals

Menhe L, e L, Wy fo cipola

en 1€ Sonwo Chiemale  Corvadore prncipa (

Esendlo Ui e Uz bate ci awbovetron di dNp owboeggivabo si ha ui Luz S

01N}

anl/'\o.rwo ovore Ux e Ui in mownero pi0™ dliretiol
DQAIG’. \/0\.&(’{, O{NP (U‘A) == ,c.,‘ Ur e O“\!p (\FL) = —L'—ZO\'L

S o= AXy+p &y € Te(8) cCon dp+0 Velore gemcico di To(8) e impongo du S
iMPonao

on awboretore.  Calcolianwo  dNp @) £ Ao

&oypiamo gio dw. rispelto alo bawe di T3(5) {4, %0} dNp & roppresertato da A

/U Aspetio o {xu, 2ot

= dNp(v) =\ & A (‘;\ = )\(;\ OHeniomo quind\ | sistemol

{QMO(‘*'Q,(')_F:/\D( = de&<0‘4d+ QM_F 0(>=O
0\140(+Q7_7_€>= ?: O\uo('f"QuF) F>

Goe Ou 0(%'*‘ Qi F:z— Qay FL— Qu D(L— 0-7_7.01% =0 (ﬁ) (EG_ FL)(OM o(e"' Qe F}— Qg ﬁ?—— Qur D(L" 011_0[%)=O
*l*
Usiomo ora W espressiony di Oy (@E—e_F)o(7'+(%_e_6—}+‘+ﬂ€§o(F,+ (%F—eg) F}=O

Estendo wn'eq. omogena in o e, pes trovarlh Conviens porte
x=4 (oppure B) e trovere Loltro (Sperendo ch o non sie 0)

P?. —D((b D(L *
™ dek [E F & |=0
e ¢ g

PROP N
Pe Pun‘m ombelicalh &

rza(ee_ }f 6%}=A (cioe sono Proporvonou)

= (%p) ¢ owkovetore Vo, p

DIM 1c=l'41
Sappiamo e A=-ITT=2-T'LT=-LTd quindi A=—LTd & Lunico awtovalore di

Ae -k & L wre principali comcdono &> | pro & ombelical.  GID



(O\\Y

A \Ioak;\omo Copire. Oco. quondo xu e Xv SO dicevon Pviwolpa\/l

* Osservo due Xy = A 2y+0 Ky- =

X=4 /2>=o
do *x

Quindi %y & direvons principalk ) E2-Fe=o0 (du & un

minore. 2x2 di %)

* Analogamele Xp=0Xy+AAr D (=0, p=4

do. ¥ *

Quindi %y &  direvons principald = gF-6&¢=o0 (. @ on minore 2x2 di %)

2 So invecr Xy e Xo Sono emtrambe Pn’ndpol/\ abbiowo 2 co&:

e b Fto e=é€ 3=—§G = dofo du -€—=‘—£:F = p ombelrcala

« f F-0 (supponendlo chu. €>0) = da €f-Fe=0 Si dedua o k=0

L, - o
(o\cliomo drera A= (E Z) (g §>= ((f —%) =) L4=—é: k,= e%' Cocvakoce Prino(pabi
pec esempio in un pto ombelicalr,

(l44 Fohﬁbbe el\ere =L Qa \47_ Ooppure V\o) = Ui=Xy e Ui=Xg

DEE CURVE PRINCIPAU o unee b copiATuRA
F: (o, — S corva regolece i di principaly se Viec(ab) & ha du

7' ® €Ty ) € vna dicvonn prncipal in - Ty ()

(611

Locolmerte. 7)) = 2 (u®), v ®) = 4' (B = u'®) 24+ U'E) xe = d=u'k) F,=u"(e)

Ablbiamo viso du A'E) € direvor principallt & U e o' verficono L'eq. dliferens.
' o—we ut [ﬂon ¢ banal & il ponto NoN € ombelicols

det < E £ & >= o
e 12 9

e w pnto & omloelicall ha infinike corve principals

ES SUPERFICI DI RotAUONE

U=Uo N N
F=o0, %=O & L corve  coordinake Sono cocve princapals  MeRDAaNo -7

valt Sempee non Solo per W Superfici di robovona

Qurvo,
perchl in oavvl Pito Xy e Xy Sono direvoni Priwoipo\/\ T
PARALLEW

Nel coso delu Sop di rotauvon M cucve coordinabe

Sono  Mmeridioni e  pocaluli. Soppiorwo anche_che Xy L &y

DEE CURVE ASINTONCHE o UNee agNTonade
Uno corva regolowre T:@b)—§ on k)= 2 u®,r®) & dio. osinkotica e

df\‘/r(b\ (/rl(Jc'» =o ¥t

(T&Lk wove esiske sobo in un intoro di k) & qlaeS e punto ipelolico (planare o pom\oo\/ic,o))



CAP\SC|

Nelio definivon. preadele shamo chiedendo ANy (1'®) =0 du & equivaluke o

chiedere %(r{'(&)\=o ¥t = TW'®) =0 coe TL(UE xuld) +U'®) 26)=0 Ll
Gorve pnncipali

*
Goe ew®+2fu'v's gm“éo (eq diPlerenpols) ag(rf’rr:\?i’dm
Quindi se p e pro iperloolico ho una Ramiglia di corve asintoricha

Q5§

* (on&denomo o Gorvo. coordinata h: fnl;:gs = W=4,y'=0 = sothtvedo in %
OH—e"ﬂo e=e(tuo)=0 V¥t

Adcicmo trovake dw: 4 corven coocdinata (=u%) € asitotica & e=o ¥t
Analogome/\l—e, possiamo consderare fokrra wrva Coordinako, 4 = w:\@’ ¥t

D uw=o, y'=4 Din ¥ %=<a(uo,{:) =o ¥t

N corjen coocdinala (U=uo) € asintohice & g =0 vt

o S €,9=0 (Goe entrambe U corve coordinale Sono aswroridn) & ho chu

N 2
K= Eesa—\:gl i EG:EF?_ <o , inotte fe ‘@*o vefra. un P%D iPexboU\OO

Q4SS
* Abbiamo 8'\03 wSto com trovare by e kb, note H e K

* \ediamo oca wn oo aundo per tovore by e Ly
val queska ormola, pecdwt i caleolh dicono cha val

!
kie kb, Sono I sowvomi di dek(T-xI)=0 cioe

e-xE f£-xF ] _ .
P_xF g-X& =0 = X (EG-F")—X(E%+9,6-1€\’)+ (ejé-f- Y=o

2
Essendo E&-F* 70 posso dividere ottendo  x*- 534:_6]:7—17.{’—{:)(+ eee—-;fl =0

le
Cioe xX—2Hx+k=0 = UL folsvom Jono x4, = <|¢:_

A(ur) = W+ur
Xwo)=1 Yy = u'g+y- P=z2(= (22D
2 (W) = ur+uty?

Ku= (2u+uy e, rrust) D Xy (P)= (3,213)
/ ind\Pe/\de't)c‘\ =) in un infocno dh p & fop (‘e,aolﬁ.&
Xy = (u, u1+4, ZuzU‘\) = Xo(p)= (A,2,3)

Xu N X I
= lxunaxel \lf(o'

]

-6,4) = €=22 F=46 G=44



Xuu=(2,2v, zu-l)| = (2,2,2) D lze = Xyu-N= _I_%

4
—uw=(4.1M,4+L«UU‘)|bA:\|=(4:2;5) = M=%=éw'&=}§

LU‘U‘=(OIO; Zul)l‘\}: = (OIOD’L) = M=%= ﬁdu-'l\_,= Tl,i;
det T = eg- £*= —%—IG =- %‘ <o D p & pro iperbolico

Trovemo ore b dicevon) atinrodas
L(xxutpxe)=o =D ex’+2fop+gp=0 = -20"+3%p+UE=0 = —a+Uap+2p =0
Osseo du p=o NoN & sduwvon. perche altmment verrebbe a=o
=)%n3° =1 = X" tldtr=0 =) x=2%(6
=23

Quindi L dicevort asintoriche Sono dale do. hﬁ:A

Trovamo ora W direvont pancipds (,g) (com La formnla dell ivvo dela Uvoar)

2

g,’- e
de‘c(M 3 1) =30+ 290p+ zg.1=o =) poniamo A=4, perc}mt A=0 NON & solwvons
-A 2 2
velon indVp

=) N\ € pro ombelicoln
(cioe siamo ¥oort I d+0) =) 2£+29p+30=0 =) By, =

Quindi W direvon principely Sono  Ua=(4) pa) , U= (4, p2)

$e woliss frovare M cxvahore principols baskereldse. colcoloce lei= ];'((:;L: (=42
(@)1 A6104
COV\&—{dem'omo uia. cociay (k) b’.mﬂol,om /r(lc\eS N (o))

on Aongura d'acco = ()

= Jerore normols di 4 = NoRMaLE PRINCIPALE
g ()= £©)  valt inobre N(T() L O percht £ € Ty (S)
d‘ (v(s)) - £+ N(1(9) - k(o ale) =

L———“ (Perde£ di dN
= = dN o (E@) - B = L Nyt - n(s) 2 o) ¢ AN ()

= T (L)

=S N@©) - £ =0 #s = derivo Aspeto o §

= TR = k() N (@) - acs)

wvalura nocmaln
e dicedona di B(8)

= LS-\)-er‘Q i rosa%io R ,4,|=_é'=|<z_ / /@i\ /

Jcaal/iomo 2o sdem con un piono 7 ol equatore




~ A4 - = N
(e coruetvca nomals. ¢ & qualonque,  direvors. = La sfero € fatta

oot punkh ombelcch

UNK, nal =4
4

Per L'ostervovonn Pmao\e&e vak L N-n=4 l—> L cove = ji S k= @—49

R

l'Vl\eQ.H-'\ il raaaio di wructura delka Gorva 4 (o\rcon’(—e_renw) e Rcosd

gﬁ INDICATRICE DU DOPIN
(onsdero una &)per%;o\e. pacamebiziato. x=X(uy) = Lxu, 20 ) base di

Te (8)

S&%U\omo ora coomk bawe di T {o, 0l dh sono g awkoveton di dNp (g

di antovdon -y, -k, , potsiomo prenderls b lull=luil =4 e vol &mpce duw Uux LUy

Prendo oca wn vethore qualser di B am+rbey = T(am+by) = Lo+, B

INDICATR\CE D DUPIN = i U—GTP(\S) 1 I(U_) =+ \

ML

* do peelitico = by l>o lkadtl,b*=4 = vien vneliisic
L,,, k,<o -k, -k, F=4

¢ Se p e iperbolico = Livo> Lk, Lot-L,kF=%( D Vengono 2. iperlooln

dicvoni exnbhdw /|

° &/ N \OOl/\ = (l:4>o) |‘ _ lc _ N . .
P e pare e 2 kto k=0 k=4 S wvenr uma Coppia di rete

porawlx o Uy
° &’, pe Pbowa(t = 0=4 AMSORDO = @

€8 (Teonco)

——
N

ML

U

~I

o)

\17

I\

ML

S Soperficie onmussa € e ¥peS e ombelico =S e wme porvons. di era (ky=l,) o

di m PfOV\O (|44=El=o)

dim
YoeTp(® = dNp@) = APw

° SQ, U=ty D dMP(éu\=Nq=)\éu = denvo Nuu—':/\U'Au""\éW'

It " =) )\IA éu_=/\U'é\k

|
Mu*u= /\u Xyt /\ Xuvr

® gﬁ U= Xy & df\lP()_ﬁu'\=_f\_‘u-=/\Au— =) denvo Nu‘q= Auél)-'i'/\éu‘u

" " = )\u Xy = /\u-éu

—
—N-u\r=/\U')_<u + )\ Xuyr

Abbiomo +rovato )\u\ Ay = /\u—éu vero, VP se e oo & Ay=0 = (Usando il ?o’r\-o du xy e

Xyv Sono indipo\o(mjn') D A costante VP

mo\o\omo o 2 L&

iy



A dzo = dNp)=0 ¥r = Nu=o=Ny = N costanke

Ooll"\’ewl-e, =o -0
| — [
Consdero x-N=¢C e dervo Cu=%xy-N+xNy=0 = ¢ cotranke
Cr= 2y N+ x-Ny=0
— l_—=?—l

= S e una Porvom ah piaono di equoo.)ow'\ é-N=C

N A+o cosrante = Considero & (u,v) - % N(uwv)= 3 (wu) e denvo

3 L = Govre-le.

<

u‘%&q=éu—j/‘éu=0 l
= 4 & costante = xuw)= ¥+ T Nuw
3u'= éU"'/\—INlr= éu‘"/l"/\é.d' =0

S x giack e steca di raggio (4] e di anxtro y Ok

Considero N: S —— §* weppo. dhi Qowss
dia TS regions. Compatta = Ci dhiediamo Comn S (.A%O.LQ. Arta T e Area (N(TY)

60{)(‘&\-\-\)’:\-0 quovxdo AreaT — 0O (Oioe‘ r— P” PeS)

_)S(Uo,kro+&!') é(u"‘\-éu‘ Uot SU')
&O P= A (Uo, Uo) T N (% (uorved)
P = X(uo, o) X (Uo*8u, o)
Uo+8U (ot du
AceaT = lxu A x| dudy = [XuA Ko | Suse

Jo Uo

Uo+SU  Uot§u

Ao (N(T))= 5 J INwA Nell dudu = I Nea Nell fufe = (KL | xua 20l S

Jo Uo

Por \r\\e)mao.r‘rtV\ Nu= ou &yt ou s Ng= Oy, Aut O Xy
=> Nu/\ &u‘= lQMQu_O\uQM_I "Au/\iu‘“ T \K\ (I Xu A Al

. Aceo N
Quindi ’&ﬂ’\‘, :‘T}(ﬂ= K(P) CoRVATURA GAUSSIANA
§u—0

Es
S—?@r‘o i raﬂca'\o P4 N:§——

S'L
— 5 X

Areon N(T)= 2 AeeaT
QSS
de P e eltico = N: () —— T () mombent L orientovons
Se p € iperbolico & N: To(8) —— T (8) inverte Llovientavon
Nu

T
P ARaa

p eMitco p ipebolico



ESERCRIO

X(w0) = ue”
Doka Ra soper{lio'\e_ () = Yu,v) = u+u U=4,r=0 = X(4,0)=(4,4,0)
(Colcolore +uio) 2 (w0 = Usny

0 xy= (& zu,s-e/m)“:,l = (4,2,0)
=0
indiperdih =) 2 e Jup wjobo(t M o intorno di (4,4,0)
xv=(ue", 4, uoow)lu:,,: (4,4, 4)
U=o

E=%u- 24 (4,2)=5 F= &q- 20 (40)=3 6= %y &y (40)=3

M- ué;u/:\ Z\\ (o = (2,-4,-) _\flf

Xuy = (0,2,9) Rur= (7,0, 0050')“;1 = (4,0, 4) Lyr= (ue’, o, —u&e/\u-)|g:_=é= (4,0,0)
e=N-x,, (4.0)=—r2: 19=M-5w(/\.0\=% 3=N-5w(4.0\=%

eg- L=—é—JG- <o = | punto & iperbolico

B Troviamo ora . dicevoni principali

2 2 &)R)om'\om %=l\
F 0({; 3
-3, -3 —%i]s
S5 % 370 O 3reatMa™=0 D o= %MGL‘ X M - = 0 ()

A &op@\do gl ovxsol/\ " @(aurq (£ veltoce \mwaen‘re, o wrva)  trovee Qo catvatua
i

£
us’ 5 normol. 1 direvonk di &
RS
@J[,UFU".), aE+Ge—'LgF fi -6-6
ky= Q40087'9+[41§e/\7-9=L4%+LL%=EH=Q (co ) =1E /{_0_2_.6_——— = .. Cofol:i
A>3 z Ly duiidal
BT | cvgo =o =) k=
AR 104

DEE SIMBROLU DI CHRISTOFFEL

Sio S &\)P@r%fo’\e, Pomme\-r\v.o&q c? re.gobor& (Goe &u, &v MdiP\) m R o Preadiama
{24, 20} comu base di T(8) D {zy, 2, N} base di ®

ﬂ;‘ deliu &eﬁue/\l-{ equavont & dnamamo Simbol dli Chrstoliel
7 ‘ P(’/'C)Ak\ A\A\A'ﬂ=e
[ éu“ = l’; Ayt ‘rA]A éu"" e &

n '(-——>P6(‘dlu.\ éuu—'f_\l_=f-
1 Ruvo = D:éu"ﬂliu“"‘? &

Pexdm‘ é_uv'ﬁ=‘a.




oSS

Colcokiamo i simbols di Chnstollel
* E=gurxu D EM= 2 Xuu* 2Au

F=zxu 2 D Fu= R XutXu® Xuer = Xuu® i‘d""_‘zEU'
Gr=2Rur* Xy
Da queske 2 vguaglhienn (vsando ondu Lo dedinvons precrdlere) otteniomo

T€u= Xuyr £u=THE+TNF
N S & nsolle \ gskema
Fu_-lLEV' = 2w 'LU'_;TAI:F'FUALG

Mabic, o coefRRiched

Csserw pv'\rwo cdu. det (E g\=€6—1=1>o D Lo owvom € vmca

Dstroveno T e TBF con Cramer

16w F 16u

(o ) (2 )

i d <F“'{G“’ S 2 de F Fu~16v,
I'M = EG—FZ UA = EG_FZ

Moboacme/\]-e & 2o per gl alm

= UAL e \’}7{ Sono delerminan

= r'u_ (S r‘zz Sono deWM'W\QH
Xyv® Xg= P’)_]_F'l’ F}le = —lzelu‘

Osseniamo . owendo preso 2 = EgF6 L > T'c']‘ c'

O§§

Dedwciamo dol'osservavons preadumbe dhn i simboli i Chrstolled  DiPENDONO

Sow DALl T FE = T ﬂ]k Sono varenh inhinsech ), o€ wnon dipe/\dowo do. Comx

e immessa Lo superdicie in B

TEQO E6GREAID DI BALSS  (enunairm usro 1)
Lo corvatvro. gawssiona K di wna Soperticie & data dalka formule

Nee dim wern une lormola diverse

K = é{— < (-rl?.:)u (Oz)u'+ L( 7.7. AS r AS ns)) Ma equivalmie, diperdt da * sclta
(dim comn DO G‘RM°

In particolee K & wa proprieta infrnsece, Cioet dipendi Solkanto dodia T FF

DM %
Estendo x €%, valk Lo seguente vgueghiania, o = (2udu

chs. riscnviamo vsando i Simboli i Chrishoflel



(XWOU‘ = fa\r(lM Zut m Ay t+ € l\_m = % (U: Z<._u+r): Xy t ‘f’ &)':(éuu-)u woe

(ﬂ”u- Xutl, ZSW"' (PM\)U'XU‘ + lM Xyvv terN+e &

= (Uﬂu Xu t+ Uf Lun ¥ (Dnu Xt PA:_ Xur + FuN + E&u

Soskitviamo ora Ak derivare secondi di novo oon i embols di Onnghodlel e
usiamo owch A formolw ol \MQ)LV\SQ(‘LQ.V\ Nu= 0m 2u+0ay 20, Niy= 0w Kut Qe
(onlconkiamo Soltonko i coefliciedi di x. vergono ola perd delin pack blo e rosse

L} z
0 T ,17_+ (T + (2 Fx teon = Dy Nt (T)u+ Ta My + fau

lM ,1;_+ (UA)U‘ + Q/\ 47_ r,‘n4_ D«L‘ (PA;)H - ﬂt [7111_ = ‘?QLA—QQLL

: -Fe+Ef —F{+€
Soshiowo On e OGu Qy= o On= EG—F"g
1Nt 21 1 L e,+£€+ eF
04 e (B + DT - 0 T (T - i - e beesfloers | o

€e- F*

Si trove quindi K e dato chu ddin osservavon precadmh T?Ik diperdono  Solo

do TFF = K dipeads oo dola T FF D

QS

A Lo sfero NON € Suloppaloil.  Gioe non esste un'isometva £ro. Lna porvonx di

Sfero e una porvons i piano @K=_ILZ 0{(:0

2 H NoN diperdh solo dola T FF
GLINDRO = H Non € on indanank intvingeco
K2 K=o, H= L
H:O =Y, —2170
) Se ho on dilfeomordismo @: S——T chu peservo I, non € deto du @ Ha
isomeia. Comn Controesmpio guarda 2) e awevamo gic® dimottrato dhu exske
cifeomodismo tra w pievo e w clindro

&8 Sop. di rotonon

\g% \{ X=u = QW = Gwe) = (troasu, vseau, Ino) Sop. o rokavons
= N 2 ()= Inu = QW)
W .

leo=F E=¢’0=uv" @=0@"+¢"= A+ o

, 4
e Q¥ YT __ & _we-ee w1
Alewe g T T 8 Jeteer T ek
VienL 4 e Lo corval
he Lungh. H'arco 2 y
Kzi‘}iz



EUCOIDE
€. () = (rroosu, Uau , u)

Loy = (08U, Ucou, 4) Ly = (O, §aU, 0) Loy Loy =0 E=j4u* F=0 &G=4
s ) S N (-84, oM, 0
LA Gy = (80U, Gosu, —r) = N = free
A+yt
f = (FooU, —UEMU,0) D e=0

4
Loy = (—Senu) oM, ©) = %= ot

f_‘u'\r:(o:oiow =) %=0

TE6-F (o)
(w 0) — G (wv)

Auendo fa skessa K = 3 un diffeomorfismo £ \ A preserva K

Ca(uW)
Ut 4 v 4
- = (4+ =+ g —
- ST
2 (M7 2(4+o?) &

ot oo Fd =0 #+ Hi

For vedere ch £ Non e isometa baska vedere chu NoN coincidono i coeRficienks dea I FE

Abbiomo ﬂ}&‘ wiho chu ekste inved. uv'isometa tra L'elicoidn e fo cotenoidn = K &

conservaka
€SEra20 : Dimostrare . 7 isometia tro 4 e .
22.(0
OSS €Q. Dl MAINARDI- CODAZZI (zMc, The) K= U 2ut D ay +e

Si& 20— R e? Super{i'\o'\e, PQ(ome‘\-vizmhq =D | Ay = ﬂ:. Ry + U:.)SU'+£'N_
Xyv T Pz?f &yt r\': Xy T %N

= volk (Xuw)e = (2udu D Nela dimostcovon. del +eorema egregio ebbiamo usuas\/\&o i
Coe?@'.o'\enjn' di Xe¢ (USOV\do \k\eknaor\—u\ Nu=aMéq+ Cn &v Nu'=a47_)_(u+au_2$u‘\)

A’V\Q\OSQMQALQ, & postono uquagliere i Coefficient di xu e trovare wi'altra idertitor
1 —A . R 2 _ 4 € u po' meno del Teo osreﬁio )
(Dz)u— (lu )U + Ty G- D;l N, =FK perdw T potrebbe estere amdu O
(Se, F+0 ¢ eo\u'\\loh/\k, ol %ormolo_ di Gowss del teo Esreaio\)
* Possiamo \)3\)&8\)\0_& i wedficent di N
4004:!0 prod. scal. con N mi praco La Conuponmle X/UW%.: N

| 1 2
Qe - N = T4+ 0 FRAS \ T —2 T eQuAoNe ol
u = ev-f=elh + §(T,-Ta)-90  MainARD-Cobaz2l

(Z’>uu‘)u' N = U:_ e+t PA:%""?M



* (onsideromo oro (éuw§v=(aw)u oauoa\)\owo \ coeflicienty di N

A 2
(Kur)y - N = Do+ T 9+ gv ) 2 I €QUAUONE DI
u = -@u = %u =< I-]7.1. + ‘? (\'lz‘mf) = %U‘L MAINAR 01-CODALL|
A 2z
(éw—)u' N= e+ rzll‘g""ﬂu

S\Io\aendo i celoolr, uguoal/\onolo i vawn coeflicient , andu dell! i dertito (NWe = (N
& frovono equovioni tutte dipenclenh Con TMc o T MC = IMC e TMC Sono U wmick
2 indipendert

TE€O DI STRUTURA DEUE SOPERFICI IN R? (RowneT)
Sia VR operto, siano L fonvons € €,F,@ :V—R e fomvom &' ef,g:V—R t.c.

A) E>o, 6>0,E6-F*>0 (¥xeV, coe in ogui ponto)
2 Sono soddisRette. (o equobom di Qawss e Mawnardi-Codazy

2
2 2 | _
6AUSS: G: Uz'* (UML>U' + Th Gt'rj: Df‘ (T )u - Gt M =—€K=_E€&6‘a—é-

he:  ev-fu=el+ £(T-0A)-900
I MC: {Lu—%u=e,lp‘11+£_(|"zf—]:'7_‘)—%ﬂf
= Jv‘a]/e\/ 3 un intorno aperbo U' di q, ed I una Sopeficie poramemzcka x:y—| :

T’ Ohe ha Comn coellicienk delia TFF E,F, & e come coeflicient delo T FF e.bg.

' ) . Cioe* §e esiske §:v—R?
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W shesse condvvoni = 3

€30 ebeR® bo

Qf;s &=€u5.+|o

Mok Agidi  Sono Romvoni R—— R con Ac BE R, bek

xX— Ax+b

(O
T moti ngidi preservono ITFF e LFF
DIM
x:0—— R} superficie pacametizzaba = Axt+b: (0— R® € un'altra Supeckicie
&)Per?io\e, X 8096\"%(0\8 Axtl Inx vso d Ae 8OG,R)
® E=xu-xy ® B = (Axtb), - (Ax+b)y ShAx =l 2ul?s Ky 2y =€ Ok
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° %=$
° _|= ﬂ= ALu/\AéU‘=A-)_<uI\A2(_.r9_§ A(éu/\&u’)_A
=1 = lAxuaB el |EE-F° JEg-¥% ~

* Anologemere £=% 3-9 (D
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(Tes) (peg-3M DO ®RMO)

Cecco Xu, o, N:V—R*> = Imposho wun &istemo di equovom difderrrvol

Rinomine : &= 2y , me— 2, G N ogn fovwon ha 3 compoamt = ho A% equovoni
ognuna di 2 vavialo\i wr (onch'esse. inman'\k\

f Xuy= T 2wt MxeteN = & = A E+Ta M tel = 3eq. Scalon

xur=Tn gt War+ N D £ -TE+Thm +e = 3eq scolon

KN

s Dot Mac il 9 g =TErTiatie 9 3 e scalon

Kov=T dut T 20+ gN = =G+ hm +95 = 3 eq. Scolau

Nu= au Xy +au 2o S Ly=aubtoaun = 3 eq Scalen

No= O &yt Qn & = Or=owmEton S 3 eq. Scalan
Condivons. uasiana per owere Solwbonk (En)r =(EDy ) M) y= (4, (G = (G
Queste condivoni sono omds Sfdicients per awere wie sowvon in un nkorno aperko U
di g, = Date du esitke Lo sdwvon, esta & unice fistale L condivons inivali

SQ=E. yly=, &@=C.

an\/io ora Cothruice Qe Soperficie

£ & (3= E(@Q)
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0880 Laclo \
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Y.
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On'oltca condivone cha \/oal/\o Soln condivoni inipalh e
Go Cro =4 Go* So =0 Co-Mo=0 D bosta sugliere &, = Eenthe
Lo—de oL KIS —R =13 3 ° T Mermol

Sciviems cro. w wowo Sisteme, di equavoni differtnuak con £ 0——R NCo gt

{)_(u=_&
Zy=M

(x condivon massarie e sufficients (di compotibiibe) Sono &y = sy du & vera
(edi % v pnmo &w'sl—emQ) = 3 x:0'— R Sowvom candidate od estere Lo
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(& unichs Cose da Vimamsono da mostrace Sono:
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Tmpothamo olioca wi Sistema di 6 eg. diflerrvali Scalen o derivake parveli dove

abbiomo 6 (V\cpsn]Lc, du. nnomiviamod

Lu- Xy — £ Xy Xy — § Oﬂnuna di quete '\V\c;oavu'\k, & pud demvare
Xy« ky—> p N-xyg— €
N-xy— v N-N— A vispedo a U e o U
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(1 condivoni di compakibiiba> di quetto oo siskemo. Jono du kipo

(@y = () e Sono tolte verificake perdat somo quelk dha. ablsiamo importo
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prodot Scolan i B, Uo, bo

Sucassvomere & veds i d=€, p=F, y=0,§=6, A=4, £=0 venlica il Siskema
S & Lonica Solwvonse

Tnolkre 2u e &+ Sono Zin. mdiperdinh perche €>0, G>0 i vn mntorao di g,

=) & & Qperficie paremehinala A

Mi eshingo ore ad un intorno corusso i g, =il nermel & mhe dirtnom giosta
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Ancu Lo T FE e 8'\\)&\-0\ iV\EOH"\ L‘uu'[\_)= (ﬂ44éu+r,‘1: éu‘+€N)‘ &=Le/

ON|CiTAY
e xue X & oWwvom D Axy e Axy e solwvone con Ac oz, R)

A
Aely) ——
(SRSSQ. cosa valn per l}D Ok @) < Axs(q)
" Axulq)

Abbiomo wdo . Xy e kv determineno 2 @ Mmero du valore iniuall X(9) = Xo

= fo solovone {lMoh e delrminato oo o di kratlovon, = 3 be R}

b



Es

Csiste uno. soperficie (on €=4,@=0,F=4, e=4, §=0,9=4 { o

K= gea_—_il = 4 Costonle

IFF © Lo Jesta del pioro = Lo supeficie Sorebbe isomebica (localmenle) ol piano
du piano
Rr teo egregio K dipeacdh olo dalle TFF = kK=o = No

&S
Lsgre unal wperficie con €= F=2 &=/ [4

€>0,6%0, E6-F" =-3 790 3 Mo

(OAN}
ge, F=0o (corve coocdinate or%—aaowa\i\\) Xu-ke=0 =DM eq di Gowss e Mownocdi-Goderw
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T _ ﬂ ] 4 E_\r. 2 2 Gu_ 1 a
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s =~ (), ().)
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) /e 3
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el
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A -p2 1
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A [(—20eSUsnw\ 2008y
K': T2 coNu ( ¢k >u T T Zcotu =4 D Gowss U@(‘%\CO‘\'O\

Moumo\rdi codo

I)er=0, Er=0 = 0=0 Teq M-C o«
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! V+o NoN  venfi ceta
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(cottu) (
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= Non eriste bola. soperficie
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éu=fu Uy Kp=@ = R —FMAQ Quao | xun Xl Jce-F?

Xun = fuu t U By Xur = Oy X2yy =90 1 :
4 gh oktn termini Spaci seono

(puna+uauna) 5

[Ee-7
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Il

N
= zur N = au- (funa) Jﬁ

e=xXuu'N= (_Euu"'U"Quu\ '

e3_$1= = - (_O\_u- (pana) ﬁy

z 2
= _eg-t (aur(fund)) AP
2 kegem - T (Ee-Fr)r £0  swpre (Lt =o 7<“)

K=o in una viaoécq & Qyfual=0 & Quy, fu,d Sono Linsarmenle  dipeadunti

€S
Clindro %/Z\ e’ una vigoba Ccon @ Gottanke = ay=o

Infoli per feorema egregio Lo corvatvra ¢ La shksso dd pieww = K=o

€
Cono %i p=a = f e a dipenduwk = K=o per teocremo egregio

(gia‘ Sepenomo du K doveva essere O)

&)Pe/r%ioie, du {:onaenlc'\ N a=p dipenolajc\ con U+o alhmel ol una .s\naolon'{-d

ES

= K=0 me %id Lo SapeNamo Pe/r“\‘eo eﬁ(‘etaio

OSS
\SOPPD mamo K=o

fo au=o o a costante D cilindro

Soppongo . @, #0 (i W pho = per conkimuibel in un inborno) = prerderdo al=/
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Qg
o
Vol a,-9y=o \o/

Dallosservenont soun dgake, essndo K=o =5 a,ay, pu Sowo dipendeds => pu si
Sonle. comk combinadonk. Mo di @ e oy = (’.A (u\ = /\(u)Q+/U(u) o,
{ U=u o _, W_, o
_ Aqu fov e
Considers \ comboio di Coordinoke T=g+pm = Jocdsiono <@L‘_’=/u @_4> S dek =4
u “ RU "~

= o ellefivamere. wm combio di coordinate ammissibily
combio cao(d\vm\—(.

R\ﬂaka A(uwy) = r(uw\ra(uq- r(u)+(U'—/M(m) a (W) = x(T [ p —/u(u)g(m]+ T a(w

E(m




= Pu=Mu Q- MQy —(/\—/uu\cz Mobiomo ora divers cast

I—ol
<l

Yy /\‘}Au =0 = fcps{—onk: =) Covo
Se, Pa*o (in m inboro) = F5 7 2 = Supecficie dei \—QV\%@AH
Abbiamo quindi trovako da & wnichn v‘xaa\—q, con K=o sono solo Cono, dlindeo oppore

wa. qualdhe soperficie de %onsem’v'\

[OALY /:S\—

In hoha guetto Lwons considenamo Lo. Geomelvio. ihinsece.
N
P=q(od
delra S0p. PQCQme\'YmeJCQ 2= % (U \/_\

(onsiclerectmo §MpPre. ona Vo, A (-¢,&) — S almewo A
T® = £ (W®), vE©)  con u@®, v &
Deg'\vxiorvuo un Compo Velrorola wr ,anao q di vetton \CQV\S%‘H o N

Goe ¥te(£,9) otsoco wd®r= ol £ ulE),r®) + by xeU®,s®) € T () con

ESCICRRG))
ok, b&) Lomsoni €

DEF DERIVATA COVARIANTE
Sia w awpo vetonall alouno € di velton %om%em‘ﬁ ala Soperficie dediniamo Lo

du i
denvoke. covovienke di & in t=o comn Lo proicvom ortogonels di a%r(o‘, in Tp(8)

Dur
e & denota con ZT ©

Smbooh di
SS ® duivale in b Chnstoblel
dar ! N I \' l | ) ' B ' |
dE T A Xyto Xy ¥ [OAU—+ bxs = &M+a(éuuu +Auu-l)')+ b5¢+ (Aduu + Z‘-w‘f\ =
n
Xy = lM Zu +T;A Ay eN
! : [
Ruo = r‘ Xy + T3 N L aTH(8) = spensa quando Pro'\e}\-o
sol piano lconaen\re,
\ = M %u+Ti &y + g N

= xy(dralfu+oliv +bl u'+ bl U")‘l‘éu— (U+ aluuw+ ol o'+ b u+ Ly )+
A

ouwe+or 2+bud+ bv‘%)

+N(
. . %’- | 4 1 'o 19 4 |> | A 2, ] 2
Quindi = u(a+aﬂ4u'+oﬂzv+ Lu'+ b, ¢ +éu-(b+oﬂ4u'+aﬂlv+bﬂlu'+br‘u\r )

= 3—? dipendi oo dalla IFF e non dole I
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(onsidenomo di moovo La corvoa. 4E) = x(u®), r®)
’r'(e) = WE) xy (u(B), £ (@) + 0'(H) ¢ (u), v©)

Osserviomo cht §e comostamo il compo vetorals W =) per Sepere. qoanko vols
GO in i punko

Elfr (“’\ o baske conosare U'o) e rr'o) Goe i loaska connscue il vettore

Eomaefn\—e, Qg in £=0 = non m interessa motto Lo curvel me il velore EQV\SQV\\'Q
Moo ¢ preadiiomo com u'=d, U'-p e confidenamo la divom dxytprr
dichamo dna Z_:I e da denvoto covonank. di wr o diccvons i wr

e
Piono  €=4,F=0,6=14 = T-L']"Eo Vi & o=

DEE CAMPO VETIORIALE PARALLELO L
Dn compo vehtoriols Longe L corva 4 (D gioan v §) & dia parslulo & G =0

€S
Nel plano dire cha W e campo vetroraly paralulo Si%n'\%'@ S%; %—

= W costanke W(@
14

(O1N]

W= alk) w (), v(e) + blk) 25 (U, (®) Compo veltorals, € pocalulo /QA)VK\:]o T

da o8t ® 4
| o+alfu+aliu +bu+ bl v =0
&) valy %

KA
b+aliu+allvtbu+bZhv =0

E_E -FRASPOQTO PARALLELO (Do Mo)

Sia e I—J corva Pq(‘ame’w'\ncx{:q e Sia Qae‘!:r(m (8) con boeI. Sia w Compo
veHovale pora\b&o L)n%o robe W)= ws. Chiamicaro Jrrcu?or\-o Parobubo di we
,&mao T ol Pun’co by il veltore W) con k€T

(O1N)

Fisso  Wo = Qo xu (alo), 50) + bo X ¢ (u(0), U (oY)

Voglio estendere @r ad tn campo o vettorn Wi(t) tongenti o 8 chw &a porolulo Lungo
be. woy=ws

G somo doki wu, w0, i = L incoguike Somo a e b du devono  rsolvere

che € sistema. di eq differemuoll Riaor con condivoni iniveli doke (o)1= e, bio)=l.)



= Per teo di enistema e unicika) deln Jowuoni di &ekemi di eq. diflernvoli

ocdinone esise w'onico. Sowvow. o= a®) e b=bk)

= w® = o) 2@, r@)+ bl 250 (W@, 0®©) ko a(o)= 0o e b)=lb

Dw d
Se w Pc\rol,ubo = £ =° D a,%r(b) e or\'oaovnoh ol piano ’comae/n\"&
= S(—tw— e Po(‘olu\o o N(fr(ﬂ\

QoSS

Consideriamo 2 compi pocalls o), w @ fongo fa Grva ¢ = €M - w(k) = costenke

DI M /oleh\la\-u vispeto o N

A \ \
Sl w®) = C'O-wr® + 5©- w© =o

PGA’CMD W, Q“eTﬂﬂ(Sﬁl e SI,lAreTr_r(a ®)
D

CoR
d e e campo parllle = lwr®ll € cotkanke

DM

Baska preno\em/ M os§ervavona Pmode/\k, Uk = W

= Nwe)l*= w® - aw) dw & costonre.  QUD

2) L'ov\aofbo tro uB = wk) cempi pacaluli (non molk) € costanke
Q)

Qﬂ T® - w9 EV W
osd(k) = =———— = covkante = o) costanke QD
lr@) hw ol

ES
¥ = axrchio mas&mo ml piono Oxy deha shero o raggio R arteoba adlongin
con ,QA)V\ﬁheacx d'arco. SOJSO wk = ’I_‘(H

r_q-oorvo:h)m
3%—:_& IU:) c T,r(a(& = ge =0 5 W e Compo po(ouxbo
\'e‘ il vet. nomolt percht Lo sfera ¢ untrota A Ovigina. I Dur
Con&duro 1\ Campo wsranle. U®) =(0,0,-1) € T,r(.:)(s) ¥t = gg =0 D F =©°
a@= T percht ol w@=o ¥t
[SAY
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:\\ PIO (Vo]

Dato cdu ensle un'isomebia =) lo. TFF € Lo sksio

(coSu, tnu, vr) e—— (u,v)
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Oﬂni iSomelmo. conservo. | Campi vethorold Porobub'\

€derario
x(ue) = (voosu, vsenu , v) e rooketro oltoro olMasse 2
3 () = (Ucosu, Usau, u) elicoidx

A
(o™ 4)1

Abbiamo visko chn K=-

Non esigle mustona isometvion focely trow & 2 soperfici x < 8
u=u(a,b)

Se Pn. esighesie on'isometio = owrei on combio di codrdinote o= u(a,b)  Cha trasforma

Lo T FF di 3 W quels di x
Abbiemo gic visko du Ty = (0%+4) dwd+ du? I,= ordut+(+ %Jdu— = "ot +(+ —"b—l) db?

Doto chw K & invanank intrinteco =) duwe eskere presecvato dallisometnial =) dwe veluk

4 1 .
- = poidht U>0, foppormado du b>o, §i vicowa cha U=b

(DT (L)

Rimom da +rovare u R T
=93 94 Y Bu
€, myeﬂboda, [i 2% 90t 37 e
= | = - . = 2 = = (ﬂ : 2
Elarb) bl T darda = (B s ta = Ua (W) D da=zg = =
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Su- 3y
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T=n® oo regolere ;| wrk € Tp(S)

@ campo di veton Longo 1Y %onae/\ln' o 8 con Lo propnekat

Da_ dor
WSOV= W e g =0 owero = N

Qss N
Congidexro 2 Soper ficn S1e S, poniamo . &087_=Im/}f ‘
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e VYpelmy valh TplSn=Tp(S) alkora
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Go€ g =°

On campo di Vehon ,Qunso v e potallo vispetto o SA & e pora\u\o n&?e\’vo o 82

Piot in 3%\@\1\ Vol Lo seguere afRermavonm:



Lo, denvoka covorianke di th oo di veltor or ,&)vuso 1 e vgoals, i S e s,
R Tp=Te() ¥oe §nS=TImq

dﬂ Pm\ez orkog

dt = Tr-ﬁ, & ( i=42  con per(t) Lo dervatn Covorank € Ra sksse perche

hawe Lo shsso piano Eonae/\\re, (O]

Se I Soperfics & intersecono trasversalmenke L'ossecvovom precadmle non ¢ veron

S3

Essere un Compo poralialo non dipends dolie. poremetrizaavon dika cucva

DM

(ombsiomo Lo porametrizavan. di = &) tramile composrpons con w dlileomofismo
E=t(B) 2 A=qt®) o w=a(@®

= w(£(®)
el e = essendlo Lo proievons. Sivnore Vol JT = S Se
. ’L__n
eom FO

=0 D

Sie fo cova C wn pacalulo ditre ¢fere $ C=1:R—> & corvon

\)oa\)\o cotrruice. w CoMpo di vel Pofokubo /@UV\ﬂo 2a corve. C

\]oa\/\orwo determinare | traspocto Pora\ubo di e ﬁowso C

Osserviamo dha. | Cono & iometnco ol Piano = “Jrqsuewo il

cono e Lo disponiamo S0 on piano  otterurdlo

[ > asng € Lo Ronguna ik trotto folto fmgo C
Goto /P
QX &n¢

8 veds com. varia Langolo tra I compo e il velore Eomaex\k a C
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s
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Data ona sopecficie (poramehizzota) S e wa corva regolare 4 di clotte & so §

|
& dica 8600\8{'1'& e 3—320 (abb’.omo quindi satto w= ) coe

Y' e un campo di vetow porolulo Mungo o

€

T om curchio maskmo in uno $fera € unow geodetice

On archio NoN mostwo non € una geodekica
= _ dr'_ D«

Nel piono & refre Jono geoduhdw. gt T Gp =0 S A'=uh cestork D Xk = prant
QsS

Ona geodetico, € fo {raiehovio. di un pto materol vincolato a 3 e non soggefto o Pocu

Q8§

On'isometvia. conservo. W %qoole-\ﬁo\ru\ percht +otto diperda dale 8eome'hr'\o\ inwinseco

[\
Qlndco (,?;ocok(vw\k sorudnco al P(arvo)

le geoderidn. ol cono sono rette verticali , Circonferea o elicka

2 ph ad piewo fono Colgahi da uie e 0o celfa (%epolﬂ-ioa)

2 p il clindro Sono colugets da infinite. geodeRidan (un numero mmerabily)
L dipendu quanhi giri faccto
Y

Reroi A unich 3@dkHdM\ Sono porvoni di curchi maskm
Ho ingin'\\—e, Seode\-idu §e i ?Jr\ Sono avﬁw’?odab\

OS8S  equmiodl DI una @sopena (3 geodetichy)
(onsideriawo una supericie parametrizioko, x:0— R 0<R" aperko x=x (wv)
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D4 v
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Affind &a geoderice i 2 coeficent devono emulecs =) offeniamo aluoca

Se,auen*—e Siskema di eq. differenvoli ocdmane (dud T ocdink)



u'e) + G Wm +2M W v'® + Tt r'e® =0
e+ T we 2T u® o' + T ' ® =0
Fssiamo ora A condivoni ininal
Sia toe I, fisso U €S Goe Rsso uUlke)=to, vlke)=us
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= L gecoiddu, esistone e Sono unichy fissale M condivoni inivalx

O§$

Quindi se combio diepont el ho w'ottra 8%0{“HC°‘
Roc socadure and du. Le sq,oole\-ica“&% fermi’ , Hoss precdumle diPimsa ne geoditioa
Locolmumle i un intecvalio T

QsS
La FQ(‘QM(’.H'L’IA’DOM delua oo, € importonke  infolk: -

S Y € unon Seodeln'ocx = 7'O & wm ampo di veton paralulo = liy'@ll coskonle ¥t
= 4 € paremehiziete da w1 mutkiplo clelra Lungrie dlocco

&Ingh-d'arcp
Quindi & IX®I=c>0 = s= ] lr®ldb=ct

Qoeste osservevont dica dn una corva 4 S0 una superdicie S, ofbinde sia geddietica,

dene essere paramerinato. in moco hmar , (o€ con wm motkiplo  delia ,?/onah. d'acco.

(OAN)

v 300deHCA ol Pa(‘omeho darco s=ck = 7©) = (k) D g%= c g—;r
dr_ddr d*r
> oo g (ar)= ctom=ckh

D' 2
E¢tendo %eooleHoo\ dE-°0 & &Ly N

(Amenzione! Now confondure 4 Seponi normala Gon x aeaolxhc)m)



[OARY

Sia. $ Superficie pafamehizzata X=2x W), &a ¥ corva € 50 S, w compo di velon ,Quwso T
dur 2N

de

E : ar
r=1®=xWu®,cw) . Sia E—t dervokon covovionke finae >—>—

Jio N compo di vefdori normali (Go€ consideramd ono Soperficie onentatal)

derivando
Sopportiomo chw. lwr®@l=4 ¥t = wE-we = Wb € oo = 9, 4

= s peoieto j—‘f © Tyo® & ha cha bale proievons (cioe 2—?) Conbiwo ad essere Lw

Dar

= Tpdie e Poidlui g,c—@e‘rf«a@ = volk onchs. e L N

Poskamo ora consideroce il ilenmedo ockonormals [&,@,NA@] e ablieao
defo o PZ 1w BEIN D3heR be ZE-A(Nrw) iaviamo AweR
o)

VALORE ALGEBRICO beun penivam covariants di wr (si indica A= [
D_EF G)QUA-\_URA GGODG-“CA (Do ;amo) = ldmi=4

&ofr()na curvon regolace GEROIRY Sopecficie ovientota , So A =10 con § Longhie. d'arco

=) Chiamiomo  Gocuodura. aeodekﬁoo\ i, volore alse\oviw delwo, denvoka covanionte  di

1) Gioe kg= 22
OSS§ iy
hd '1.3=o &= d—gzo = 7T e cae,ode,{—ioo\

* La € ivoranke intringeco Cioe dipend Sdo dalon IFF  perond La derivaka covorianke.
dipendn Solo dolwa I FF

€S

ES T+

S & un piono  Oxy c R’ i
A /

N=(o,0,4) T =(u®,r),0) = 4= (a4, 7©),0)= Lt 1
dr .. LT ~ o N ~ |
as — Y = (u(s\,u(S),o) =l A ma X=NaE Perdat ﬂ-‘-(—U',U,o)
Dy, . _ dI@ ™
d—sm? v =L%(NA{;) =) L3=L
Pefdm‘ Samo nd piano

oSS

Se comloio pacam. di S 2 cambia g di N = cembio. degno h%

Quindi i segno di leq clipend. clall'ovientavont. delia Soperkicie



OSS  rewione Tan leg, ke, len
b — corvotora i R® Ly~ corvodvra normole ( Ly = I(1))
“ dipendx oviamerle dol T FF
Si\a 1 Vo re.cdoLe&, c N =1y (s) con S,Q»nah. dlarco = EG)=7(s) versoce lcom%ex\lr{/

dre .. .
Sappiomo o Gio = Fw = Id@i=Lzo

Nommaly principa o (noi Lo owedomo chiameto *versore. normal ")
Se. Li®+o = 1@ =Llnw®

Teo
D'ata po(\e, albiomo |4N(S) = I[({[’(S\) = Loy A (9)- NG) (En‘ Jedr chu k e by coincidono o
memo dli un fegno & U e N Sono ugoodi a Mo di wn &egr\p\)

Pﬂo\e’vou
Per definivon di corvotuca geodetica. & ha 25 ® = L< O NEA L = T%’ (k(s\ n(s)

Pec feo di pitogora =141 = kg +L§ o ' :fr(s)
Se lcﬂ=o = L=zl (l Segno  diperds dlola dicvom di ) Tw®

Abbiamo trovoko L*=L3%+ L3

ES

&%efa di ogqo R . Guchio di raggio Q&en(p o
-4 e -yt

L—Q&M L(‘, I(.)=@®g

¢ proficamerte. La corvoturo, di ki Curchio maskmo Pex‘dru Lo tevoru normal posso per O
4 y per

= Teote = prtle D IZ%———'+ ¢ O col:

Rgete = 279 R e T Rser i A
OSS  GrobeTcHE SU SUPERFICH DI ROTALONE dtho ¢

Au0) = R0 cosu con f(v>o HERBIANG, 7 o
o = #(U) fpus Se £ folie param. Con
Z(u,v) = %(U’) Lungh. ;j'accp &=\

E a
Abbiamo giot calooleko  T(uw) = #(v)ldul+(€'(v)l+<d'(tr)1) du*

V)SP av

Eu =0, Qu= o, F=0 Tu—o =0, Ev= f)_{lg Gu= 7_(egll+%| "

|
E:—: DA ———5=— fe [

€.l m-o , -0, Ta-E- Y
Scrviemo equovoni  di %e;ade\-'\dl\x:

u“+2$ u'g' = o

U-"— *gl u|7‘+ glgn_‘_‘alall

gn._‘_g\?. g. o 3‘7. =0

\lediamo quanclo & cocve coordinele. Sono geooui . :

* MERDIAND : U=cosk=u, D w=0 S T ga venficako

tpll 1400
T o divenko. "+ H—+3;3-UI'L =0

phe g



Poniamo U=u(s) Con < ,Quna\n. d'arco (0 mulplo delwa Jbunah. d'aco)  U=Us

a X (U0, 0(3)) > | dx(uo, 0(s)) | =

= T Jersore lmvxaemle. alle. corval € o< Cioe”
Lo calcoo ohtraverso LEF a
\ l 2 — |z 2 4 |1 1
2+ 2pvtli=4 D Nxorh=4 S Gui=4 = Fag'= 5 = TR
= +q
7 2% gt . {P erc {L @(w(m e q=9(®

5 - (Gis) o e -4 £

[ ell"' ?‘1)1 Fo Perdm: ho fungh dlarcs e
cuve. & rgaolnre,
1ph () h
£vge" 4 L FE4gy

= "= _ (‘e"q.al") T (£|L+%'l) Che & Lo T equavonk du alwora € Uen'e!a)&u

Albbiamo trovako ch kik i mendioni sono 8epdel—'\d/u\

® PARALLEL: U=cosk=0, =) U'=o , u=ul) = I equavovt  delix ﬂe;oolejrid/m diventano

IEq w=o0
re, [ WA <0 o oo
#0
%0

essendo 3eooleHoo l/oﬁbiomo u+o, Pe,rd/u.‘ e essere ,OAM%M.O\'Q(‘OO
Doto du {'=0 dbbiomo tvovoto du {=cottank = distonro dol'asse = = il vettore {mnaen{-e/

al mendiono odwe esfere verbicall cioe pocaltilo oM'osse 2 g
Eeodxhdua

& prtado $= R ul) = anche Lo T Eq & verificoka

Non Geodikico,
\ — 4 2 \ —
perdut ulm—%l) = ui(s)=o
Geodebichy che non Sowo meridioni o qu\hl/\ :
u'+2 fz u'v' = o
o' - T_{P‘T_wl'\' _?lg""-+alllall = o
£ P+g v\spei\-oas TEa (per )

(onsderiamo £u e Lo dumiviamo @ ) = £u“+2@@‘ rio = ffu' & costanle

@ U
/Qomdo Lo Seodelrico\

Rngolo Tro. una geodehica qualvnque e wa paralialo
Xy Vettore komaen‘{/ al paralule

XqU'+ XgU'  Versoce {',awﬁenk, oMo 8eodxhc« X (u(s,0©)

+0

o ( Xy w4+ X! (=S
Gose = 2t (Bt &rv) Bt Fol € u'=fu
Jlu'éu €

=) RetuoNe DI CHRAVT  F(u()) cotB(® = cottaule  dongo una geodutical in wnan Sop. dli rokaz.
Qas'aio du pacalulo



LEMMA (pos2st o cammo 6[0S
Daka uno superficie §, una corve 4 Ju S, daki 2 Gompi velorolh U, w )unao T o valon
domivio curva.

i T}M(S) Ee ne@p=leoi=1 ¥teI . Sia @® omgolo (m senso anbiocano) tra o) e W®

£ Valore alaebv"\/co duo, durvoka Covaranke w®
— Do) _[Du]2 do
= [dt ] [ﬁ] = de &
N0) v T
DIM _ S il
A1) — w® 3
Siano T(e):= N(ri A (0 e T®):=N@E)A wi JZJ&%’ ©

= Postiomo sorivere W= COSQ U+ &1QT S esfndo WL W S deve awere ch
=4

@ =-gn@U+cos@T  (infath w-m= Oo&f{?(—swe‘)ﬁ+&we(00w)ﬁ =o)
(opeorc & poo dicetram. dire W=NA W= 03¢ NAT + §1Q NAT = ODscpE—&eAq)ﬂ

Denviamo oro. & rispelto o £ e oleniomo:  W'=-Sen@ @' 0+ Cot@ U + Cos@ @' T + &1y T

oSando . T T =0 perchw IIF =«
W', w>= M &' @' + cosip U T + cofQ @ — '@ T'-u = < usandlo U-T=o = cuwivondo
v T

vV T+U.T'=0= v ¥=-0-T

= (Setg + cofQ)g' + U T = @+ u'-T

Quindi [?TﬂT(gr',u—m(: j—i‘r-u_r\= P+u'-T = <p+[2—i£] = & othens fa tex WD
Cio€ denvota vera proiekoka v &

OSS Wi(s)= 7(
Y QMo S S , Y=ri® ’0”“3"“ d'acco. \)08\/'\0 colcolace L%: /%f_,m\/

. . ) . . < Dy
Rendiomo we=12) e v m wempo  di vethon porallilo ,qunc\}o ¥ Goe gg =©°
wnma

Dal inmma ILa(s)= B—‘f] L d9

[SAY
Nel piano (O(oé S e ?'\omo O Ona. pordonk di Piono)
[mhamjc.duane»omo osabo ML Conve.

~N
ke (s) = f;’i—"= 3759 corvatura onertaka di una Cocvo

La. cocveuca aeodeh’oa € uno gemraliiavons delro. Corvatura onentoto

PROP

\ Soperficie porametnzzata  x=x(u,v) Consdidero wa Gwa § So § doba da
F® =X e, oE) cm tel. Sia wk) wmpo o vetron nitan Longo .

Sie. %a parametriniavont X or’rnsonoh coe (coe xu l X¢ S F=0)

= [B_jt[]= %(6u(f'+€uu‘)+ '

DIM

&oppiamo du. Xu'Xu=€>0 e Xprar=6>0 S passomo o\e@m'\m i &SoeV\H



Gompi dli veton uniton Lango

§4=% ledl=4 e, (u®,v®) ; e:=
De | _der . _ d
[5]- 22 e 22 e e+ en,

conh W wot dule
dim Prtadm\rb

Xuu - X

(&Du- &2 = (%)M (%) T =3

Ly &y =0
(v €= %)\rl(%)= %—
= %(6!1()"*‘50’“')

Apg\/\a)mdo oca | hmmo Con U=e, e

QSS
& mpo Pcrolubo di veton witen

PROP

FORMULA DI LIOUVILLE

So r=76 wwa 0§ con Longh. d'acco  (quindi I 4=+

S &oper{lio'\e, con  paramebhirzovons orha%ovmu %x=xWv) (F=o0)

EA:=N’\§4= (@4 Agz\)/\§4= €,

-0 [ = e, (ulg), v(®
E QZ“ _7.( ] ) _h_] L
('8
U—I-J - §L=___ e,
Tl Ly bu/
_ __1 Ee
P =T
o abloiomo Letro
Gon | Embdli i O gho fRel
| "
V2o _ 1 Gu ¢
(@ 7 z(Eq Zu

U=cotk _corva
cordin.

w=w « othen [B—ﬂ= zl/é_e (Gu U'+Evu')+ '
D
= ((_)l:_ ZJAE? (GuU"—Eu-u')

(Ponh'omﬁo

= &, dhiamiomo  Uo=u(ty), Uo=Ults) con €T , in x(uo,vs) valh Lo Pormula &309/\\&

[43'_— (ka)«@&\?“'(k%)z&?ﬂ@"’ (b dove

(kg)s = corvatore, geodehica, diua curva goordinata X (u,v)

(kg) . = curvatuca 3eode¥\'0q delsa corvo coordinaba % (U, Uo)

DM

Povﬂomo W=
Dxl* 4 . . .
ha:'[d_ét] = 21e5 (GMU"EV'“>+ ¢

¥(S) Campo ot vetovi unitori e USando La  propogiBony P&C\dmlre_ & ha

erh Lo cova coocd. €
pocam. con ,&)nﬂh. Alarco

}
dato du W= x, 1= €

Appl/\ch'\omo Lo formola delia prop P({Qdmk, per trovae (kg)i u B
=) =9 = T_€
* Congidwro Ra oo coord. 2 (uUe) = =0 = (kyg),= %&MF zl_Je—s(EV“)izle_EE"
(o , '
* (ongiduro fa corva coord. X (Mo, ) = & =0 =) (leg), = [ Déd(: s)]= 2{c6 (Guvﬁze'—ﬁéu

Dato chs. mscq=q‘-%=@a e drg-

T

Com Sopran S = 1%511=16 = = I

Soshifvendo in % & oMien lg= (ke j—;l'* (eg). (& g"sr"' ¢

=ler = [43'-'("-3)400“?‘*([43)15"/‘(?*' @
D

, 2w
3



A—Aaxb con A< §9(2)

[OF1Y / V::lmw;i Fopl/m'rl—e}p\,\t{ ( A ST oty QC_OQ(“
Difleomortismo (Local) Tsometnon (Localk) mﬁﬂ(\’lo{b Rigiclo (seﬁo'\hb do one nisson
kol e pec ua F'lomo)

IFF X X v v 4 v

weve
wordinate X Xy ) X X)) Vv v
U=cosk, U=cotk veré S 030 Jb\/_/y_J

Goofdinale

9 (T (W), T(wy))

U oli
L
dedp Aa Une  porvav
Co|m e\‘\:““& A el von
Ko ocutve o he A1 skShe fiau
Spevo N _cuwotvr A W
('\BW
PTVES
aiihl'v\"\dlu\ X X X % v Y
dono -
gu\—Prf)/IHm md\gg (V:Jé\:’ X s\i\—;\oﬁf\e’:b\u
(c20e TFE) RSN W) Qrtegy
Uno e'l/)\/w" PRI N '
o frevo Avnbono Yol os5 - i potanols ron e viPlass
P ntoti g
¥d — .
veol cilhndbno Comble dhi deppo
(I‘Mﬂ”'m 1 P’TM Ao
Cuavorvra p0CNAn ,4,‘,,_,0“
’Wl'oﬁql—wqu)
K X X Vv Te,omf\o\/ V4 V
7 ol L et
o\ proctobo
7V M?UOQ
lq'-# &L ) H X X X X 4 \)(/WNE,M
s
Geodukichy, X X v Vv v Vv
\’d/ dowe
Jmthve
A
[63 X X v Vs (/ ‘/

Difleo S—— T p—
AU 4,7 woe U=Tud) e T =7 uw) con ok ( @Uu 'g;‘\ to
T &

Tsomehia



€S

1 e e soperficie S geochtica e fimwa di corvedom =D 4 € una Curva. piona

Tr=4(8) con S Porame\m d'arco

T A
m lllm
F(s) versore bangente. =) essendo aeoo!ehoq DdIS(S) = X 1 N
_ k() A
dN /r(s)
Thotce 5 ( )// K (8) percht Limon di cocvatoce
4

(I

AN Ky
T«m(©
b= ( Na {t(sﬂ k(s) rr(s) A ry(s) + N(s) AT = .- N /_t(&\ cotheh

0745((”’“’—4’(&))'!‘,3 = A® . L E=o D e guwhi Grhal

Quindi @®O-76N: & =C =) Lo corva € piana WD

€8
7 cova 8o S Seode\-»oa piono. won eha = 71 Lol di convelura

dim
NY=mes) , 481 N

Non cetro. Cioer kisy*o
norwelt prncipols dubedts pockt Leo) #9
.. |
A=k ns =D a@=xtNE = ae=NE

T
So.b_?o +
NG ? .
dwo dim du g5 7 €
dN du
G D= Je® =Lk T + ) b(s) = -LE X&) oo
f’”?ﬁ;ﬁ“w

€8
T cta so &oeer(ziole § D & smpe vna geodkico, , M gensolt non & Siwa di caeyabora

& No IK =0 /&)(\TD ﬁp eta e 3 ﬁrok (-0 KCO

€S
€&empio di Lwea di corvatura piona. non aeoole{-'\oo\

Superdicie di robavont G Soao parallli chw. non Sowo  geadirichs.
Sono hewe di corvatuca Pe,rdm} @zo e T=0o = [ dicevont di wrvalvra Sswo

Mmendioni e wnon PQ(‘Q\MU\



€3
T owva so § Liwe osivtotica e Seoolﬂr'\ou &> & ona porvona di cdtal

dim
e corvatora di 7

I‘J cucvalora Seodk\nm
L, cocvolvra mormeala
k=0 & 4 o
LcGEo = M@.

%wfo = 4 Lo o & nhoca
IC(n)

"= 1} sln do kg e ol oelh  UD

(x-R) + 22=v"  circonferena

er coun ;&m\fln.
ollards dams
x= R+ rcosu >R+ rcos 2 Freatar

T=r&u =(Rény

Quoli  sono procihich, quob firu ot ttwebim e gooll  oeinhohidin
Gl vic (oo(o[m,l P,oo'/lkd Sono  ( fw@uu,' X & Ay per e AQ) 7 osse 2

linw i cocvatura Sone fulks i\ mevdion: e i pacalaa =) Fube ¢ G A& e conStolarole
s ol Cocw\-ung.
Lin asintohcha :

. 1cos S
K(s)=- itz _ ¥ ooJ: ky>o sv > _
I Rt reoss " (H n ol e botgs = o

x=-sen ¥ K <o sy C



K =o /evmqoo roésvu. rup £ (nfedor

7 S
y [ /(w? skt { k [( =4 !
U wados  he  wrvobure |- —~ e L3=o = ky=t == CET

Iopo 1 Docoltlo  2uperione. ey =0 pron o wolure kly=o i farow,oo Biperdee hih ok pacobsLiel

S Lo dirr. ol Fﬂ-fo'{,w(/o p e int) & Lins oLableaq

P@/ i {’MO(A}W C&e Q——é kl\s:‘[‘\_o =\ L\r:t—’(i
ik
ﬁ A =5 Mol:fw Naw @x\—okf—g

o



DEE POLIGONO CORVILINEO

On Polx\aovvo oo i R € ona corva reﬂobore. chiosa. e semplca

1:la,b) — & o trods Coe octock ¢ ckictiv,cby=b e ,YI[ e !
et )
(Non ci deyono essere cospidi) k(i)
’_[I_((:iu)
DEE ANGOLO €STERNO A ki

Doto un ?ol/'\:aovuo combino 1  chiemiamo Qwaobo esrerno ,Q'amjobo
g Fro. AL (k) e Atk overfiol q(k) ) Sionchieds ondu e @i # T ik

Rer convenvons. < prenc. @; € (m, ™)

% |

a
On poligono oo e on poligono e k= i L | € cottanke @7
[k, tin)
DEE INDICE DI ROTAZIONE

(ong curamo r=46 poligono corwlainuo con )&mglruam Aoreo
00 [ angolo 1o, 1's) e L'aste cleln x s se(ki, bin)
g) =
angolo tro. a4() e Llosie delk x & &=k

De_eim\soo O:[ab) — R data da:
Tn formole. (va salte una. determimomons. di talx ongolo)

po avxso\p&o s
De Piniamo e(h)—t(Jl+,Qnm 0 i ph ongolosi e in genrold  pradiamo 6(s) = G(L-LHJI L(s)ds

per se (&, k) (%: O NN & fundonn continva Su (o))

In questo Mmodo B(6) € fonvom conkawa 80 (b, £iea) |, ben uliniber perche Jl‘omaobo e

Onivocamenke. oiterminoto (o_ss: e una ge\r\erqlf\zv_q’uonk
dll'india. di rotovon cha
Soaue, chw O(b)-0()=a2rk keZ con Lk INDICE DI RoTa2iONE aloi amo gia vsho per (Nrve)

O§§

Lo dufinivonn ok indlice di cokavom puct essere dlota oo shesso modo andhs per corve
non Semphici

TE0 DEUE TANGENT! DI HOPF (vedi swouw 53 pomamo pag3ac)
& 4 & un poligono corwlimo = le =14

OSS
* lo abbiemo gia® dimostreto pec curve regolan e

In Senxroh la dimos-cavona Consiske nro ' smostare gh Q"‘SOU\" .

N -

WSt & drova LMA CVrVG tgolor Con Lo sksso B (Puori davn inforno dill'ingieme. A Verkic )

= Se o Lo skesso vaore di @ =) ho andh Lo slesto indicn di rokavons



OS3

Diemo cha o corva € ORISNTATE POSITIVAMENTE | NEGATIVAMENTE se Lindice &
nspetivamente. +4 oppore. -4
Sia una rva chivse. regolore a frodh , semplic oo valon in une cacta Locok di tna Joperficie
T 9 ) P P
operto

¢
regolore,  X: OeR*—— R%; Son0 u=uls), v= @) otk con sela,b) parametro d'arco

= 1) = & (U, v©)

b) -
9(b) - O(a) ez

ALY

Definisco 0:[a,b] — R Qmaoln tea Ay (u®), v ) e r's) @ Llindia di rotovom €
Tl 4eo dhi Hop? dick cha Llindick € 4 (coe vale onchn se fa cuva € $o vnay Soperficie )

dim (& sdo n'idwa dula dim; la dim completa Sull' AghTe Tovena) (NopiM?)
Loworo 0 0e® =) comsidero fa Corva s (u(m, @) <0  dw ha com indica

di rotovont mh piono x4 perchl ¢ Semphia

Ho un prodotto Scaler. tra vettor appliceti in (w0, v(9) dato doMa IFF  (perd ol piano)
Quindi Loworare. sul {Jiomo ’rcmaenk, con il \)rod. Scalare. non Standacd ma qodm dato
dale IFF, & comn Lavocare sola sopesRicie

Oomx 1

= otrengo Alindiex di rotovom di ¢

Interpolo tro il prodotro scalere Stonolard e quelto dea IFF e Lo matey dli

(A o) +((4—/\)E U-MF )

inter polevons < o A T \u-NnF (-Ae Ae(0,4]  Combinavonk convessa

O{-\—evxgo on indice di rotabon S dipend i moniera cothma da A Tnd, : [0, — 2
(Ind,\)

Rxr =0 € LQindion di Y = estendo fonvora contiua @ volon infern = e costanke

=) Ind, 7= Ind,q, WD

Cons—idem'amo un Pol/lﬂovxo awrlimo o § soperfice @ i trati r&%obov'\ Sono trodh o
3eodx¥ic)m\,
Possiamo definie un TRIANEOLO GEODETCO O € w poligono corhiuo di 3 Lok So wna

Superficie e dmwe estere bordo di vna. regionn omeomorka ol disco aperto, Lo



i chivsoca Sia omeomofae ol disco dhivso.

€3l
¢ On Jrn'omaobo Seod,dw'oo i ;ma SRera fa i Somme ough ongolr interni € > Fw
3 ow\ao\)\ et
O§S (cmaobo eskeno

De@imiorno 3u ANGOL INTERNI @i kol ch WP+ =T

elumerto inbinitesi d*
TEO GRAUSS  (cow parkicotar) Ve e e et e 1

Doto un Howaobo geodetico S0 una Superficie = W+, + ‘+’3=T\‘+£|<do‘

€S Srcen
de 2a $fera ha faggio r = |<=%1 =) F{Kda‘ IRl“;zTr—fz=T—lz:
=) (1),14'&!)7_'\'(!) =%_
ES PSEVDOSFERA K
Considenamo vna Soperficie $ be K==t PSsuposrena Y2
Ya 93
= POF ‘\'GO P+ P+ YPs=T—PreaR < }L <
— —_—
“
ES
la. psevdosfera si ofhient fatndo roctore o Tralvicn 40 = (Sent, cosk+nbank) ke (T )
3 te(o, I)
Ho (o proprieta® clu Lo Q»ns\n. h é&gme/\lro di Jromcdemlre,
Y VWN-R W
) Smpe 4
><. I tra by e A pko ol +o|/\3eww e Aongo 4
//x \;o%o‘bor{ in 1{-
2'(0= (cosk, —strt + + :i/: coﬁ\ (cost, —&enh—) (cost, ng:f
A
I @)1= costt+ ;’fbk R o W R R
= 5 le'®l dt =... = dnseat f»nﬁ\n. d'arco = trovo t=t(s) = soshbiisco m k)
divente ¥ = #wy=(e5...) = 1= (e, ..) S € (-»,0)
=) o du 11M0I=4 e doto che Lo compornne x dii 4 Coincida con La Compornte x o
N = il sesme/.lro crooto € proprio 4 (9 = he J&mﬁ\r\nw A bermit pec dopedtics o tobaone
angolo dhi ro{-ovo/vl1 / (esy”
Considenamo Le P&odosg—efq =) Pom(cmo S=u S K(u.l)')—— Zs =—/
0SS ey

S |
&)P?f&?ioke x:0—R® diatovon é'=/\A:Ui’IR3 Ao D l(‘(u.vF‘j\‘l K (u,v)



dim / TFF
Xu=Axy Xr=Adxe D E'=NE ,F=)F, =g = I=)T
N"‘ /\Au/\/\é\r L N =) U -

T I Azun ARel

b, e ki=tL, = Kun=4 Kuwy

3
TEO GAUSS-RONNET (LOCALE)

% 0—F Sopericie pacamebizzata con F=o. Sio. R < x(0) regiom Jemplata (cioe
N cioe poremetnziavon ortogonal

omeomocko. od un disco chivso b AR=7((a,b)) con « cwria chivta. &mplicd regolare o Aol )
Coe R pol)\aowo b | v Ao Pmd&omo onentoka Pos'\k:\\/o\mewl-e. te =740

Longh. d'acco. Sio a=secic... ¢8=b con 1] & e sio O L' angolo esterno

Csi, $ia)
nel vertiaa 4 (s)

Siel angols eslerni AN
723 (s
=) LL; g_' E}(S) ds t IJ I( de + ZGL =2

|—___’—I
"per it AT A Ny @
§ K ue) {€6-F2 dudr B =4 (N = 4 (Siea)

m P

La cocva N € dela I%orma A= % (u(s), v(9) = Abbiomo \isto e formola per l“s-

l¢(s) (GuU‘ E¢u>+—SL per s€ (st Sind con @ du €
se (5, Siad
g awgo\/o fro xy e ¢ (éﬁ

e Sit+) ” i+

e A .

' vedi Tos¢

C L S GAUS&E:RGEN dM 2‘1'0“ wm]gh dlareq
Cuv oon =2
g £2J¥(6uv Eu'u> ds = IJ <2J§ (2@) dudv = —\YSK\I_dudU' i \”KdG‘
mk’.a(oﬁn ?ormq Gy odu- Eu-d / —(Q K(P-)
[Te:a i Hof@ estendo Lo cofva pai-;H\lam. onentata

3 L

& (@i tsiny - ) ¥ S_gc =2 @ dibinrbo soko
L &l'acoo con

- QKdo— —éewzw VD se (s, Sin]

% (&aso ParmooLARE) i
Se f]/| € ouna Seooldw’ca = k=0 = La Pocmolon dliventa ”Kdo-+ 2_6; =271
CSE,SE-\-J a R izo

Quindi 7 poligono coriliwo con L+s trath regolor

Pmaol/\ inferni i=m=0.  Soshiviamo < ofteniamo

e i

ékdo—-i- %(Tr—ou)=21r =) %Mt=(k-u)w+ il(o(s“
Ror k=2 ‘\Tiomsobo 3eoowri00 = dotoytol, = T+ £|<olo- <N
e o Se& o Hera unibona = K=l = dota,+d, = T+ Ara(R)

Se_ J e ona p&euo\oﬁex‘a = K=—s 2 dotd+dy= - Acea(R)



Brl=1 & ha w BIANGOLO R = dot dy= “Kdo—

R
[2Y
/@ Sommo. onaol/\ mtermi T = £Kdo— = &Am(&) = a‘ 4T =T Ok
gﬂi‘m & Lo Sera ha faggio r = K=rl_ = = F‘,_Am([l) = FLL QTrrlql =T

I . L
,(op‘& Somma onsoh nterni 2 = oo+, = il(do- =2Zr 4mrt = 2w

Ho un Pol/'laowo cwrhimo Gon oL =3 ¥i=0,42,3

T mendian: Sono Seoown'du\ e andh il pacalulo massimo €

na Seodd‘\oo\ dlipencih dlalie porom.
n Par’r'\oak.ar{ dod ve&rs

[¢79 ore. wOorma
Abbiomo gic colcolabo chs Lo cucvatvra sul pacalulo mossmo € \<3=—/§ T
S S
Calooliomo flca(S\ds= J%ds=—é%a=-1£ sv fulh g i ot Lazo

$ S
S “ Shungh. ol Hotto i poralilo Superiore
- heccht it pold
= Z_ 3‘[‘ '43 (3)ds = '12— e pF:A’OOr&o ino&e/\l;?orar\o
(=0 [

faromebinzo ora fa circonferenza d obbiamo Loto ruotare = Llasciste e
U= 8=r@
}
X(S)= Ot rcO8h = a+rads $ con <€ [50,8] = BAobiomo vsto dun La corvatura gow &S,

" . o IJ d __i 1 [ToN?]
Lung SuPex\?‘o\e, L robopon. € T X T (osroxo) peichi §ho GonKdlicancto
Perldzu‘ F=0 \ mendiono dove se (So, S4)
C’.)ns'\dm oco. do=|E6 dudy e | cambio di varablh 4=0 ,v=0
rT T, L v, %
G)‘s )
IFF: E=x*,6=4, F=0 = Jkde =£dnr I — du =§ Sméedud9= Teos(t =L
Iwuea Zo(; = = ZB;= 2 T—dk = 4T—2% =2
Qoindi & EIL}+ fke 50 = 2n O
ES
= N
R, Y

o\i\somo

Gorulino I‘EE ’Q”“%O N colrldo\ Pordm? b acch dli %eodxﬁdr\x

[
=T = _}:—__0('\ = 2w
paramebitievonm. A Yoro = Per Gawts-Bonmt I\Lds' =0
R= A(CO,L}:]XEO,NT]\ Vedi et T =
i’(ds— L z j0059d9= (0]

o



L onsobo di rohevont offormo 2 (o9 ied Lo onevamd chiamato o)
polagono

Corulino 0T, ) ueloT)

s Zo=2r =) des‘*‘ ILﬂ(S\dS’r[L,i(s\ds + ot = 2
,_‘S___, l’Yz m |
w _117?_ _.'lT/L
ES Pseudosfera x(s)= &t
A(s)=€' S€(w,0) Soppiamo Cha  X()+ B(s) =4 L 2(5) ={4- &
’r'l.‘2 ?-—-_m )
v (0,2
A Abbiamo calcolako K = -4
(x(s),0,2()
< |/5=o - N = (1(5),0 ) —X(S))= XuA Xy (ha ge' norma 4)
Z
S

xu= (0, x(8),0) Rg=(X),0,2()) 2o x<¢o

E=X(s) F=0 &= e =X L=o 8=)’<(s)§(s)—5<'(s)é(s\

) [
Corvatore Pvmoipa\/l la= % = %SS)) = Ae}e < (paralubo) l,= -;— = '—E;: _ﬁ
u '
R = x(femx(s,9)
i s=5, §=$%

S

Ixmds du = - g N (e¥-&)

S
[anaola intern g eslernt

& i =2w =5 6

o

4
Skd6‘= —ﬂmQ=’J
A

(olcchiamo ora. Lo, Coryahura 8eodx\ﬂ'oe in direvom dM paralulo

wetvure du paralido
b=l k== = L=l-lim-d
perdn ue (0,1 —s res ~ roggio di aurvotuca
@UMO“ 5 )43(5;) dt = wet raggio
poram. d'arco dul pacalinbe t= u'x_(?)'= ued

(Ferd/ul & dme anwlece con fl(do‘

Tl contibooto ﬂlobah di Ica e ‘rre‘s"—we&

Osserviomo inoltre. dha. ge. $4—0 e Se———00 = Z\Yki—‘w e AcoR—

[OANY
Jia Lo Superlice

<l
[
|
=
Sl
I
S

X=X (uy) e consdwo il combio di coordinale

. 0% Ou

* E@7)= su- k3= ECuwv); F@F)= 2x k6@ = Xy 20 @, F) = -F@F) =~ Flu,0)
G (7, 7)= x5-27 (T,7) = GLu,v)

Xu A Ls 1 '
* = Il xua A0l N(@, ) ==-N(-wvw) = N cambio vecrso
Dx
® Xgg = féﬁ “)= Zuu AFF=2Xypv  Rpvr =T (—;%’("éu):‘éuu*
. ——




direvom Prncipaln
* A= Lkan o M (e)=-dlwa=-k, ;s > L,=-L, |
coruatore. principalt foto seome‘\r'\ca = B= bavl, _ —lt— ke, =—H
AN =l ® IAN@EN=-dN ==k, = k,=-L,

®* C'e un'isomea +ro 2 ¢ ¥ data dol combio di coocdinale {%-:

DEE TRIANGOLAZIONI DI SUPERFICI REGOLARI
Sia Se® Soperficie regolare | Sia To un Mangolo coruilinko (bordo ai tna regions semplacs.)

TS W Ona %ﬁansol&mom € w insieme o triangoh tc
* S=UT

¢
* Yi*xy TinTy =<verkﬂc\ Comunx,
Loko comun

DEE TASSELLAZIONE
Sa P Pob\gomo wrilino Pie S, Ona fosseovons di wna soperg'\o'\e, S e m

inSeme di poligoni  curubinua reao\,ov'\ ke
e S- QPL

¢
* Yi+g PinPy =< veckicy Gomuna
Lako comuwm

S

Toro Tasselavons m 9
i q/k)advila\-en' corvlinm

TEO (DIM ARATE TOVENA) |
\S &)(Jef@iole compakta =) 3 una Jrvianﬂolabor\k ?iva—a di S (S=LL__)IT\>

DEF CARATTERISTICA DI EULERO DI uUnNa TRIANGOLAZIONE ( DI UNA TASSEUAZIONE)
Lo carottenstica. di Bouro € X = # hiangoli — #laki + 4 verkic
oppore. o fasselia

(S
\Sgexa = Tetraedro 4 ‘hn'qnﬂo[)\
6 Aati = AL=2
1 4 verkhci

8
oftaedro (altra tangolavom dilha shera) $ /\ g triangoli
i ﬂy L Lok = X=2

6 Jverbha
ES
Tasselavon. dre sdera [6 faca

\,
- ==

3 verba = X=2
12 Lok




TEO EVLERO
Per oc&mi poliedro conlesso X =2

ES
Toro (NON & OOV\\I&SSO> 3 tassel
) Tassehavons A3 Lok = =0
s q verthic
[ 5
Toro A3 triangoli
. ( 23 Lak = ¥X=0
3 verbic
T€0

Data wa soperdicie compatta A caratterishiche di evluo di ogni tassellomons,

(ﬁanﬂolauorvﬂ Goin cidono

DEE CARATTERISTIA 0o uNa SuPeRrFIciE
Grove al teo precdmle. possiamo difinire X (S) € Z

OSS

K(S) dipendx $dbo da S a meno di omeomorfismo o S=S' = X($)=KAS)

S

Consideriamo Supecdic onentabili Compatte connisse. 8 meno di omeomorismo Sono:
genere delta Supeclice
Sia S soperficie con g buchi

Se () @ X(Ss) =2
Sy =D A(sa=0
SL x(&fi -2

! g buchi
\Y @’J (S5 Pk

_171—'1 T ha T Lacu; B daki; Vi verbicn = da soperficie

compussva avra®  FH+F—2 faca; E4+€2-3 lok | VitV -3 yeckicl
2-2(§-) = 7.—?_3

=> fx‘nﬁ' = (FA*'FI__Z)‘ (E4+E-3)+ (VA+V'L-3>)= %(T4\+’XJ(T7_)"2 = -2 Qb

W T hawlbvco & dimostca come % per ncwovon.
- T2 ha g- louchi (vedi pack rossa in %)



[€E0 GALSS-BONNET GLOBALE

Sia § =R Soperficie onentata compatra (con wna tasselosont |Pi})
o ha suso fare Lint percdht S compatta

= “ Kdo = 2 X(S)

OSS
gkds— dipendx Solo dalia mebvica (TFe) ; X(S) dipench solo dalla topologia

P

Il feo e analogo al teorema Wi corve ft(svds =ztInd? Con ¢ corva chivda

T
DM

ConSidero ona tasseMavonn {Pi} in modo chx ogni tagtelo gra i una

cacta Rocolk. e posto apphicare Gaoss Bonut Locols ak tasselwo

Osservo dw GB Local won dipende dala paramehinovon. =) Sopporiiamo chx,
Jocolmenle esiste una pafametizianom or’rosowo\u (dolbiamo ancora dimostrarko)

orientanons positiva dih  lordo

l ovientavoni dih loto Comumn a 2 tosselh Sono opposhe
Apphchiamo €& Localk ad ogui tasselwo

i angolo eslecno = di= -6 augolo interno

ol fassewo R; con @R= Uy con Ti Lok chu Sono corve regolavs

ﬁ Kde + Z_ f %(s)ds + 2_0y=2m
Ry :

Ty

Sommo S0 bl i+ tastela R;eS

Ef_' ” Kde = H Kde

Ry S

% ZL-_/; lca (ds=0O Si eiminano 2 a2 perche quando comboio tosseo N Lako
iq

CoOMmunL c,om\oia onemravons. =) LJ cambia Se,%no

—
2 E’GU =2 & (r-ay)= & T— & diy = 2wk — 2wV
J T T T K
F=dTasselr

B | E=#dot V=3vertic
%_ 2m =2 F

Uniamo folto e otreniamo gkds +omE—2rV=2wF =& gkds = 2w (F-€+v) =2m %(S)
D



€S
Se S omeomorfa ad wma Sfeca = szkdo—= L

Se &=S£6r‘q di @ggio r = I<=-\‘;,_ =) S;j'—;'ld(y:-‘ﬁ Am(s)=riz (et = G

_ __ (B
§=Toro K= R (wrrcos &)
= [E dudv = (atrwst) dudyv
2T m
s
\gkd6‘=— c§<7hr yc};&’du =.=90 S haandu K(s)=0

Je S ¢ ma supecdicie omeomoda al toco = &Skds‘=o

LEMMA

& § e guperlicie Compata =) S ha almers w pko eUithico

DM Sl
Tcovo una Skera Gecosentta a S di raggio ¥ minimo =) Se PeSa P

= KP) 2 m>0 = pe pro entico  QUD

PROP

& ScR? Soperdicie compatta e ovientata in R*e Ke cotranke = § & omeomota

ad una sbera

DIM
K costante = pec umma Jped pro eliico = K(py>0 = essevdo K cogtanke

Kigy>o ¥Hqe S

[fkae = 2ruue X dlelia <feca
I K costanke = Lonica >0 € XS=2 = S = SPera
K Acea(S) >0

(OANY

S Scp? Soperfice compatta e ovientata in R e K(pY>0 Vpe& =) SESQQX‘O\

(si dimosta alwo Shesso modo delia dlim precrdienke.
20/05

DEE REGIONE REGOLARE
Data S<® una regiom regolae ReS € un softospovo  Compatto, Conmusto taly chae

R=8 e MR €& ounionn di un numero {Zim'\'\'o di Polx\sow'\ Corina d'\SSior\-“\ fra.  loro

R s chioma onch Soperficie con bordo

-~
ﬁ//
<’

//

\



Tio (o D) (Fassellanom)
Data una regions v&go\am ReS esiske una Hanaolovor\& {Ti\; di § t.c.

e
R=0 T; Coe R & unionn finita di "'n'ancdo\/i
J=1 lati ded bordo

Tnholtre | Po\igon'\ owrnhines di ©OR Saranno umon. di on “numefo ’%ivﬁjro oh ,Q,aH"=J?/|,, e
numero di vertic
Gonterranno vn nomero ugoalt di vertici della friangolavom. Gi=Lu

QS§

Bisoanq skae attenth a differenvare i verfich dil bordo e i Vet dilia HGV\%O\Q’Z)Q/U\
sul bordo . Sia oL = # verbic dul Po\)\ﬂom wrniinwo  di bordo
T verkea du Po(/icaorvo criliwo Sono verticy della Mawc\:]o\m)om\ (non Vol it vicwersa)

&3

ﬁ Queli Segv\a’ﬁ cow o\s\/\ om%o\)\ ono i verRon dek Po\/\%ovvo di oordo

Queli com Ra X Sowo | vertici delia +vianﬂo\omonx S0l bbordo
Osservamo du Up=LL,=6 . Essendo UL = # verkic dul po\)\ﬂorvo wrlinwo  di bordo
cambiamo nome e Socnwamo Uy = Upe
Chiamiame invecs. Uy = 2 verbici di bordo chw non gono verkich dk Po\/\cdovuo comanwo
Ndl'e&emp'.o ddoiamo Upe =4 e Une=2
DEF caArATERISNG DI EULERO DI ONA REGIORE
Daka una region reﬁo\are. ReS trangolata (§ sopericie) dikiniamo

/de\Aa Paugolavens N
IX/(Q3= :Fl— EQ*‘ \/Q e Z dO\Je FR= #Hanﬁo‘i\ n R) Ep_'::ﬂ:,eﬂ‘\'\ wm R ) \/Q= #—‘verHoi i R

TED (%o oim)
X(R) non dlipencx dala tangelavonr (goindi X(R) & ben dxbinito )

& T

3
O ACAEY] Consiciamo La wova 3
& Soper ticie. = RUTUT VT3 U Ty

Ty
Toro

RUTIVT 0Tz UTy = 8'x8"  egsendo X invananke topologico (Goe nep. omeomorfismi)

X(ROTUT VT UTY) =X (§'x§) =0
= } = X(RY= -2
X (R)+1 -2
#faca #laky
R W AR =Fp-Eatle e V=V F=Ftu E=Ea-z
(won abbiamo aggivto vertici)



(ON\Y

Tuto questo &t Semrc«li\zza aln tassellavon

ES D
& RoQuT= gx§ = X(RuaovT=o .&=3’)C(Q)=—z
=X+ 2

(®on qoes\-'\ 2 esempi abbiomo verificato il teorema

OSS  sopemrFicl DI Genepe 9 N l. CoMPONENTI DI BORDO

& Se ua soperfice ovientata e R e wa regioan regolare
ciambelta con 9 buchi

} L
= R 383— 1L=)| D = 83"‘ con D; omeomofo ad un disco aperto e

Di omeomorf: a dischi chiosi dlisgivati

M

S

4=2 %(83.k>=%(533—|<=2—23—l<
= ) < l=¢ } Vsando lo shsto +rocco ciigh es preadents

k —
g Y ,Q\ D¢ immagino i dischi Come tosselti X (D=4

O
C”n
Ch
)
o
1
cH

Si puo' vedere chy &ﬁlkg&a‘,k‘ & g=g' e k=L

DM 4i S

<l oo perchi vna trangolovom di Sg,k mi da* una Hawaolauor\&v con Skesso
nomeso di verha, fac e laki
= SS"" Esa-,,,_. = (asﬂ.k E—%Sa,u (BSS'E l/IQ IL COM/\)ON/T\'\ O $§
= k=l

(gl Wia ' Compormt connisse

Sﬁ,kgsﬂ',u = ’X'(Sg,lf_)=X(Sg',le_‘) = Z—la—/IZ:Z—'ZS"J‘\/ =) 3=3\ D

es
R regions re.go\are, Semphca
Go€ 2disco chivso e R 2 Digco g=o L=4 = X(R)=4
Linterno 2 disco apeto
ES

= X(R)=4-L




TEO BALSS-BONNET PER RESIONI
Sia $ vna weerficie onentata ; Sia RS regiont regolare il o bbordo QR & L'onions,

dis@w’m A L poligoni cwrilimui onentatri positivamerle e parametvizzaty pec

,anghezm d'arco
U — corve conbwe
e a trath
t

Samo 1; I parametizavonm du POV‘CJOV" Wi i=4.. 8
S\qvuo 9.3 gl/'\ ov«ao\/\ etterns i Jerkic di ;
gkdﬁ‘ + Z f L, (53 ds + Z___J%_- Bi; = 2mK(RY  dove Ji=#veckc. det pohgono Corihiane Im (i)

oSS
* Caso locoly: R omeomofo ad un disco chivto = K(RY=4 , L=4

* Caso 3\/obab;- L=o

DIM (vepi soL po mamo)
Considaro una Mangolavon (o tassellavon) di R ITl, comu ke Hp

'&)()pov\ﬂo e ogai tangolo (o tastelo) contenvto in una cacta Locale
&)pponﬂo F=o0

Apphico 68 Locall ad ogni hiangolo (o fasselo) e sommo so tulhi 1 tviangoli
(ch. Sowo indiczaks da )

. ; ff Kde = ﬁkdo-

* L [ lyods = & [Lyds (S0 climinano 2.0z bok i Conbibuti Franns quelis sl bordo
Y, L dw Sono indicnok da 1)
angal wﬂ-ervu

Bus
° Z Z eu] Z____Z (- D(uJ) A\
+o«sse\m} ’\Vcrhu svl o sielo
(Ossecviamo chae i Ouy Sono assocall Ok verthic della

tangolovom. e ai Loro tiangoh o tasselh)
Ver’n& ol bordo\ 3'1. atvi verkici delia

. . . . thangolaz Sul bo rdo
S\a U=% \IQ(\’\O\ della ‘{'Y\QV\%O\Q?)OM\ di R = Ui+ U_bc, = ;}‘+ Ubce + ULt dr:v?oon Sono verhca

dia corva T
\le(ha wnterni

%o(uj dipendt dal tpo di vecha dove dyjy € awgol/o interno M{iaH—'\

g fj N & il vetha & interno = UZ]_o(u,]= 2T U
A S il verka e ed &

= % D(Vl.] = %_ (Tr—eiﬂ



3 & il vechon e sul bordo |, € velkc delia Jrvianﬂo\a'oom ma. non
\/er\'iO\ dia corva Ai bordo =) %du1=wul,b
Quindi 55’_2 Bug= E-& (T-dug) = ST — 2 dug= &= 2Ty - £ (M- 6ip) ~ TV =
* otk gh indion wJ indiczanc il fotal womero di volte. du vengono

ecoorst i Aok
P Lok intern daby s\ bordo
dMra thavgolaz  della Man%oloa)omg

%% Tnoltre Sappiamo s A= ot =L/€i+ﬂi
- T = "7«.”_4

I\

Quindi quTr =omli +TAhL

T . . .
Perd/\k i fob intecna vengono pefeors 2 volle. ciascuno T(Jbr_
e

LTt 4L o U — T, — %(W—Q;J\ = 2mhi +TLlL — 2T U — MUy, — %Tl‘+ }T}Q‘J =
Sesso ragionamedo di prima ma soi fok di bordo (osando che Lp=uv)

=2mhi + ThL — 2T — T = (—ThL+ TG + T ) + _% 0i
[}
#htlfﬂ-; #’rr{-.vedio:
= 2MLi+ 2wl - TV, — 20 ~ Wpe — WU + %_Q-IJ. = orE—omV+ %.9;1

o Ora Ca dtove
eSw §)

F N (—/\1’\/(\ Soma
}f{;{_ Sy {Q}Zﬁﬁ ) bianpd



€sA) 21105

Ser? Soperficie compatra di corvatura K>0 = S & omeomorta ad una Sfera

SvoLg K>o
!
iSKdo- =21 X(H>0 D XH=2 = § & omeomoa ad wa Slera

(hon & dufto chn Sia mcessanamele wna dfera , per esempio  On elrstoida
2z 2

| £, 9 2t
dd fipo Gt ptci=4)

OSS 0 (aio visto)
SQ K costante >0 2 Se ona S-%erq di r‘agﬂio %

(O

S Soperficie con K< 0 = non esiste una regionn temphan | oy bordo & una
geoolﬂ—ica Y

OIM
& pr 3 com nm Hp = |<3= o Aunge la geoditica Keo K(Ry=4
Keo GéB

/\/\
@é o;g[{ds‘ Lorso  AsSORDO

€S 2.4)
Jo K>o pec gualdu xeS = R come mWoss precdimke. post etiskere , per

eSempio Ra Stera Con il curchio massimo (3eodkHcoO

A
ly=o k=2

2

\E,';:_ de = -r';_ Area R = z;fk = 21 = XR)
NeW'esempio dila Sfera i vedt chu ¢ sono 0o gesdukichs. chivse

ES 2.2)
de K=0 pradiamo 1 geodubica chivsa ( Gioe® corva chivsa Semplao)

(il piano non va bem percht non ha geockhichs chivse) preadiamo il cilindco
I pacalteli sono geodikiche chivse e non Sono il bordo di regiom semphct

A4 ,X(R)-——O |43=O QNW%O My e M KEO

[A
r. é.‘ Jlta di=0 = focua | Yeorema di S8
Ti

QSS9

Se, Keco e se &= Glindro = esiste al pict una 3@00{)&—'\@\ chiosa

(s)
€S 3.4) SOPQ(‘%\O\Q di rotanona . %&miCa 800dLHCO\
Roctiamo la cona  p(91= (x),0,26) x>0 *—pGsa)

\




K(s)=—’;(—(i:<o = XO>0 = X cresamle = x(H=0 al P per on valore s=&

= 8 ha che pO= (%9, 0, 2(®) e verbcalk i & = I paalulo e € una geodihica

oSS o
de Keo non @ postibile avere R regiom dempic ke AR=Imp, 0 Inq, Con My, Y, archi
02

di Se,odx\-'\d/\x (qoind'\ Ve rf,%o\qrﬁ "Z—Anaolo" Ty o Ing, = APy, P2 R

Pa

biM e

\Suppowao Pn chu la tesi sia vera alwra © ha chae
k«af'o ﬂ)UVIgO Mme fa = /\EAILOO(S'*' £k3d8=0+0=0

(Ol <, (B2l <™

(B

r_hads+ “Kd°—+&+&i 2T =) dame esser gkcb 2o = K=zo ASSURDO

i= R
T ~ R WD
€S &) i i
* Rr esempio Mk piano € oUno 7<,r?_ ® Nel clndro
m,

* Nela sfera € invex possibily

oSS »
4’ “/f—Alf\aol/o"

P Keo e imPo&s'\b(u avere. una geoowr\ca ok Hpo
DM

JP\JKJV 0,= 2% l84<m ASIORDO  (AD

<

Qss o

Vl—awaol}\ (n23) eSistono anchu se K<o

ES 6) G
non Sono
Un “3—an3c>ln" gl(deﬂh +0,+0:s =2 Oi(=T-ai oa+otoly= T+ glédo" covrcaddivon

DIM oss =

" S e omeomorda ad un clindro K<o = 3 al piv> una 3eoouﬁca chivsa, Semplics.

* Peril cindro K=o ok
* kKco § = Clindro = R*= (0,0}
Soppow%o Pr cdu G Siano ;e 1, geodihdhu chivse disgunke = L'ovigiu sha ko

regiom Limitata da e 1, (Qmmed verreldoe contraddetta Losservavonn 2)

,(7.
/

Sopponundo dhu MM = Cidoro sopporki)




_T€O D! JORDAN (no o)

Data una wwa ¥ chivsa Semphicn piana = R= Imr ha 2 ComPovwx‘r'\ Comesie

di i vna bhmitata e L'akra mmtota

Inotrre quella Uimitata & =

ad un disco aperto Lo aui chivsora

>~ ad on
disco chivso
Quindi X(R)=0 ASURDO Perd/vt auEmMmo “Kd6‘=0 Ole,
<O
ge Mme 1 S incontrano  avremmo uvna Sitvavonn ik {-iPo
75 Regionm &QMPUQ tra 2 pew di geOdAHCQ
N (biangolo su wna upeficie con K <o) AKLRDO WD
€S 32) Psewdosfera  K=-i
Non ha pacolelr geodutichu e non ha mandhs  geodihidhu  chivie
QSS B)
K>o, 1,12 geodr\"\d/\.!\ chivse So S Sopecficie. compatta =) 4,1, S mconrcano
DIM cilindco -
S 2 Sfefa. per OSSA. Je Pn M e 1, Mon Si imncontrassero

= dR<S region, Ra S$'x 0,4
>0
= A(RY=o

AR=TImm 0Iny. = P 6B ngo' = 2tX(R)=0

ASSORDO WD
€S 3.4) EWssoidy

LY

ES 3.2)
Skera OOV\E’: buchi
3
o XRY=-1  Keco Qr=0 Imr
<o =
‘ H Kde = 2mX(R)=-2r =) & possibili avere vna §trvavons
R
a3
" - ik genure
ES 1.3)
(onsidaviamo una, Soperfice con K=-1 diffa SOPERFICQIE IPERBOLICA

= gkds‘ =—-fAreoR =—-2r =) fceoR =2T

&O\)()ovl'\amo Area Ri = %‘_ X(R)=o

fﬁf Kdes +6, +&I = 2w X(R)
_L_z-ﬂ e T Ol
3




ES F.1) O
@g LSch‘ =—AceaR
K=- " = AreaR= ¢
M 20X(R) = —2-2m

A(‘&O\ Q;= AN_QR =T ..
[A -+ I \

Jera

aB v Ry ” Kde +0,+60; = o= 27 X(R,) Ole.
R4 23(05
QSS
S Soperfice x:0— R cacta Locals, orbgonab\ (cioe F=0) dwe. estere. onentota

poSitivamente

Sa Rex) regions demphcs e Sopponiamo du OR=Tmy con T:[0.4)— 8 corva
(anchw @ cegolare a Yrath)
chivsa regolare semphicn parametrzeata per Lungh. d'arco

Considuro i frasporto paralbo di ws e ,M(S\ tc Iwoll=4
fom. ol'aroo

> Otrengo una Porvom. w: (0,41 —— R (effetivamee o () € t,m,(s)) g

Tn ﬂemral.k w (L) F wo
Prsso comnsSidurace /Q'avlao(n tra X0y () e wi(sy e Lo chiamo @

Uanaol,o ta Wwl) e wkE o @R -

4
Abbiano wnsto [2‘_:1‘]2 7—J_E_6 (6.4 - Ev w)+ j& com, obbiamo Ratto in GB Locak
perchd ur e pacalide = ) 2 S g
Possiamo alwora trovare QU - lo) = J !F GuU—Erti) ds T gkds‘

UJ'o i queﬂ‘v j\ Kd& H (’lilELG)u—-,- (%)u dudv

Tn‘ancdobo Geodibico £®
+an3enle.
W P -9@=F Htoma pecht “Kdo—— FiAraR = ::=

m
Z
ES
Bianﬁobo 3eodd-ioo
PR - Qo) = “ Kde = 7, AeaR =T =
€S
wsw(m ((’(M—((’(o)“ “Kdo‘_ ‘;'1 2rri =21
v SOOno, Oil/iwdro,SoFef{iioie du ‘\‘awg_
OSS

& K=o (S siluppabill) val La prop: S Suluppabite & S e wn cono, un clindro  oppore
Sopericie di tangenti




Consicuro Wo€Tp(S) e faccio il trasporto paralulo Qongo 4, £c 4,0=P, W= e
 con &)nah.d'arw
trovo w(R)E€ Tg(S)

anah.o\’aroa
Traspocks wo Longo i = 1,0 =P, 1,E)=& e +tow w':[0,2]—— R’ con w'lt)eT(s)
&)Ppomdo di avere una regiom semplics. R tc R=TImry, 0 Inn,
o«=angolo ta wR) e w')= IR[KdG— —in ﬂemrab\
Ma Se fa Sopechicie e sulippabily (cioe K=0) = x=o = w)=u'®)

Quindi = & 7., 1, Sono Cammin omotopi relativamerte agh estremi e K=o

= il trasporto paralulo Lungo 44 e 4, nwon cambin

O§S
e k=0 @ ¥ bordo di una regiow Semplic so S suloppabita

= QI -QY@=0
de invect 1 corva chivsa Semphs ma NoN bocdo di una regionn demplacy
=) NON € duko du @U-Q(9)=

£8 I'RL

Conor Una retta isomehico ad una porvOnL di piano

Quindi trasporto Lumgo wna rva chivia Sl cono mi da' @(R)- Qo) =4
Ona wwa gemplicy chivta sl cono (=) & omotopa a &) onentata positivamene , se gl
faccio il trasporto pacalulo vent &empre @(Q)—@o)=o
Se. Ra corva chivsa, now € Sempha. e Laccio n gin (nez) = @L-Q@r=ndA
P J @ ¢
porck Sono 0{\Ao+0p'\c- equivaluty

(ossevo . m, (Conod 2 T (S =~ 2)

OS8S caMPI VETORIALL SO SOPERELY
Dei compi vetoralk §u una Soperficie paramebiziato Sono dati da

Xuw) gy+ Ywo) 2e Con XY funvoni almero continve

DEE 2ERO (SOTO- PUNTI SINGOLWARI

S ha o 2e0 isolato di wa campo vetroviala Per U=uo, U=Uo & X(uo,vu)=0 e

Y(uo,00) e in un intorno di (Us,0s) X(ww #o e Y(yo)F+0

-0



2

oventata positivamee
Considuro r:lo,£]— § cora chivsa Semphuan bordo di una regions semplicn. R

tc >_&(uo.¢a§€§ P%o S'mao\am i R non dwe conteruce alt ph smgo\avi

(ongs dwro ,Q‘ancaobo Q) tra X(uw) 2y+{(uv)xy e una dicvons. Lissata (per
€3eMmpio )su.)

O—H—cn%o una fonvon Conkinua @A) ——R = @@-¢@ =-2n] dove

Te 2 & INDICE DI ROTAZIONE DEL CAMPO RELATIVO AL PONTO SINGOWRE  dan <Hamo
condicrando

Tnolte T non dipendn dalta corva salra Porc‘er on entrota pos'\\-\\lomex\l-e,

Campo radiale. di coordivale X =u Yo =uv = I=4
Xy
I=4 X(uw) = -y (rispetro all'esempio precxdinke. ho awmedoto
Ywo)=-v
ok gl angol di )
X(wo)= -0 TI=4
Y (uv)=u
X=-u //A\\ I=-
V=u W @) - Qo) = —2
\('///lf/
X(uw) = 2+t QM@)-¢ =0 j :__‘:”‘1’__‘.:
fwr)s=0 T T/~

j\’\) L//C I1=-2

70 (\C




T€O HOPF-POINCARE® (pag 232 Do M)

S Supecficie  ovientata compatta con X campo vetrovial so S Con k1 momers Linito di
punk Singolan Pi di indic Ii = % T(p=A(S)
L P

S'msc;lar(.dix
DIM
Soddivido § i 4assels (o Hanaolx\) i Mmodo dax oOgni +asseo € contenvto in

ona cacka con paramelnzzovon ortogonalk , il bordo du tassels non GonWens

PE\ 6ingolaﬁ e Aivterno di un tastelo conkens. ak piu‘ on Pk‘o Sinsolare_

a0 o (o)

(010))
m @) Xy

u camp> pacalo Longo una wrva regolare a

ol chiosa bordo di una regiont. §emplhay

traspocto
Parqlﬁ)o di wr

PS1= angolo +ra Zu(1(9) e X(T(s) con (o] —3 con Qngh. d'arco
¥: (02— R funvons continva

P - Y (o) = 2T T (p) p & Lunico pro Singolace di X in R

Sageiamo anche  chw ¢ [0.4] — R conkinva

/9 qui Sivedt ancdu du T non diperclh daa
_ s W
(0@ - @)= (Pror- 9oy = fkf Kde —2mI(py ~ FPoamemmowens seim

@ Non contien pki S'mao\avi
Sommiamo i contrbutr o tutte 2 idunbite di questo fpo ak vanare di R
tosseo so S
le curve egolan a trath bordo o van R Sono onerntake posikvamente.  (Usiamo

it fako v aver Sako on'oventavont.  (0s3: Lok dw sondo comovi a z regioni

sy
Sono oventali con orentavons opposke A seconda  delMa corva) @

Sioawo  0<¢§<Si<... Sg=L =) i Laki oo v (CSE, Siead) i=0... g-!

Tl contibuto di R e dake da

posto rscciverls comA Somma Yelrscopico

q-t
(P - @)= (@l ) i };0 (CF(&.m - @& ) = (PG - @) = g Kde — 2w I(P)

SO{Y\(Y\O ora Su R Sommando §u R fa 0 Perdru}
§i annvlano 2 a 2

& lkde —2 atI(p =0 D NI(ds‘=21rZ_I(P)
hsx%lm % R g 3 f

[ — =&B
c'e s R conkemn pro s'wuaolqre, . fX.(S) GJUD



€S Q

& Se omeomota ad una sfera (=2 = G Sacanmo 2 pti Sinaolari @
XPry=x@=o TE=4 I@=4 = X)=I@+I(® = toma il teo .

(OANY
Lo sReca non petinabila

& SESQerq e X compo velonal o § = 3 pe S tc X(p)=0 (p@fc\m? XS =2+0)

‘©\ Toro  (Soperfice di voravonn)  oppore §2Toro
/

— —

X(S)=0o = ¢, om0 compi vetroridh nom i  pe esempio X=xy
campo te X#o ¥ putto du toro

Ancha i compo X= %v ha qoes\'o\ ProPr'ue*o?

P,
4 F\-‘l S'\Vltaolav'\

SO{'%Q.V\LQ, pono

’ T(PO)=4 @ I([LL.) =4 @ (&xsenk e po’n.'\ hanno ndic 1)

T(p)=—1 L(P)=— Pjﬂ di Selia
P

Tl feorema € venlicato O=r)(/('l_oro\=_‘=i41((70

de 2w = (Xur), o), 2 (we))  solta Farame:\-v'\mvom\ dd topo mostrace i campo

/e\ la prima coordinata in R

A= %): Ry * %éu‘ ha « pt Smao\av\

es
&)Per{l\o\e di gerwre 9 &3

K8 = 2-29  per g71 X(§H <o = X campo vetoridk So §g dwe avere piu Sngolari

€S
& ho una cackina geografica S con M=#mortagm V=4vai S=#Passi (tel)

X campo vetfroral o § = 2 T(P)= MrV-P = XS = 2-29
P;P\'DSS\v\ﬂ

XY

&S _E PARAMETRIZ2A2IONI ORTOEONALL (qu 132 DocaRMO)
Da qui in Poi vecranno trattah nsoltat Localh e non ak,oba\)\
Sia 8 Superlicie Paramehf\—aa‘to\, Pel , X coampo veltonal (conbinwo) §o S te X #o
raper{-o N
3 on intoco dip Ue§ tc X ammete corve integrali in U r_
! NG

DEE #:1—8 GORA NTEGZAE §e ' (B) = X(1(v)




DEE Un INTeeRALE PaMo £ dli X & una fumon £:0— R costanke dungo & corve ivﬁ-e.aral/\ v di X
DeE { sidia '\V\\”cara(k pPrimo PROPRIO e VE= (8, 8)*0 in ogni punto

localmele, dato X, esiste un M—\-e_arqb\ prmo proprio di X (daUWanalisi)

TEO
Data S wpekce paametinata | pesS, dak i campi vetoviaki So § X e ¥ &c

X(P) e Y(P Mimwarmete indiperdits = 3 ona cacta locals . 0—3 pe x(0) *c

X(uv) € proporvonall & 84uw) e Yuw) € proporvonola a 4 (uwv)

DM
(onsicduro £, iw’regmh pimo di X e £ integcal pimo di ¥ (Propri) in peLsS

C’)nsidxro Lo ma?pa UJP—’ Py (u.w)»—‘L({A(u.n,#z(u,\r))=(u,€) P= X (us, 0)
* '%_(’;4 Q4
Eisendo £, e §, propi S ha da Olkk(f_a_lﬁj %ﬂ)#o in un ihoruo i (us,us)
N Qpefdrui i campi Sono indiperdinii
(&)p(son'\amo X=Xy xu+ X, 20, L=Ys x4t Yo xo , eSSendo i campi indiperdith & ha ik (3 ) #o

= Compoudo con i cambio coordinake , chw ha dik o, §i ofiew La mama x)
Por teo furmvom. ivesa @ & Localmek inverkbil, = 8= x= ¢

3 ha pes coshuvons. Ccomu Corve coordinake U= £ w,0) =cottanke e T =f, v = costanke
WD
&g ESISTENZA PARAMETRIZ2AZONE ORTOGONALE
Data una Soperdice paamebimara 2= x(u) , P= x (uo,us) sulgo i campi vetorald

€>0
. AN ortogonaliniavons, di
duka prop readmle X = Xu Y= Aw—f- Xy Campi Vettonald (@rc?m-&chmid{: 3

=D Xe ¥ or-\-oﬁona\/l tca lore @ 3 vna Parqme\‘r'\navor\)\ Y=y4(u, )
Con Y3/ X e 351Y per proposivon prtadm‘re, = Y5-3;=°0 = F@,F =0

Moloamo quindi esibito ona paramebiavont orhaono&s\ D
oSS 23/0S

In 3eru\rab~ non & PO avere X=X e xq=Y

Ic:

(onsidero in un aPe/+o dda sfera 2 Campi XY tc  IX@AN=MY ()l =4
X(uw) - Y (wv)=0
X~ {"amsenlre_ o Pa(alkd/\ \/"’“‘PamﬂenLe, ar mendiani

de PA avessi x,=X e x¢=Y O E=4, F=0, 6=4 costant in un oo aperto



= Questo apeto ¢ isomehico od wn apeto W piano = K=o ASSORDO

Pra peor La sfea K= %z

€S 4

PeS ipebolico = I una parametiavon di w oo di P Ee B corve Coocdinake
Sono Corve asintoticha

Svols
Vog\/io coshuie. 2 campi Vetovolh X e Y i ua intoro di P te XY Laumarmente

indiperdink e paraluli aba dircpsoni asimhotidhs
Coe LyX)=0o e ky)=o in OgM ?or\\‘o & TK)=0o I(N=o ¥ (uv)e mtorne P
T(wa,+v'Ky) 3=
ex"+2fdp +g =0 L direvoni asivtoRd venficand guesta eqoovon
(se sonvamo (1 direvont asintoticha o(zsw[b&r)
= 3 2 sobowom a Mo di proporvovalibat intathi , s pongo =4, valx
eo<1+z{lo(+3=o = A=(’-L—e3>o pecht i\ pbo & iperbolico
/dimvowi asl\n*\f\id"k

Abbiamo qu'moh' Ky e oy = K=o, Xu+Xo Y= a Xu+ Xo

Trowo qu'moli La pqrome{-rizzo@ou £ (%,7) cucata

€S2

Sia PeS parametiiata , ponto NON ombelicolk = I vna parameizavon di un
intoro di P tc Ax corve Coordinale Lono L i cocvakora,

SUoLE
\/os\/\o trovare X, Y campi vetoriali E¢ X(uw) Y sowo b dicevon pncipala i

vatora YV (uw) € intorao di P

2

po—xp
0{10\'(9_ £ g >=O L Solwvoni sono i vellon dire dievon Pr'W\O'\pa\/\
€ F S

di  wvatora XXutpxe G Mo di proporvonalita® (essendo i\ pto non ombelicaly
3 2 Solwvon dishnke ceali a o dh Proporvovnal}\{-dﬁ

Powgo p=t = ngollo k.. pr & e tow &y, d, Solwvon dishvke
e sl
OH-enao K=o xy+Xr e Y=ohXy+ &e Sono dishnh

Trow quindi La moova Parqme’rﬁ’no\'vovu\ A=x2(w,F) Ok



= G[ero caso  XK:-{=o = zxg-¥y=o = F=0 T’ 1;'=o
applico operatore di forma

_ T(x) _ & _ T _F _ _%
YT Ik € el S S E§
€S i*

Quando 0 corve coordinake sowo agintoticw T(x,) =0 =) €=o
—Q_ ‘Fz EZ I[(KU'\:O = 620
€g- - > . I )

K= e = TaFr <O  ##0 prdw somno Fuk phi iperbolica

g8 Campi vettoviali Sulia §fera
e Pos&ib(u avere un LI pho Singolare di india 2 sla sfera

P ovico pto singolare

TPy=2= %S)

S-C- @3 di 3evuu*e 2
Froie'UO'\k
X(p) = TrTP(s) (1,0,0)

Ph Singolan P di X sono tc X(P)=o &= NP@/ aste x

6 pb cificn o L TI00=-2=X()

Tn gersralh s § ha gewre g posso Coshire w1 compo velt con 2 phi crtici di india 4 e
2g di india —

oppIre.
ES &Ope/%io'\e con loordo o Qe.a\'ovx,\ ortogonaln

Se ho R regions (o :S\)Pe/f—io'\e, con bordo fiscio) X Compo vetonalh &0 R tc X {:aTwse/\\-e, Al
e chw ormano il bordo di R con pti simgolari P 9Q=QIm(rr;)

isolab ' interno di R = 2 T(P)=X(S)

(Coe conhnua a valire | feorema) €S Disco chivso
Ind (p) = 4

Si dimostra alwo  fesso modo ma §L3d3=<(>(2)—v(£)— (@) - p()) “

[=
XR)=0 X non ha P Siwao\av'\
Z

I

X(R)=—4 Pe L'unico P%o &'mgo\are, TRY="

2
£s R Q X(RY=-2-2=-(

=/



ESERCIZI S0/(0S

) Corva chivsa piana r® = (sen2k, senat) teloar

~IP
E]
_IL
(o ol
]
E]
Slw

& Vericare du & egolace 7' (0= (2c082%, 3cos3t) =0 = 2b=T 3¢

A

e 3T= ,g—ﬂ',%ﬂ' = q')*2 ¥t elo,2m)

ol
El
Nt

A
~NH
3
\II/
o
]
al5

B Tndic di rotovom !

Osservo Jdw ’f("E)= (—&e/]zb} —§e,\3{:)=_/r(1c) =) IV\O\ (_,r)= Ind'Y'
7 ®
Tnd (7ce)=—Tndy = ~Tndy = Tnd# =Tndy = Tudyp=o

Metodo Standard : Per qua\/\ t 4'® € > pacalula al'asse Y Gon wio condorde

st ar
4

Y
L g

Valh & cos2b=o = £=§ . 3T

\103\30 pore. ch Qa T compormle di '@ sia positiva cos3t =-% 4+ 4.
N
= Jc=§f_,§,}r dove & ha ona cowa du bipo Tg
Calodlo ora Lo coatvra onentata in quesh 2 P\m{ﬁ' S'\SV\E = Sign (xy" - x"¢)
= o8t 4 =3cos3t x"= —usn2t  y'=-qsen3t
E-3 5 gign dit (3 )= sign et (T Bt o L(E<o ;%“%II‘“T“

= Indy =-4+4=0
E=

r|(gi

= fgn ow-(xu 3"3 £gn ddr(_o SEFH = L& )»o
(oss: s 843V|E =o =) 1| purto & di Russo =) dovevo preadue w'alrm dicevons)
9 Trovare i Rlusk dia cona Cioe e =0
= du (% g.'.)=o & atanat=3tansk = L=o v t=7 (con il grafice)
NG Sowo 2z pH di fuswo

Quindi Lo corvatora L>o per te(m, zm P conhinvita
Lo pr te(o, ™

AN g e sempha? NO perdd Indy+ £l =) Trovae L Gutointesevon

Y()= ™= (o,0)
R trovare 4uth i Fh doppi dwo hovare &y b1 1 Yk = 7k CGoe & Serzty = szt
seazk, = seazk,

daw) 2b,=2t.t2T vV 2bit2b,=w vV g+t =aT
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