Analisi Matematica I
Calcolo differenziale e applicazioni

i:Derivabil| KEsercizio 1. Stabilire se le seguenti funzioni sono derivabili in x¢ = 0.

(1) f(z) = z|z]

2) f(x) = lal sinz

(3) f(x) = [z[cosz

(4) f(x) = [zsinz]

(5) f(z) =zsinv/x

(6) f(z) = (& — 1)sin ¥

(7) £(@) = [e" — 1]sin ¥
Ty © O

@)ﬂm—{gwﬂ> T

0 T = 0
(10) f(z) = |log(1 + )| /?|x[3/*

(9) f(:n):{lmg(gfix% z#0

B xsin% x#0
<n>ﬂm—{0 "7

B acgsm% x#0
(12) fa) =0 e T7
(13) f(z) = Vlz|
(14) f(z) = zv/|z|

sin? |z| 2

<w>ﬂ@={j@ T

& w0
<w>ﬂm—{0 o

el 20
(w>ﬂ@{5m ’
0 T =
{ et #0
(19) f(z)={ VPl
0 T =

i1:RettaTang| Esercizio 2. Determinare ’equazione della retta tangente al grafico di f nel punto xg.



() f)=al/",  mp=1
(2) f(x)=loglogz, Tp=e

_ _lex e
® 1) =8 =
(4) f(z) =sin(*Y),  m=1
(5) f(z) = arcsin(logz + 1), xo = %
(6) f(z)=log (sin (g + arcsin :c)) , To = %

leierstrass| Esercizio 3. Determinare estremo superiore/inferiore di f nell’insieme A indicato.

(1) f(z) = 2% + gﬁ 641,  A=[-23]

@) f(@) = |2+ gﬁ 641, A=[-23]

(5) f()_ 241 A_[_273]
.’Ez— €T
©) f@)= T2 a oy

>DerivBrefid | Esercizio 4. Tracciare il grafico delle seguenti funzioni specificando: dominio, eventuali asintoti,
punti di massimo/minimo relativo, intervalli di crescenza/decrescenza. Studiare il comportamento
della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

—
(1) f@) =
.CC2 X
() f@)= S
.172 xr
®) f) =21
(4) f(z) = 2? — 322/
_
6) f) = L5
(6) fw) = a3 32
rd



9) fl&)= =
(10) f(z) = (2® + 122)e /"
(11) f(z) = wers
(12) f(z) = |z]em=
) f(=)

(14) f(ﬂf) = arcsin (12 1 )
1 1

sinx  cosz

ﬂ@f@Fﬂm< 1)

(15) f(z) =

211
10 st = (57
1= o (557

-PevrSeavadd| Esercizio 5. Tracciare il grafico delle seguenti funzioni specificando: dominio, eventuali asintoti,
punti di massimo/minimo relativo, intervalli di crescenza/decrescenza. Studiare il comportamento
della funzione negli eventuali punti di non derivabilita. Determinare eventuali punti di flesso, e
intervalli di concavita/convessita.

(1) f(z) = (2" 4 z)e"

(2) f(z) = (22 + z)e" @D

3) flz) = eTia

(4) f(z) = elliz\

5) 1) = loa(a 41
(6) f(z) = |z| —log(a® +z +1)
(1) flay = A

|zt —1] -1
(8) f(:v)—W

(9) f(z) = arctg(l — x?)
(10) /() = arctg(1 - o%) + arctg(ulxa)

2 4+ 2] + 1

(1) fa) =20



@ Esercizio 6. Determinare se le seguenti funzioni sono iniettive. In caso affermativo, determinare il
valore della derivata prima della funzione inversa nel punto (zg,yo) specificato.
(1) flz) = +2e7e02) 1 (0,2)
(2) f(z) =log(2z® + 2> +e), >0, (1,1og(2 +¢€))
(3) f(z)=V1—a—cosz,  (0,0)
(4) f(z) = e*® — 222, (0,1)
(

Suggerimento: tracmare il grafico di f'.)

22
(5) f(:):):?—ex—i-l, (0,0)

(Suggerimento: tracciare il grafico di f’.)

Stud:Taylor | Esercizio 7. Calcolare i seguenti limiti.
a2
— 2
(1) lim © cos(\fw)

a—0 23 sinx
20%) — e~
(2) lim cos(v2?)
a—0 z5(arcsinw)3

2?2 —sin?z

3) lim ———
(3) o) x3(e* — cosx)

r?(arcsinz — )

4) lim
(4) a—0  sindx — 23
5) 1 sin? z — log(1 4 22)
im
z—0 x2 — rarcsinzx

log(1 + 2%) —sin® x

(6) lim

a—0  x2 arctg(x3)

. e —1—zlog(l+z)
lim 5
z—0 tg® z log(1 + x)
(8) lim sin(z?) — (log(1 + x))? — 3
a—0 x? arctg(z?)
I
9) Py x3(arctg x)?
. log(l4+z)—=2
10) lim ——————
(10) ey veosr —1

arctg(log(1 + 22)) — 22

sin(6z) — 6 ¢~ 67

11) 1i
( ) :L’lir(l) LIJ4
. sinx — z — log(cos x)
12) 1
( ) xlg(l) rsinz
(13) lim (Sin2 x — log(cos z)) log(1 + sin z)
z—0 sin? z sin(2z)
et — esinx
(14) lim

z—0 tgox —x



r——400 T

(15)  lim <3x2 log <1 + l) — 2z + (2 + x) log (1 — i))

(16) lim 24 l—cos——xlog(1+7)+7
x x3 CC5

T—+400

" — 4eVT 4 3e VT

17) L
4 o1 loga —z + 1
. (m—2)® — 8+ 8sin(x/2)
18) 1
( 8) xll}}r 4C082(x/2) _ (ﬂ_ _ 33)2

(19) lim (arctg 5 — 3)(sin g +e7")
. 1

S e 27 —cos -

14 2)n* 4 pvn
(m)hm(‘+ﬁ tn

n—oo e2n — 3narctgn




Analisi Matematica I
Calcolo differenziale e applicazioni (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

|| sin

= lim, . |z|(1 4+ 0o(1)) = 0, e quindi f & derivabile in z¢ = 0.

T

4) Si ha f'(0) = lim,_,0 lxs;nw| = lim,_ 2802 — lim,_,gsinz = 0, e quindi f & derivabile in zo = 0.

(0)

Si ha f/(0) = lim,— lefcosz _ lim,_.q lz] (1 +o(1)) = 3, e quindi f non & derivabile in zg = 0.
(0)
(0)

= lim, o Z80Y% — Jim, g sin \/5 = limg_o ¥/z(1 4 0(1)) = 0, e quindi f & derivabile

(6) Siha f/(0) = lim, o E=IMYE  jipy osin 2 (1+ 0(1)) = limg o ¢/Z(1 + (1)) = 0, e quindi
f & derivabile in xg = 0.

(7) Si ha f/(0) = lim;— W hmm_@ | sin Jr(l+0(1)) = limz—g %%(1 +0(1)) =0, e
quindi f e derivabile in g = 0.
. 23 22 .. N
(8) Sl ha f/( ) = hmz;,() w = llmzvﬂo m = hmx*,(] II|ZL‘|(1 + 0( )) = O, (§] qulndl f (§]
derivabile in zg = 0.
2

(9) Si ha f/(0) = limy—_g #fﬂz) = lim, 0 iy = 1 € quindi f & derivabile in ao = 0.

(10) Si ha f(0) = lim, o LB P2l gjpy 2P _ gy l2lig1/4(1 4 (1)) = 0, e

x
quindi f e derivabile in g = 0.

(11) Siha f'(0) = lim,—o
(12) Si ha f/(0) = limgz_

1

DI |
s — . . . . N . . .
& = limy_gsin ;; = 3, e quindi f non & derivabile in zy = 0.

$2 Sin 1
xZ

= lim,_,o a:sin% =0, e quindi f e derivabile in zg = 0.
(13) Si ha f/(0) = lim,_0 @ = lim, %'% =3, e quindi f non & derivabile in z¢ = 0.
(14) Siha f'(0) = lim,_o x\/@ = lim,_.0/|z| =0, e quindi f ¢ derivabile in xy = 0.

(15) Si ha f/(0) = lim,_ L\/lii‘ = lim,_, w = limy, .0 3%/5(1 +0(1)) = 3, e quindi f non &
derivabile in zg = 0.

(16) Si ha f'(0) = lim, ¢ =% \f = lim,_ V22 = 0, e quindi f & derivabile in zq = 0.

(17) Si ha f'(0) = lim, 0 7”8;:136' = lim,_, MB/Q(HO( D = lim, g —|\/|x =0, e quindi f
& derivabile in 2y = 0.
(18) Si ha f/(O) = 1im$—>0 Letl _ hma:—>0 l2](tol) _ hma:—>0 Iz (1 + 0(1)> = 397 € quindi f non

z3/lz|

e/l ‘”W

¢ derivabile in xy = 0.

(19) Si ha f'(0) = limy_g V'i/%‘ - limx_@% lim, o 2L (14 0(1)) = 3, e quindi f

non ¢ derivabile in xg = 0.
O



Svolgimento esercizio 2
(1) Siha f(z) =e= 21057 per cui f(x) = eilogxl_;#, f(1) =1, f/(1) = 1, e quindi la retta tangente
ey=14+(x—-1) ==
(2) Siha f(@) = sis, £(0)
(3 ) Si ha f(z) = m, fle) =3, f'(e) = £, e quindi la retta tangente & y = 1 +
(4 ) Si ha f’(x) = dze2”H cos(e27° 1), f(1) = sin(e?), f/(1) = 4e® cos(e3), e quindi la retta tangente
&y = sin(e3) + 4e? cos( H(x —1).
(5) Siha f'(z) = \/ﬁ’ f(2) =0, f'(2) = e, e quindi la retta tangente ¢ y = e(z—1) = ex—1.
ogw

~1.
c(r—e)=

0, f’(e) = 1, e quindi la retta tangente ¢ y = 1(z — e) =
)

Bl= ols

(6) Si ha f'(z) = cos(g tarcsin ) f(3) = log 2 f/(3) = —2, e quindi la retta tangente &

sin(Z +arcsin z)v1—22’ 2>

—2xz—-1%)= —%a:—k%—l—log@.

o 5

y = log
O

Svolgimento esercizio 3

(1) Siha f'(z) =3(@*+z—2) e fl(x) =0 < z=-2¢ A° Vo =1¢€ A° per cui i punti di
massimo e di minimo si trovano nell'insieme {—2,3,1}. Si ha f(—2) = 11, f(3) = 4f = max4 f,
fa) = —g = ming f.

3+ —2 0 3

(2) Siha fi(z) = {50 TP 0w

=3z —z+2), —2<x<0,

massimo e di minimo si trovano nell’insieme {—2,3,0,1}. Si ha f(—2) = 27 = max4 f, f(3) = %,

F0)=1,f(1) = -5 = mina f.

e fl(x) =0 < z=1¢€ A° per cui i punti di

. y \ﬁv 0<z <2, .. .. . . .. .
(3) Si ha f'(z) = <3 7 per cui i punti di massimo e di minimo si trovano
_W7 _1 < x < O,

nell’insieme {—1,2,0}. Si ha f(—1) =1, f(2) = V/2 =maxa f, f(0) = 0 = miny f.
2x, O<a <,
(4) Siha f'(z) =< 0, x =0, per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme

2z, —2<zx<0,
{—2,1,0}. Siha f(—2) = -4 =ming f, f(1) =1 =maxa f, f(0) =

. %%%#,O<x<& )
(5) Siha f'(z) = q 275 ) efl(x) =0 <= 2=1+V2€ A° Vo =—-1-2¢ A°,
:”(;5&)2, —2<z<0,

per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme {—2, 3,0,1+ \/5} Siha f(—2) = g,

F3) =8 f(0)=0=mina f, f(1+2) = /2 = max, f.

a2 tded) g o3
(6) Siha f'(z) =<¢ #5487 T efl(2)=0 = r=8-2€A° Vo =—2¢c A°
M -2 <x< 0
($2+4)2 9 )
per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme { 2,2, — \f V8 — 2} Si ha
f=2) =1 £(2) = =1, f(—1) = 2 = maxa f, F(—v2) =1 - L2, f(E— > L33 = ming f.

0



Svolgimento esercizio 4

(1) Sia f(z) = 2;22;1‘ Si ha dom f = R, f & continua, e pari. Per x — 400, si ha f(z) = % =
2+ o(1), per cui y = 2 & asintoto orizzontale di f, per x — +oo.

2 2
Inoltre, f'(z) = #ERAREN = s >0 = 220,

Figura 1: Grafico per l'esercizio 4 (1) fig:Derivat

Allora, z = 0 & un punto di minimo relativo. Si ha f(0) = —1.
Il grafico e riportato in figura 1.

(2) Sia f(x) = fgiﬁ‘f Si ha dom f =R\ {i%}, f & continua, né pari né dispari. Per x — £o0o, si

ha f(x) = Z2{4oll) 2(1+o(1)), per cui y = 3 & asintoto orizzontale di f, per x — *oo. Per

2z2(1+0(1))
. 1 —V2+o(1 — ;
v (_\}51):‘::/?1 ha J) = (—Zio(l))(\/(ioc)—i-l) - 2\/2 : \/iglc+1(1 +0(1)) — &oo. Per 2 — (\%)i’ si ha
__gtVv24o(l) 2v241 1
fz) = (2—‘,—20(1))(\/§x—1) = =2 \/%_1(1 +0(1)) — +o0.
2 2 2
Inoltre, f/(z) = QIH)@Z;}EB‘?(I +20) _ 72((22;2:’3?1) <0 < zcdomf{.

]|
TN
N1
|

Figura 2: Grafico per l'esercizio 4 (2) fig:Derivat

Il grafico e riportato in figura 2.

(3) Sia f(x) = x;;;'f‘. Si ha dom f =R, f & continua, e pari. Per x — o0, si ha f(x) = % =
1+ 0(1), per cui y = 1 & asintoto orizzontale di f, per x — +o0.
—x2;-2w—l;1) >0
Inoltre, f'(x) = {12(12;1)1) ’ 07 per cui f/(x) >0 <= z € (—o00,—1 —+2]U(0,1+ /2] Si
@z <,

ha poi f4(0) = lim, g+ f'(z) = £1.



~1-vV2 1+vV2

Figura 3: Grafico per 'esercizio 4 (3) fig:Derivat

Allora, x = £(1 + \/i) sono punti di massimo relativo, mentre £ = 0 € un punto di minimo relativo
ed & angoloso. Siha f(0) =0, f(+(1+V2)) = %
Il grafico & riportato in figura 3.

(4 ) Sia f(xz) = 22 — 32%/3. Si ha dom f = R, f & continua, e pari. Si ha, per z — oo, f(z) =
22(1 + o(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo, per x — +o0.
Inoltre, f'(z) = 2z — 375 = % >0 < =z € [-1,00U][l,400). Siha anche f,(0) =
4/3_
lim, o+ f'(z) = lim,_,g+ 2(x37\/51) = Foo.

Figura 4: Grafico per 'esercizio 4 (4) fig:Derivat

Allora, x = —1 e = 1 sono punti di minimo relativo, mentre x = 0 & un punto di massimo relativo
e di cuspide. Si ha f(0) =0, f(£1) = —2.
Il grafico e riportato in figura 4.

(5) Sia f(z) = ;ﬁ Si ha dom f = R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Per x — +oo, si

+1
_ Nz _ 1 N . )
ha f(z) = %5 27301 ro(D) o(1), per cui y = 0 & asintoto orizzontale di f, per x — +oo. Per
r — (=1)%, si ha f(z) = $+1(1 + 0(1)) — Foo, per cui x = —1 ¢ asintoto verticale di f.
: . 1e=2/3(at1)-§ _
Inoltre, per ogni € R\ {—1,0}, si ha f/(z) = 2% (m(—tl)z) Ve - 3x2}3(§i1)g >0 <= =z¢

(—00,—1) U (=1, 3]. Siha poi f/(0) = limy—o f'(z) = lim, g 356%/31 +0(1) = +o0.
Allora, © = % ¢ un punto di massimo relativo. Si ha f(%) - Vi

3
Il grafico & riportato in figura 5.
(6) Sia f(x) = Va3 — 322. Si ha dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Per x — 400, si ha



Figura 5: Grafico per l'esercizio 4 (5)

fla)=Vad =322 =21 -3 =2(1-140(2)) =2z—1+0(1), per cui y = z — 1 & asintoto obliquo

di f, per x — +o0. ,
Inoltre, per ogni x € R\ {0, 3}, si ha f'(z) = m >0 < x€(—00,0)U[2,3)U(3,+00). Si

ha poi f4(0) = lim, g« f'(z) = lim, o+ % = lim, g+ o=ty = 00, clod =0

un punto di cuspide, e f}(3) = lim,_,3+ f/(x) = lim,_,3+ 94/3(1_33+)§/(3,1()1+0(1)) = +o00, cioé x = 3 & un

punto di flesso a tangente verticale.

Figura 6: Grafico per l'esercizio 4 (6)

Allora, x = 2 & un punto di minimo relativo, mentre x = 0 & un punto di massimo relativo. Si ha

F(0)=f(3)=0,e f(2) = - V4.

Il grafico & riportato in figura 6.

(7) Sia f(z) = /5% — 2. Siha domf = (—o0,—V3) U(~V3,—VVT—1JUVVT—1,V3) U

(V/3,400), f & continua, e pari. Per x — +o0, si ha f(z) = \/% = \/%;?2“'6 =

fig:Derivat

fig:Derivat



\Jx?+ $2+g =x,/1+ xgxxérﬁg) 23:29” ;56 3)) =z + o(1), per cui y = x ¢ asintoto obliquo di f,

per x — 400, e, di conseguenza, y = —x ¢ asintoto obliquo di f, per £ — —oo. Per  — /3, si ha
9 : < . .
flz) = \/m(l +0(1)) — +oo0, per cui x = /3 & asintoto verticale di f.

\/%7 I‘E[v\/?—l,\/g),
+00), si ha f(z) = per cui

%, z € (V3,+00),

per cui f/(z) >0 <= =z € (VV7—-1,V3)U

Inoltre, per ogni z € dom f N (0,

D (6-27) z € (VVT—1,V3),

fl(.%') _ ) 3- 12)3/2\/x4+2x2 6’

il ) v € (v/3, +00),

(x2—3)3/21/24 22246’

(v/6, +00). Si ha poi fﬁr(\/ﬁ) = hmx—»(\/ﬁﬁ f(z) = 4o0.

Figura 7: Grafico per l'esercizio 4 (7) fig:Derivat

Allora, * = +V/V7—1 e 2 = +v/6 sono punti di minimo relativo. Si ha f(i\/\ﬁ— 1) =
F(v/6) = V0.
Il grafico e riportato in figura 7.

(8) Sia f(z) = 2?(log % —1)2. Si ha dom f = (0, +00), f € continua, né pari né dispari. Per x — +o0,
si ha f(z) = 2%(logx)?(1 + o(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo, per
x — +o0. Per z — 07, si ha f(z) = 22(logz)?(1 + o(1)) — 0.

Inoltre, per ogni x € (0, +00), si ha f'(x) = Qx(log%—1)2+m2-2(log%—1)% =2zlog Z(log%—1) >
0 < € (0,4) U (4e, +00). Si ha poi lim,_o+ f'(z) = lim,_o+ 22(logz)?(1 + o(1)) = 0.

Allora, x = 4 & un punto di massimo relativo, mentre 4e ¢ un punto di minimo relativo. Si ha
F(4) = 16, f(4e) = 0.

Il grafico e riportato in figura 8.

(9) Sia f(x) = x+2 Si ha dom f =R\ {—2}, f ¢ continua, né pari né dispari. Si ha

2
. e *
lim = +00
z——2% T + 2
2
e—:p

lim =
r—doo 1 + 2



de

Figura 8: Grafico per 'esercizio 4 (8) fig:Derivat

N J

per cui y = 0 & asintoto orizzontale di f, per x — +oo.

Inoltre, f(z) = %e’ﬁ = 2 > 0 = pe[-1- NER el

T~

Figura 9: Grafico per 'esercizio 4 (9) fig:Derivat

Allora, x = —1 — g e un punto di minimo relativo, mentre r = —1 + g e un punto di massimo
relativo.

Il grafico e riportato in figura 9.

(10) Sia f(z) = (2> + 12z)e~%/*. Si ha dom f = R\ {0}, f & continua, né pari né dispari. Per
x — 400, si ha f(z) = 22(1 + o(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo,
per x — +oo. Per x — 0%, si ha f(z) = 12z¢7%/%*(1 + o(1)) — 0, mentre per z — 07, si ha
f(z) = 12ze=2/*(1 4 0(1)) — +o0, per cui z = 0 & asintoto verticale di f.

Inoltre, per ogni x € R\{0}, siha f'(x) = (21‘4‘12)6_2/174-(1’2—}‘12%’)'%6_2/z = #(ﬁ—i—?x—km) >
0 <= x € (—4,-3)U (0,+00). Si ha poi lim, g+ f'(x) "= lim. 400 22(1 + 0(1)) = 0.
Allora, x = —4 € un punto di minimo relativo, mentre —3 & un punto di massimo relativo. Si ha

f(—4) = —32¢/e, f(—3) = —27¢*/%.

Il grafico e riportato in figura 10.




Figura 10: Grafico per 'esercizio 4 (10) fig:Derivat

(11) Sia f(z) = zew+. Allora dom f = R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

xz
lim zes+1 = +o0

r—+o00
_x
. rezxz+l
my = lim =e
r—+o00 x
. @ . = . —(1+o(1
g+ := lim ze=+T —ex = lim ew(ewﬂ T 1) = lim eacM = —e
z—+o00 x—+o00 x—+o00 x4+ 1
P
lim xes+T =0
z—(—1)*
_z
lim ze=+l = —o0,
z—(—1)"

per cui f ha asintoto obliquo y = ex — e, per x — +o00.
1)— _z_ 2 _z_ _
Inoltre, f'(z) = (1 + gt $>6w+1 = %ewﬂ >0 < z € (—o0, —3+2\/5} U [3%\/5,4-00).

(z+1)?
— 0.1
\ =
— 0.05¢
L
— - -0.6 -0.4 -0.2
A -0
P :
- |
— 0.1}
—
/\ | ~0.15 |
| 02/
Figura 11: Grafico per 'esercizio 4 (11) fig:Derivat
Quindi, f & crescente in (—o0, —%) ein (7?’%\/5, +00) e decrescente in (—3+—2‘/5, —1)ein (-1, 73;”/5).



(14

3+v5
Inoltre x = _3+72\/5 ¢ un punto di massimo relativo, con f(—%) 3+\fe V5 e = *35‘/‘?’ e

O‘\

V5-3
un punto di minimo relativo, con f(?’%ﬁ) = 3_2—\/56\/3—1. Inoltre, lim,_,_yy+ f'(z) = 0.
Il grafico e riportato in figura 11, dove e anche riportato il comportamento in un intorno destro di
z=—1.

(12) Sia f(x) = ]:n|ewi+1. Poiché |:E|ezi+l = |:EewLJr1\, il grafico di f si ottiene da quello dell’esercizio 4

(11).

Osserviamo che 'asintoto obliquo di f, per x — —oo ha equazione y = —e(z — 1). Infatti
zleTH
m_ := lim L = lim —eltoM = _¢
T——00 X T——00
_z . e . —(1+o(1
q— ‘= lim |J,"€90+1 +exr = lim eg;'(—ex-&-l 1 + ]_) = lim —6$4( + ( )) —e
r——00 r——0Q0 T——00 €T + 1

(13) Sia f(x) = aurcsm"i]L Allora dom f = {a: eER:-1< ;—ﬂ < 1} = (=00, 0], in quanto

%20 PN r—1<0
%gO xz <0.

T

Inoltre, f ¢ continua, né pari né dispari. Per 2 — —o0, si ha f(x) = arcsin(1+0(1)) = § +o(1), per

cui y = T & asintoto orizzontale di f, per z — —o0.
Inoltre,
1 z—1—(z+1) 1
fl(z) = = <0,
- ()2 @D (@ =1/l
e

per ogni z € (—00,0)

Figura 12: Grafico per 'esercizio 4 (13)
Allora, f & strettamente decrescente in (—o00,0). Si ha f(0) = arcsin(—1) = —F, e f(0) =

1

. / 1 I
lim, ,o- f'(z) = lim,_,o- =W 00.
Il grafico & riportato in figura 12.

) Sia f(x) = arcsin 2 —. Allora dom f = {:c eR:

in quanto
Lg4r < el > @ |22-—2-1>0
ror o < gz <~ B
1+x2—:c>0 :c—x+1>0 1'2—33>O
32—z = 32— =

dove in (a) si & usato #? —x + 1 > 0, sempre.

fig:Derivat



Inoltre, f & continua, né pari né dispari. Si ha lim,_, 1., arcsin = 0, per cui y = 0 & asintoto

23—z
orizzontale di f, per x — 4o0.
Inoltre,
) 1 —(2z —1) (1 —2x)|z% — 2| 1—2x
xXr) = = —
1 2 _ )2 2 _ )2 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ .2 _ 1’
1 — riay (2% — ) (22 —2)?\/(22—x)2 =1 (22 —2)\/ (22 —2x)?2 -1
per cui f/(z) >0 <= z € (—o0, 3].
1-v5 1+V5
2 2
Figura 13: Grafico per 'esercizio 4 (14) fig:Derivat
Allora, f & strettamente crescente in (—oo, 1_2\/5], e strettamente decrescente in [1+T\/57 +00). Si ha
f(—liz‘/g) =arcsinl = 7, e
1-2
lim  f(z)= lim ° = +oo
2—(155)- (158~ (22 —2)y/(2? —2)? = 1
1-2
lim  f'(z)= lim ’ = —o0,
p— (LB + e (I8y+ (22 — 2) /(22 — 2)? — 1

in quanto (22 —z)2 —1= (22 —z—-1)(a2—2+1)=0 < z= 112\/5_
Il grafico e riportato in figura 13.

(15) Sia f(z) = <=~ + -1 Sihadom f = R\ {kg ke Z}, f ¢ continua, 27-periodica, né pari

né dispari. Per z - O,Cgf%a f(z) =114 0(1)); per x — Z, si ha f(z) = m(l +0(1)) =
2 2
—ﬁ(l%—o(l)) = _x—lg(l +o0(1)); per x — 7, si ha f(z) = m(l +o(1)) = —m(l—i-
o(1)) = =2 (1 + o(1)); per x — 3, si ha f(z) = ﬁ(l +o(1)) = L (1 +o(1) =
+ 2

cos( sin(:c—%’)
1

3m
=

(14 0(1)). Quindi x = k% ¢ asintoto verticale di f, per ogni k € Z.

. . i in3 z—cos3 (sinz— )(sin? x+sin z cos z+cos? x)
/ __ _ cosx | sine __ sin®z—cos’x __ (sinx—cosx _
Inoltre, per ogniz € dom f, siha f/(z) = — 5%+ 250 = 20200 e

(sin x—cos x)(l—l—% sin 2x)
2

— >0 < sinz—cosz >0 < zx € (%,%) mod 2.

sin
Allora, z = 7 ¢ un punto di minimo relativo, mentre %’r € un punto di massimo relativo. Si ha

1(5) =2V, J(F) = —2V2

Il grafico & riportato in figura 14.
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NE

NINe

| | \ |
| | | |
Figura 14: Grafico per 'esercizio 4 (15) fig:Derivat

(16) Sia f(x) = sin 2+1 Allora dom f = R, f & continua, e pari. Si ha lim, 4 sin 2+1 =0, per
cui y = 0 e asintoto orlzzontale di f, per x — +o0.

Inoltre, f'(z) = € 2+1)2 cos 21+1 >0 < z € (—0,0], in quanto 0 < xglﬂ <1< §, per cui

1
COS oy > 0.

Figura 15: Grafico per 'esercizio 4 (16) fig:Derivat

Allora, 2 = 0 & un punto di massimo relativo, con f(0) = sin 1.
Il grafico e riportato in figura 15.

(17) Sia f(x) = sin 2;21_11. Allora dom f = R, f & continua, e pari. Per x — 400, si ha f(z) =

2
sin %JFOO(%))) =sin2+ o(1), per cui y = sin 2 & asintoto orizzontale di f, per x — F00. Osserviamo
che, posto g(x) = 2‘”2“ , 1l cui graﬁco e riportato nell’esercizio 4 (1), si ha f(x) = sin g(z).
Inoltre, f/'(z) = ¢'(x) cos g(x) = (wH)Q) cos 2302“ , per cui bisogna studiare la disequazione cos QIQH >

0 — 2;”2;1 <2 <= |z| < (/2 [vedi il grafico di g nell’esercizio 4 (1)]. Quindi f'(z) >0 <

e (—oo,—\/%]u[(), \/ﬁ].

11



!
\ 2+nm
4—n

Figura 16: Grafico per 'esercizio 4 (17) fig:Derivat

|
AN O
| +
N[ X

2+

Allora, x = 0 & un punto di minimo relativo, mentre z = + T gono punti di massimo relativo.

Siha f(0) = —sinl, e f(£,/31Z) = 1.

1l grafico e riportato in figura 16.

(18) Sia f(z) = 4/cos 25=L. Osserviamo che, posto g(z) = 20°-1 4] cui grafico ¢ riportato nel-

z2+1 :E2+1 )

Pesercizio 4 (1), si ha f(z) = y/cosg(z). Allora dom f = —w/?f_r—g, zf—;], f € continua, e

pari.

/ _ —g'(x)sing(x) _ 3z ) 1 : . : Tl
Inoltre, f'(z) = noms) @D \/COS —,— bercui bisogna studiare la disequazione sin QH >
z2+1

0 <= 0< 29”2;11 <7 = % < |z| < \/2EZ [vedi il grafico di g nell’esercizio 4 (1)]. Quin-
di fl(x) >0 <= =€ [-/FE,-Flu [o,%}. Si ha poi f/(1/242) = nmﬁ\/m fl(x) =

: 3y iF sin(§ +o(1))
—hmx_)( %)_ W(l +0(1)) m = —0

2+r1 _i i 2+
- 4—1 \/? \/? 4—x

Figura 17: Grafico per 'esercizio 4 (18) fig:Derivat

Allora, x = 0exz = + 2+” sono punti di minimo relativo, e x = i\}i sono punti di massimo

relativo. Siha f(0) = Vcos1, f(+,/3Z) =0, f(+ —) =1
Il grafico e riportato in figura 17.
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Svolgimento esercizio 5

(1) Sia f(x) = (2? + x)e**L. Allora dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Si ha

lim (2% 4 z)e*™ =0

r——00
lim (2% 4 z)e*™ = +o00
r—+00
) ($2-+-$)6x+1
my = lim —— = 400,
r—+00 xT

per cui f ha asintoto orizzontale y = 0, per x — —o0, mentre non ha asintoto orizzontale né obliquo,
per x — +00.

Inoltre, f'(x) = (22 + 3z + 1)e™1 >0 <= € (—o0, —385) U [Z34Y5 1 o0).

Figura 18: Grafico per l'esercizio 5 (1)

Allora, = = —3+2‘/‘?’ ¢ un punto di massimo relativo, con f(—‘”2 %) = (24 \/g)e_Hz ,ex = _345\/5
¢7

¢ un punto di minimo relativo per f, con f( 3+\f) (2 —+5)e '

Ancora, f’(z) = (22 +5x +4)e*™ >0 < =z € (—o0,—4] U [—1,+oo). Quindi, f & convessa in

(—o00,—4) e in (—1,400), ed & concava in (—4,—1), mentre x = —4 e z = —1 sono punti di flesso

per f.
Il grafico e riportato in figura 18.

(2) Sia f(z) = (22 + z)e~ @D, Allora dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Si ha

lim (224 z)e” @) =0

T—+00
lim (22 +2)e” @) = 400
r——00
(22 + z)e~@+D)
m_ := lim = 400,
T——00 x

per cui f ha asintoto orizzontale y = 0, per x — +00, mentre non ha asintoto orizzontale né obliquo,
per x — —o0.

Inoltre, f'(z) = —(22 —2z —1)e @t >0 «—= z ¢ [1—7\/57 M}

_5
Allora, x = 1_2\/5 & un punto di minimo relativo, con f(1= ‘[) (2 - \/5)6_3 22 ez =15 5 un

5
punto di massimo relativo per f, con f(lJ”[) (2++5)e” —%

13
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Figura 19: Grafico per l'esercizio 5 (2) fig:Derivat

Ancora, f"(z) = (22 —3z)e" @D > 0 = z € (—00,0]U[3,+00). Quindi, f & convessa in (—oc, 0)
e in (3,+00), ed & concava in (0, 3), mentre x = 0 e z = 3 sono punti di flesso per f.
Il grafico & riportato in figura 19.

(3) Sia f(x) = e#+1. Allora dom f =R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

=z
lim e=+I =¢
r—+o00

lim e=+1 =0
z—(—1)*

_x
lim e+t = 400,
z—(—1)"

per cui f ha asintoto orizzontale y = e, per x — 4o00.
Inoltre, f/'(z) = (?;Z:i)}xem > 0, per ogni x € dom f. Quindi, f & crescente in (—oo,—1) e in
(=1, +00). Inoltre, lim,_,(_3y+ f'(x) = 0.

‘ 0.15

0.1

. 0.05

-1, - 1
|72 —08 -07 -06 -05
Figura 20: Grafico per 'esercizio 5 (3) fig:Derivat
Ancora, f"(z) = (—ﬁ + myz“l = —%eﬁl >0 < z € (—0o,—1)U(-1,—3).
Quindi, f & convessa in (—oo,—1) e in (—1,—3), ed & concava in (—3,+00), mentre z = —3 & un

punto di flesso per f.
Il grafico & riportato in figura 20, dove € anche riportato il comportamento in un intorno destro di
r=—1.
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(4) Sia f(x) = 1. Allora dom f =R\ {1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

_z
lim el+1 =¢
r——+00

_x
lim el=+1l =
T——00

lim el=+11 =0
r—(=1)F

lim el =0,

z—(—1)"

per cui f ha asintoto orizzontale y = e, per x — —|—oo e asintoto orizzontale y = %, per x — —o0.

Inoltre, f'(x) = we\zi” — (z+1)2€ =1z <—1
(z+1)2 (x+1)2€ =1 > —1,

per cui f/(z) > 0, per ogni z € (—1,400). Quindi, f & decrescente in (—oo,—1) e crescente
n (—1,400) [per cui, z = —1 sarebbe un punto di minimo relativo, se —1 € dom f]. Inoltre,
limm_)(_l):t f/<3?) = 0.

yee
/ y==
3,1
2 2
Figura 21: Grafico per 'esercizio 5 (4) fig:Derivat
Ancora,
2 -2 — 2243 3 g _
f"(x) _ @1 )3 + (m+1)4> 1 = (x+1)4e 1 r<-—1
e_m:o? — _ 2x+l e_ﬁ xr > —1’

(x+1)3 + (x+1) CESy

per cui f’(z) >0 <= z €[-3,-1)U(—1,—3]. Quindi, f & convessa in [-3,—1) e in (—1,—3),
ed ¢ concava in (—oo, —%) e in ( , +00), mentre T = —% exr = —% sono punti di flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 21.
(5) Sia f(x) = z —log(z? +z +1). Allora dom f = R [perché 22 + 2 + 1 > 0, per ogni z € R], f &
continua, né pari né dispari. Si ha
hm z —log(z?* +z + 1) = +o0
IE—> oo
. x—log(z? +2+1)
m4 = lim

r—+00 x

=1

qr = lim z —log(z* +r+1) — 2 = —o0,

r—+0o0o
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per cui f non ha asintoto orizzontale né obliquo, per x — +oo.

2 _ _ 2_ . .
Inoltre, f'(z) =1 — x;ﬁﬁl =z J;’“;frlel‘” L — a7 20 < x € (-00,0lU[l,+00). Quindi, f
¢ crescente in (—00,0) e in (1,400), e decrescente in (0,1), per cui, z = 0 ¢ un punto di massimo

relativo, con f(0) =0, e z = 1 & un punto di minimo relativo, con f(1) =1 — log 3.

1 0:2 0:4 0:6 0:8
3 1+v3 -1++3 -0.02
2 2
-0.04
—-0.06
-0.08
10
5
-10 -5 5 10
-5
-10
-15
Figura 22: Grafico per l'esercizio 5 (5) fig:Derivat
Ancora,
() = 2z —1)(22+z+1)— (22 +1)(2? — )
(22 +2+1)2
(22 —2?+ 222 — w4 20— 1) — (22% + 2% — 227 — x)
B (22 +2+1)2
B 222 + 22 — 1
(2?4 +1)?

per cui f’(z) >0 < x € (—o0, —127‘/5] U [%‘/g,—l—oo). Quindi, f & convessa in (—oo, _1+72«/§) e

in (_1%\/5,+oo), ed ¢ concava in (—1+—2‘/§, _1%*5), mentre x = —1+T*/§ exr = _1%‘5
flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 22, dove e anche riportato il comportamento in un intorno destro di

x = 0, e il comportamento per x grandi.

(6) Sia f(z) = |z| —log(z? + 2z + 1). Allora dom f = R [perché 22 +z + 1 > 0, per ogni z € R], f &

sono punti di
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continua, né pari né dispari. Si ha

lim |z| —log(z?® + x4 1) = +o0

r—+00
— log(x? 1
my = T IZlBE@ FTHD
r—-+oo x

qx = lim |z| —log(z? + z + 1) — (+2) = —o0,
T—F00

per cui f non ha asintoto orizzontale né obliquo, per x — 4o0.

Inoltre,
_ _2z41 24z4+1-22—1 _ 22—z
f/(x) — 1 R z2+x+1 T z?4atl x>0
1 _2z4l 2 ad 142241 2?4322 <0
24+l r2+x+1 - r2+x+1 ’

per cui f'(z) >0 <= z € [-2,—1]U][l,400). Quindi, f & crescente in (—2,—1) e in (1,+00), e
decrescente in (—oo, —2) e in (—1,1), per cui, z = —2 e x = 1 sono punti di minimo relativo, con
f(=2)=2—-1log3e f(1) =1—1log3, e x = —1 & un punto di massimo relativo, con f(—1) = 1.

1
0.0
0.4 0.6 0.8
-0.05
14
12
10
8
6
4
2
-75 -5 -25 25 5 7.5
Figura 23: Grafico per l'esercizio 5 (6) fig:Derivat
Ancora,
(2z—1)(z?4+z+1)—(2z+1)(z?—z) _ 22249z—1 x>0
f”(x) (z2+z+1)2 T (22 4z+1)?
T ) (2z43) (2 +a+1)—(2e+1) (2% +33+2) _ 2224221 r <0
(z24x+1)2 T (@2+2+1)2 ’

per cui f’(z) >0 < z € (—o0, —1‘*'2—\6] U [_1%‘/5,—%0). Quindi, f & convessa in (—oo, ——Hg/g) e

_1+v3 =143 _ 143 —14+/3
2 0 2 2 2

in (71%‘/5,—1—00), ed & concava in ( e —

flesso per f.

), mentre z = sono punti di
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Il grafico ¢ riportato in figura 23, dove € anche riportato il comportamento in un intorno destro di
x =0, e il comportamento per z grandi.

(7) Sia f(x) = %. Allora dom f =R\ {0}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

4|22 -1
T
r—+o00 ,’1;2

. 4?4z -1

lim -5 =~
r—0% X

per cui f ha asintoto verticale in x = 0 e asintoto orizzontale y = 4, per x — +o0.
Poiché )

4dx“+4x—1

e R r<—-lox>0

2
—detirtl ] <2 <0,

si ha

Sx+4)x2—2x(4z2+4x—1 834422 —8x3—-8x242 — 42242 2(1—2x

f’(l') ( ) x4( ) = Sotds x:f T = ma:jx:(a::i) z<-loz>0,
(8x+4)2? —2x(4x?+4x+1) 834402823 —8s2—2z _ 42249z _ 2(2z+1) 1 0

- 4 - x4 - 4 - 3 —1l<z <l

Poiché

=20 2HE >0
r<—-1lox>0 -1<z<0
c}{o<x<1 v{x<—1ox>0
=T>3 2
ne segue che f'(z) >0 < z € (—1,—%] U (0, %] Quindi, f e crescente in (—1, —%) e in (0, %), e
decrescente in (—oo, —1), in (—%,O) e in (%,—i—oo), per cui, x = —1 ¢ un punto di minimo relativo,
con f(-1)=—-1,ex = i% sono punti di massimo relativo, con f(—%) =0e f(%) = 8. Osserviamo
che fL(—1) = lim,_,_y)- f'() = —6, mentre f’ (—1) = lim,_,(_1)+ f'(z) = 2, per cui z = —1 & un
punto angoloso.
Ancora,

Fla) >0 e {$<—1ox>0 v{—1<x<0

2(7290373962(1721)) _ 2(4z—3)

1" _ z0 x4
Fi(z) 2(22%-322(22041))  _o(45+3)
6 - z?

r<—-1lox>0,

-1 <x<0,

per cui f(z) >0 <= z € (—1,—-2]U[3,+00). Quindi, f & convessa in (—1,—3) e in (2, +00), ed

e concava in (—oo, —1), in (—%, 1) ein (1,+00), mentre x = —% er = % sono punti di flesso per f.
Il grafico ¢ riportato in figura 24, dove ¢ anche riportato il comportamento in un intorno di z = —1,

e il comportamento per x grandi.

(8) Sia f(x) = 222111 Aflora dom f =R\ {1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

= @?
P el Ul S
z—-+o00 (Qj — 1)2
i 22 -1 -1
im 00,



-0.9 -0.8 -0.7 -0.6

Figura 24: Grafico per l'esercizio 5 (7) fig:Derivat

per cui f ha asintoto verticale in x = 1 e asintoto orizzontale y = 1, per x — +oc.

Poiché ]
-2
f(w){(i—l)Q z<-loz>1,
=9 )
(z—1)2 <z <l,
T 2u(w—1)?—2(z—1)(22-2) 2 2 2(2—2)
olr— )" 2w )@ =2) _ 20— 2x—2x°+4 _ —z
f’(m) — (:c2—1)4 . = <z (;il)-f +4 — e r<—lox>1,
f2x(x—1()xi—12)(4a:—1)x = 72932(;3;?)732902 = (:ﬁzl)s <<l
Poiché

r<—lox>1 \/{—1<x<1

o 20

r<-—-lox>1 -l<z<l
= V
1<z <2 r<0ox>1,

ne segue che f'(x) > 0 <= =z € (—1,00U (1,2]. Quindi, f & crescente in (—1,0) e in (1,2), e

decrescente in (—oo, —1), in (0,1) e in (2, +00), per cui, z = —1 & un punto di minimo relativo, con
f(=1)=—1,ex=0ez =2 sono punti di massimo relativo, con f(0) =0 e f(2) = 2. Osserviamo
che fL(—1) = lim,_,(_y)- f'(z) = —2 mentre f/ (—1) = lim, 1)+ f'(2) = 1, per cui z = —1 & un

punto angoloso.
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-0.1
-0.125
-0.15
-0.175

-11 -09 ~-08 -0.7 -06 -05 -04
-0.2
-0.25

2 [K
-75 -5 -25 25 5 15
-2
-4
-0.2
-6
-0.25

Figura 25: Grafico per l'esercizio 5 (8)

Ancora,
2(—(z—1)3-3(z—1)2(2—x) 2(2z—
" ( @=1)° ) = (Epfl)i) r<—lox>0,
F@) =0 a1 -3-17%)  _serny
@=1)° = o1 -1<z<0,

per cui f/(z) >0 <= z € (—1,—1]U[3,400). Quindi, f & convessa in (—1,—1) e in (5, +00), ed
e concava in (—oo, —1), in (—%, 1) ein (1, %), mentre x = —% ex = % sono punti di flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 25, dove € anche riportato il comportamento in un intorno di z = —1,

in un intorno di x = —%, e il comportamento per x grandi.

(9) Sia f(z) = arctg(l — 2?). Allora dom f = R, f & continua, e pari. Per z — =00, si ha
x) = —% 4+ o(1), per cui f ha asintoto orizzontale y = —7%, per x — %o0.

f 5 1 i f ha asintoto orizzontal 5 +

Inoltre si ha f/(x) = ﬁ Poiché f'(z) >0 <= z < 0, ne segue che f & crescente in (—c0,0),

e decrescente in (0, +00), per cui = 0 ¢ un punto di massimo relativo, con f(0) = 7.

Ancora f”(:c) _ 721—5-(:02—1)2—%2(:1:2—1)-2:10 _ 721+x472m2+174m4+4w2 _ 2(32%—222-2)

2 - 2 2
(1+(@2-1)2) (1+(2-1)2) (1+(@2-1)2)
222 —2>0 — 22> 1+2ﬁ, siha f/(z) >0 < x € (—o0, —1/ HT‘ﬁ) U ( 1+T\ﬁ,—l—oo). Quindi,

f € convessa in (—oo,—\/HT‘ﬁ) e in ( 1‘*‘T\ﬁ,—f—oo), ed & concava in (—\/H‘T‘ﬁ, \/HT\ﬁ), mentre

T =1t/ H'T\ﬁ sono punti di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 26.

ed essendo 3zt —
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1+\/7
:

~

l+\/7
2

Figura 26: Grafico per l'esercizio 5 (9)

(10) Sia f(z) = arctg(l — 2?) + arctg(

lim arctg(l — %) + arctg

r—F00

lim arctg(l — z?) 4 arctg

r—1%t

per cui f puo essere prolungata per continuita anche in x = 41, e ha asintoto orizzontale y = —Z

per x — +oo.

1
[1—22]

). Allora dom f = R\ {£1}, f & continua, e pari. Si ha

(=a) =~
(rr=am1) -

T
2
0

2’

us
2

Poiché
i) arctg(l — 2?) + arctg ﬁ =5 —l<x<l,
€Tr) =
arctg(1 — x2) + arctg 3321_1 r<—-lox>1,
si ha
0 —-1l<z <1,
f%aﬂ:: ) _Cﬁ%%ﬁ' —4
1+(1_mx2)2 + 1+ﬁ — 1+(1_§2)2 X < _]. ox > 1

Poiché f'(x) > 0 <= x < —1, ne segue che f & crescente in (—oo, —1), & costante in (—1,1)

9

e decrescente in (1,+00), per cui ogni z € [-1,1] &€ un punto di massimo relativo, con f(z) = 5
Osserviamo che f’ (1) = lim, ;- f'(z) = 0, mentre f (1) = lim, ,;+ f'(z) = —4, per cui = *1
sono punti angolosi.
Ancora,

4 1+(I2—1)2—r~2(x22—1)~2x = _gltet-2e’41-de'yda? _ 4(31’4—2962—2; r<—lox>l,

7(z) = (1+(2-1)2) (1+(x2-1)2) (1+(22-1)2)

0 -1l<z <],

ed essendo 3z* — 222 -2 >0 <= 22> 1+2‘ﬁ, siha f(z) >0 <= =z € (—o0,— 1+T\ﬁ) U

( Hzﬁ,—i—oo). Quindi, f ¢ convessa in (—oo,—\/HT\ﬁ) e in ( 1J“T\ﬁd—oo), ed ¢ concava in

(—4/ HT‘ﬁ, —1) ein (1, 1+2ﬁ), mentre r = +

Il grafico & riportato in figura 27.

1+T\ﬁ sono punti di flesso per f.
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Figura 27: Grafico per 'esercizio 5 (10) fig:Derivat

(11) Sia f(x) = 2202 Aora dom f =R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Poiché

z+1
z+1 x>0,
f(x):{2—2+1 _
o <0,

basta studiare la funzione f per x < 0. Si ha

2
-2 1
lim mocrtl = 400
z—(—1)* z+1
2
-2 1
lim w = 4+00
T——00 z+1
. 2 —2r+1
m_:= lim ——— =1
T——00 :B(ac + 1)
. 2 —2r+1 . 22 —2r4+1—2%2—2
q_ = lim <7 — a:) = lim = -3,
T——00 r+1 T——00 r+1
per cui f ha asintoto verticale in x = —1 e asintoto obliquo y = z — 3, per z — —oo.

Inoltre, per x < 0, si ha

f/(SU): (21’—2)(IE+1)—($2_2$+1) :2$2—21’+2$_2_l,2+21,_1
(z +1)7 (x+1)2
242 —3

-z = = < 3.
(x+1)2 — r<-3

Quindi, f & crescente in (—oo,—3) e in (0,+00), e decrescente in (—3,—1), e in (—1,0), per cui,
x = —3 ¢ un punto di massimo relativo, con f(—3) = —8, e z = 0 e ¢ un punto di minimo relativo,
con f(0) = 1. Osserviamo che f’ (0) = lim, ,o- f'(z) = —3, mentre ) (0) = lim, o+ f'(x) =1, per
cui z = 0 e un punto angoloso.

Ancora,
Py = QD@ H1? — 2w+ D)(@® +20 —3) _ 207420 420 4+2 22" — 4o 46
N ($+1)4 N (:1;4_1)3
8
BECES L
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Figura 28: Grafico per 'esercizio 5 (11) fig:Derivat

Quindi, f & convessa in (—1,0) e in (0,400), ed & concava in (—oo, —1), mentre non ci sono punti

di flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 28, dove ¢ anche riportato il comportamento in un intorno di x = 0.
O

Svolgimento esercizio 6

(1) Poiché f'(z) = 312 + 1+%m2 > 0, x € R, ne segue che f & strettamente crescente in R, e quindi

e . . —1v/ 1 1
ivi iniettiva. Allora (f~1)'(2) = 7o) = &

(2) Poiché f'(z) = mf’glf;ﬁﬂe > 0, z > 0, ne segue che f & strettamente crescente in (0, +00), e quindi
ivi iniettiva. Allora (f~1)'(log(2 +¢)) = f’%l) = 2te,

(3) Si ha f'(z) = %, x # 0, in quanto, posto g(z) = 1 —x — cosz, v € R, si ha

53/(1—z—cosz)
g (z) = =1 +sinz < 0, per ogni x € R\ {% +2km: k€ Z}, per cui g € strettamente decrescente
e quindi iniettiva in R, e quindi si annulla solo per z = 0. Inoltre, f'(z) < 0, per ogni x €
R\ ({ +2km:keZ}U{0}), per cui f & strettamente decrescente e quindi iniettiva in R. Allora

(F71)(0) = limy—o(f 1) () = limg—o 7y = limy—o 2L = 0.
(4) Siha f'(z) =2e* —dx, x € R, e f'(x) = 4e** —4 >0 <= x >0, per cui f & decrescente

in (—00,0) e crescente in (0,+00), e ha un minimo assoluto in z = 0, che vale f’(0) = 2, per cui
f'(x) > 2> 0, x € R. Ne segue che f ¢ strettamente crescente in R, e quindi ivi iniettiva. Allora

-1y -1 _1
(1Y) = gy = &
(5) Siha f'(z) =z —e*, x € R e ff(2) =1—¢e* >0 <= x <0, per cui f' & crescente in

(—00,0) e decrescente in (0,400), e ha un massimo assoluto in z = 0, che vale f/(0) = —1, per

cui f/(x) < -1 <0, x € R. Ne segue che f & strettamente decrescente in R, e quindi ivi iniettiva.
-1 _ 1

Allora (f=1)'(0) = 7oy = — L -

Svolgimento esercizio 7
) it ey < Lo T B0l = (1= 4204 at b ofeh) _ het(1ko) 1
z4(1+ o(1)) (1 + o(1)) 3
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1—2-22% + 4 - 428 + 0(2®) — (1 — 2 + $2® + o(2®)) _ —128(1+ o(1)) 1
B+ o(1) T aSrem)

2% — (z — %x3 + 0(.%'3>>2 _ szt (1+0(1)) . 1

w3 (1+z+o(x) — 1+ 322+ 0(22))  x*(1+0(1)) 3

(2) Siha f(x)=

(3) Siha f(x) =

. _ o (z + 123 4+ o(2?) — ) B L2514 0(1)) 1
s = (z - éx(; +o0(s%)’ — 23 *G%ﬁ’(l to(1) 3
. _ (z— g2+ 0(:63))2 — (2% = 32* + o(2%)) B 2 — izt 4 o(xt) — 2% + L2t 4 o(2?) _
<5)1 Si(ha fi:)))_ 22— z(z + ga® + o(23)) B ; —grt(1+ 0(1)§ -
=7 (14 o(1
—6%334(1 o) "
) _ 23— 16 4 o(x%) — (ac — L34 0(3:3))3 _ 23 4 o(x%) — 23 + 154 o(x%) 1
(6) Siha @) = ———— 513 oy - o) -3
. B 1+ 22+ izt +o(z?) — 1 —2(z — 2% + 323 + o(23)) B i3l +0(1)) 1
(7) Siha f(z) = ) 3:2(14—0(1))-3;(1—1—2(1)) ) - 2363(1—1—0(1)) )
(8) Si ha
fa) = % — %xﬁ + o(z%) — (f — 127+ %SU?’ + 0(:U3))2 — 3
(14 o(1))
a2t =t to(a®) —a® +ad - st = 22t + o(a?) _ — B2t (1+0(1)) 11
- 241 + o(1)) T A1 to() 12
ha F(z) — 6x — % - (62)3 + é - (62)° + o(z®) — 6z(1 — 62 + % - 362 + o(z*)) B —%x‘r’(l +0(1))
(9) 2?6h flx) = B+ o(1)) T 251+ 0(1))
-=.
(10) Siha f(z) = —— s told) —w | —pr(lroll)

\/1—%302—1—0(302)—1 1327 +o(a?) — 1

1 1 1 1 3
(11) Siha f(w) = arcte (3:2 — 537444- O($4)) L = wo 51‘4 i O($4) — g(xj — 53:4 - 0(1’4)) =i -

Slelher) 1 '
i — —5.
) x— 223 + o(2®) — x — log (1 — 222 + o(2?)) B —52° + o(2®) + 327 + o(2?) _
(12) Si ha f(x) = : 22(1+ o(1)) 2 = —F x2(1+0(21)) -

32°(1+0(1))
z2(1+o(1))
(13) Si ha

1
— —.
2

{(z—Liz® + o(:z;3))2 —log (1 — 32% + o(2?)) } log (z + o(z))

fz) = 22(1+4 o(1)) - 22(1 + o(1))
(22 — 22* + o(2") + §22 + o(2?)) - x(1 + o(1)) _ 52°(1+o0(1)) 3
= 223(1 + o(1)) T 222(1+o0(1) 4
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(14) Si ha

_1.3 3
z+ 322+ 223 + o(z®) — "7 " +o(z%)

J(@) = z+ 323+ o0(2?) — x
Tt s22 4+ 223 + o(a®) — (z — 323 + 0(2?)) — 3 (v — 22 +0($3))2 — 3(z — %a? +0(x3))3 + o(x3)
B 123(1+ o(1))
Cw+ g+ a4 o(a?) — x4 §ad 4 o(a?) — 327 +o(2¥) — §ad +o(a?)  §2P(1+0(1)) 1
B 123(1 4 0(1)) 131 +0(1) 2
(15) Si ha
f(z) = 32°log (1 + %) — 22 + (2* + ) log (1 — %)
1 1 1 1
:3332(;—2—# o($2)>—2x+(m2+x)(—g—@+o(ﬁ))
=3r—-+o0o(l)—2xr—z—-1—-+o0(l) = —
(16) Si ha
flz) == <1—cosi—xlog< + 2)4—?’5))
o1 B ) o3 B o)+ 3)
:x4(—32$4+0(1)+2—&-0(:[5)+55>=—§+0(1)—>—§.

(17) Posto y =2 — 1, si ha

Iy _ geVIHy 4 30 V1T
f(l+y) = ]
og(l+y) —
_ el +y+ 557 +o(y?) —
y— % +o(y?) —y
e(l4+y+ %y2 + o(y?)) — 4e(1 + % — %yQ + éyQ + o(y?)) + 3e(1 + % — %yQ + %8y2 + o(y?))
- 2
—%(1+0(1))

feltay—gyitoW®) | 3elty—gy +o(y?)

(18) Posto y = x — m, si ha

2 _8+8sin(Z + ¥ 2 84 8cos(¥
f(7r+y):y oYE y(2 22)221 27y (22)
deos?* (5 +5)—y 4sin”(4) —y
2
_ v -8+48(1- Yo+ oly M) Y1+ o(1)) 1
_y

4(%—@+o<y3>> —y2 —B(lto(1) 4
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(19) Si ha

(20) Si ha

ayp =

w3 T ols) — )G +o(3) a1 (1+0(1))
1= gz + ga +0(s) =1+ g0 —ggx T0(0x) 1

€n2 log(l—l—%) + e\/ﬁlogn

e2n _ en(g—arctg %) log 3
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e2n—2+o(1) (1 + 0(1))

e*(1+o(1))



