Limiti e forme indeterminate

1. Una funzione f : X — R con zg € R punto di accumulazione di X si dice infinites-
ima di ordine r > 0 se

f(z) = |z —zo|" (K 4+ 0o(1)) , K#0,z—x

ed e detta infinita di ordine r > 0 se

1

f(x):m(K—i—o(l)), K#0, x— xo.

Analogamente se X non & superiormente limitato o inferiormente limitato f & detta
infinitesima di ordine r > 0 se

LK to(l), K+#0,z—00

" alr

f(@)

ed ¢ detta infinita di ordine r > 0 se

f@) = o (K +0(1)),  K#0, z—oc.
Studiare i seguenti limiti di funzione e, nel caso di infiniti o infinitesimi, stabilirne
I'ordine
. 2253483
(a) limg oo x(xfargtarIg))foQ [_1/2]
b) lim, g+ Loz t8r - +00, ordine 4
=07 arctan(z)—3z
(¢) limg—s 400 % - ng [++00, ordine 1]
(d) lim, 5 =20 n0=2) [—20]
. n3/2(y/n—1—\/n
()l poo " =™ [-1/4]
x—x2)(e*—
(f) limg—o % [2/5]
. 23 —z4) (sin(x) 422 .
(g) limgz_o (2(3353—5);;(:; ln((l):'x) ) [0, ordine 2]
(h) Studiare al variare del parametro k € NU {0} il seguente limite

2 4 955/2
lim
2—0 (8zF 4+ 623) In(1 + x)

2. Sia dato il seguente limite notevole

In(1
i 2 +2)

x—0 T

=1

provare



(a)
(b)

()

In(l1+z) =+ o(z) per z — 0.

Usare la precedente relazione per dimostrare che per ogni xg > 0 si ha

1
In(z) = In(xp) + ;O(x — x9) + o(z — xp), T — T .

Utilizzare il limite notevole del logaritmo e la formula di inversione esponen-
ziale logaritmo per dimostrare il seguente limite notevole

z—0 x

(suggerimento: osservare che x = In(1+y) — 0 per y — 0. La dimostrazione
si trova alla fine di questo foglio di esercizi).

Provare che per ogni zg € R si ha

e’ =" + " (x — z9) + o(x — xp), x — x0 .

Usando I'approssimazione del logaritmo provare che

’(1—|—x)a:1+a$+o(:c)‘

per x — 0 e @ € R. Da questa si puo dedurre che

1 = x§ + azd ! (z — z0) + o(x — x0),

per ogni zg € R\ {0} ed a € R per cui ¢ ben definita z{.

Provare che per ogni zg € R si ha

’sinh(:v) = sinh(xg) + cosh(zg)(z — x¢) + o(x — x9), x— xo . ‘

’cosh(:z:) = cosh(xg) + sinh(zg)(z — o) + o(x — x0), xr—x0 . ‘

Provare che ’tan(m) =z + o(x)‘ per  — 0 e utilizzare questa relazione e,

come per l'eponenziale, la relazione inversione tra tan(z) e arctan(z) per
dimostrare che

’arctan(ac) =z + o(x), x—0. ‘

Utilizzando il teorema del limite di funzioni composte provare che se

FW) = By —wo)* +olly—w0)*), = —

k=0

e g(x) = yo per x — xg € R* allora
Flg(@) = Flyo) + > Belg(x) —y0)" + o((g(z) —w0)*) , x>z
k=0

(La dimostrazione si trova nelle note a fine esercizi.)



(i) Utilizzare la relazione di prima per provare che

sin(z?) = 2% 4 o(z?) , x—0

sin(l/z) = 1/z 4+ o(1/x) , T — 00
3. Utilizzando la definizione di o(x®) provare le seguenti relazioni

(a) 22 +o(z) = o(z) per v — 0
(b) x + 22 —I—o( H 422+ o(2?) =z + 22 + o(x?) per z — 0
23)) (1 4+ 22 + o(x)) = 2 + 322 + o(x?) per z — 0
(d) (' +272+0(™)2+a 3+ +o(z7%) =207 + 2072+ +o(z™?)
per x — 400

4. Calcolare i seguenti limiti e nel caso di infiniti o infinitesimi stabilire se esiste un
ordine

. In(1—3xz2 r—
(a) lim MOz [-9/2]
(b) lim,—0 #% [0,0rdine 1]
(c) lim, o+ % [-00, ordine 2]
. 1 —(z—3)%)+(x—3)*
(d) limgoyy PEGEERORESS) -1/2]
3z < In z~?
() limy oo I L)) [-1/4]
. ¥/20+322 In(cos(z—2
(f) limg 00 arCJtr:n(QL*(Q)je*w)) [_1/4]
(g) limgz— oo sin(;—%) (sin(z) + x) [0, ordine = 1]
(h) limg— 40 sin(=h) (zsin(z) + ) [A]
. e?— Y1—z
(1) limg—o ﬁ [A]
N 15 =Yz
(J) limg o+ ﬁ [-+oc]
et — 3 T
(k) Timg o+ { s [4/3]
(1) limg_o \/1+21324;v_71173x3 [—4]
2
. In(2z)—In(y/z4>
(m) lim, o+ (s.in((2x))+ln(51\:c/—;¢a:2)) [1/2]
(n) limg 400 (€?® 4+ 210)(1 — cos(e72%) + e75%) [1/2]
. arctan(z2)—m/2) (/26 +22
(0) limg 4o ( (\/5)111(9:/6))4£3x : -1/3]

5. Provare le seguenti relazione



(a)
(b)

¥ =1+ zln(x) 4+ o(zIn(x)) per z — 0T
(cos(z))* " =1—2 + o(z) pert = — 0F

6. Calcolare i seguenti limiti e nel caso di limiti infiniti o infinitesimi stabilire se esiste
un ordine

x5—-32
ea:_62

lim, o
limg s 100 In(1 4 ;%)(sin(2:v)2 + 22 + In(2?))

lim, o +/2cosh(z~2) — /2

. log(2)—log(x))?
limg, o %

(z%—4)(e"2—1)
(z2—2)(1- 3/1—(2—2))
lim, ./, tan(z)

3/ el
cos(z—2)— S

2log(z—1)

hmx—>2

hmz—>2
1 T
lim,_,o+ x
. .,L,I
lim, .o+ x

. z?—14x
hml‘—>0+ In(cos(z))
(14=z)?*—1

4x2
2@ _14g—4
z3—64

2z
: e —1
limg—1 Vz—cos(z—1)

hmz—>0

limg 4

e'/* farctan(cos(z)—1)
In(1+z+ax3)—22

hmxﬁ(]*

Cos(x)arctan(z_l )—1
z— In(z) +22
(In(3—z)—In(—x))

limg— oo sin(g)
>

e—2)_ 3¢

cos(z—2)—e(@—2)3

I e

cos(z—2)—e(z=2)

liIn:I:—>O+

hmx%2+

hm:):HZ‘*‘

lim, 400 varctan(z) — 7/2x
sin(z—2)
2In(z)—cos(z) In(z?)
cos(z)—v1-3z
In(1+z24zt)—e—1/7g—3
cos(x3/2)—1

limg 00

hrna:—>0Jr

hrna:—>0Jr

[80e~2]
[4]
[0, ordine 4]
[0, ordine 1]
[12]

[+00, ordine 1]
[—1/2]

1]

[0, nessun ordine]
]

[+00, nessun ordine
[1/2]

[(In(4) +1)/3]

[4]

oo, ordine 1]
[-m/4]

[—3/2]

o0, ordine 1]
[-4/3]

1]

[—00, nessun ordine]
[0~, nessun ordine]

[—00, ordine 1]

7. Dire quali dei seguenti limiti esiste.(Applicare il teorema ponte o il teorema che lega

I'esistenza del limite a quella dei limiti destro e sinistro o, il teorema del confronto)



(a) limg_,qsin (%) (A
(b) limg— 400 cos(x?) [A]
(¢) limg— 40 (tan(z))? [A]
(d) Tim, g 52 [A]
() limyg Yo 1A
(f) limg 400 cos(z?) e™® [0]
(g) limg 400 1+ (sin(z))? log(1 + ) [1]
(h) Timy s G2 e@?) [A]
(i) limgy—o %ﬁ&?sin(w) [0]
(j) limg 400 cos(z?) + [+oc]
(k) limg_o(cos(z))EnE@) ™! [1]
(1) limg_yo(cos(z)) @)™ [A]
(m) lim,_o+ (sin(1/z) + z2) (A
(n) lim,_,q+ (xsin(1/x) + 22) [0, ordine 1]

8. Perche non si puo applicare il teorema del confronto per studiare ’esistenza del
limite lim,_, o, tan(z) 2”1 ? Tale limite esiste ? (Considerare le successioni , = 2n7 e

™ 1

yn:§fp+2n7rpern€N.).

9. Studiare al variare del parametro « i seguenti limiti

0 a<l]
. ~1
(a) hmxﬁﬁ(;égj)a , a €R 1/6 a=1
| foo a>1 |
[ +o0 a>0]
(b) limg 1 00(e®® — 1)xsin(z™!) , a€R 0 a=0
| -1 a<0 |
[0 a>1 i
. sin(z®)+x? 2 a=1
(0) limg o+ T (mry - @€R too 0<a<l
| A a <0
[0 a>1
-2 a=1
) . ay
(d) limg—s 4o xsin (2arctan(z®) —7) , a« € R o O<a<l
| 0 a<0 i

10. Studiare al variare del parametro « la continuita delle seguenti funzioni



VI+a?+ 2% —cos(x) >0
(a) f(z) = T+ T ’ per «a>0

2/3 v=0
In(14z(>—1)
%, x>0

(b) f(z)=1{ 1/2, z=0 et acR
%79/@7 x<0.

11. Dire per quali valori del parametro o € R le seguenti funzioni elencate si possono
estendere per continuita

(a) f(o)=2HED a0

(b) flz) = Slezte o

2

(C) f(ﬂj) — (ln(l"l‘x))a a;;tan(axfmx) ’ . 0




Note

Infiniti e infinitesimi di ordine superiore

Date due funzioni f,g: X — R e x¢g € R* punto di accumulazione per X.
o Se limy z, g(z) — o0 ed limy_y, f(x) — ¢ € R*, allora g ¢ detta un infinito di
ordine superiore di f se
f(=)

lim —= — 0
v=ao g(x)

o Se limy_z, f(x) = 0, g(x) definitivamente diversa da 0 e lim,_,,, g(x) = ¢ € R*,
allora f e detta un infinitesimo di ordine superiore di g se

Il limite notevole dell’esponenziale.

Si considerino le seguenti funzioni

f(y)i=ﬁ7y>—l ;oglz)i=e"—1

Dal limite notvole del logaritmo si ha che

lim f(y) = 1 Y

s v In(y +1)

e per la continuita della funzione esponenziale limg—0 g(z) = limz—0 e® —1 = 0. Per il teorema del limite
di funzioni composte si ha

. . e’ —1 Coet -1
L= lim flo(=) = lim ey — im —

Relazioni di approssimazione

Dai limiti notevoli introdotti a lezione ed il teorema limite di funzioni composte possiamo dedurre le
seguenti formule di approssimazione.

Sia f una funzione che definitivamente in yo € R soddisfa la relazione

Fy) = ar(y—yo)* +oly —yo)"

7



e sia g(z) una funzione tale che
lim g(z) =yo ,

T—xQ

e g(z) # yo definitivamente in zo. Allora

n

(fog)(@) = arlgl®) — )" + olg(x) — )"

k=0

Si osservi infatti che f(y) = > r_, ax(y — ¥0)" + o(y — yo)™ equivale a dire che la funzione

Fly) = 1¥~ %}’“joyi';fly kL)

ha limite: limy_,,, F'(y) = 0. Dal teorema del limite di funzione composte si ha

Flg(2)) = 3o ar(g(x) — yo)"

=0
s e (g(x) — yo)™

che equivale



Utilizzando la relazione di sopra e le approssimazioni ottenute dai limiti notevoli se g(x) ¢ una funzione
tale che

Jim g(z) =0,
e g(z) # 0 definitivamente in zo si ha
= 14 g(x) +o(y(x)) T = o
In(1+g(z)) = g(x)+o(g(x)) T — To
sin(g(z)) = g(x) +o(g(x)) T — To
cos(g(x)) = 1-3(9(x))*+o(g(x)?) T = 1o
tan(g(z)) = g(x) +o(g(z)) T — w0
arctan(g(z)) = g(z) + o(g(z)) T = o
(I+g(@)" = 14ag@)+olg(@) a#0,1 z—wzo
sinh(g(z)) = g(z) + o(g(x)) T — To
cosh(g(z)) = 1+ 3(9(x))* +o(g(x)?) T = o
tanh(g(z)) = g(z)+o(g(z)) T = To




