Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 21/02/2023 — II turno

Cognome: Eser1c1z1o Punteggio

(in STAMPATELLO) 5

Nome:

(in STAMPATELLO) 3 (A/B/C/D]
; 4

Matricola: 5

Titolare del corso: Totale

Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

. V(n+2a)(n —2alogn) — n+2alog (vVn—1) —a
e n(log %)2

[a=-3,3,-2,2]

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per z — 07:

2
\/1+x:1+z—$—+0(x2), log(l+x)=x+o0(x), e =1+z+o(x).

2 8
Pertanto
2 2al 2al 2 4a?1
v (n+ 2a)(n — 2alogn) :n\/(l—i——a)(l— ¢ ogn> :n\/l— “ Ogn_‘__a_a—ggn
n n n n n
:n(l _alogn LA a’log*n +0<10g2n)>
n n 2n? n?
21 2 1 2
:n—alogn—l—a—a o8 n—i—o( 08 n),
2n n
1 1
2alog(vn — 1) = alog(n — 1) = alogn + alog (1——) :alogn—gjto(—),
n n n
da cui segue
a’log®n log*n
\/(n+2a)(n—2alogn)—n+2alog(\/n—1)—a:—2—+o< )
n n

D’altra parte
2

n(log C/ﬁ)Q _ log iy

n

Si conclude che il limite richiesto vale



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

£(x) = barcsin < v )

V2xt — 2ax2 + a?

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[(a,0) = (2,3),(2,2),(3,2),(3,3)]

Svolgimento: 11 dominio e

2
D:{xER:2x4—2ax2+a2>O,—1§ < 31}.
V24 — 2a22 4 a?
Poiché allora il discriminante del polinomio quadratico di 22, 22* — 2ax? + a2, ¢ —a® < 0, si ha 2z* —
2a2? + a* > 0 per ogni z € R. Inoltre la disuguaglianza

l’2

> -1
V24 — 2ax2 4 a2
e banalmente verificata per ogni x € R, e la disuguaglianza
2
x
<1 & 22<V22t —2ar2+ a2 & 2t —2a2’ +a® = (2" —a)* >0
V24 — 2ax2 + a?
¢ anch’essa verificata per ogni z € R, con l'uguaglianza valida per x = ++/a. Dunque D = R. Inoltre
chiaramente la funzione data e pari, e basta dunque studiarla per x > 0.
Si ha poi

lim barcsi v barcsin — — T

Jm barcsin (\/21:4 = aQ) = barcsin E =7

e dunque la retta di equazione y = br/4 & un asintoto orizzontale per z — £00, mentre ovviamente il
grafico della funzione non possiede asintoti verticali né obliqui.

La derivata ¢, per x # ++/a (punti in cui Pargomento dell’arcoseno vale 1, e non ¢ quindi garantita la
derivabilita di f),

xS— axr
fl(-%') =b 1 2.@\/21‘4 — 2(13@2 + (12 — 132\/2;14T%
\/1 _ o 224 — 2ax? + a?
2z4 —2ax2+a?
_p 1 2z (22 — 2ax? + a?) — 42° + 2ax?
V2t — 202 + a2 2z* — 2a2? + a?
— 9ub r(a — %)

|22 — a|(22* — 2a2? + a?)’
2

e inoltre, essendo é;fa‘ I'opposto del segno di 22 — a, si ha
2b
lim f'(z) = F—,
a:—>\/Ei ( ) \/a

e dunque i punti del grafico di ascisse x = 4+/a sono punti angolosi.

Infine chiaramente f’(0) = 0, e per x > 0 il segno di f'(x) coincide con quello di b(a — x?), e dunque,
se b > 0 la funzione f & crescente in (0,+/a) e decrescente in (y/a,+00), ed ha pertanto un minimo in
z =0 e massimi in x = £,/a. Viceversa se b < 0.



FiGUura 1. Graficodi f cona =2, b= 3.




Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
parametro a € R:

+oo ec(a—l)x
/ a+1 dz.
— (acosh(z) + bsinh(z) + ¢)
Calcolarlo per oo = 1.
[(a,b,¢) = (5,4,3),(5,3,4),(5,—3,4), (5, —4,3)]

Svolgimento: Notiamo che
1 2e”

acosh(z) + bsinh(z) + ¢ - (a+0b)e?* + 2ce* + (a —b)
Convergenza: L’integrale converge per % <a< %
Infatti per x — 400

eclo e (cla—1)—(at+1))z

~ e s
(a cosh(zx) + bsinh(z) + ¢)*™
e Dintegrale converge se e solo se (c(a — 1) — (a+1)) < 0, ovvero a < <.
Mentre per z — —o0

c(a—1)z
€ ~ elela=D+(a+1)z

(acosh(x) + bsinh(z) + ¢)” ’
e l'integrale converge se e solo se (¢(a — 1) + (o + 1)) > 0, ovvero a > g;—}
Calcolo per a = 1: Cambio di variabile t = e*

+o0 1 J +oo 462z J
/_OO (acosh(x) 4 bsinh(z) 4 ¢)? v /_OO ((a + b)e?* 4 2ce* 4+ (a — b))? v

+oo t
= 4/0 (@02 1 2c 1 (a—))p

_ 4 /+oo t "
S (a+b)2 )y (4 =5)4

a+b
4 /+°° 1 @t 4c /+°° 1 it
(a+b)? o (t+5)° (a+b)? o (t+:5)"
2 4
T2 32
2
3¢

Si noti infatti che nei tre casi abbiamo ¢? = a® — b?.



Esercizio 4. [5 punti] Determinare la soluzione generale della seguente equazione differenziale
y" — 4y + 3y = Ax — Be”.
(A, B) =(2,3),(3,2),(2,4), (4,3)]

Svolgimento: L’equazione omogenea associata y” — 4y’ + 3y = 0 ha soluzione generale c¢;e® + cpe3?.

L’equazione y” — 4y’ + 3y = x ha come soluzione particolare y = ax + b se —4 + 3ax + 3b = x, ovvero se
—Agp=44. ,_4 44

a=g5eb="Fry=gr+ .

L’equazione y”—4y'+3y = —Ae” ha come soluzione particolare y = cxe” se ¢(2+x)—4c(1+x)+3cx = —B,

OVVero se ¢ = %: Y = %J:e””.

Allora la soluzione generale di 3’ — 4y + 3y = 2 — €* & y = c1€* + c2e® + %x + % + gxex.



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:
z+2 i
2 a
[a=2,3,4,5]

Svolgimento: z = 0 non e soluzione. Se z # 0, posto z = x + iy si ha

o o 5 5 z+2=0 T = —2
Z+2_E|Zl = x+2+zy—a\/x Ty = {y=§\/m = {yzi 155
OVVero
€T = ) y_ CL2—1.
Pertanto si ottiene un’unica soluzione z = —2 + —-2&

Va2—-1"



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 21/02/2023 — I turno

Cognome: Eser1c1z1o Punteggio

(in STAMPATELLO) 5

Nome:

(in STAMPATELLO) 3 (A/B/C/D]
; 4

Matricola: 5

Titolare del corso: Totale

Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

. V1og(1 + az?) — arctan (y/ax + cz?)
0t | — (e’ '

[(CL, C) = (27 1)? (47 _1>7 (37 1)7 (97 _1)]

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0*:

2
v Hy:H%_%*O(yQ% log(l+y) =y+o(y), € =1+y+o(y),
3 3

arctany = y — % +o(yh), siny =1y — % + o(y?).

Pertanto

Vlog(1 + ax?) = \/@9&2 —
= Var — a@x + o(z),

arctan(v/ax + cz®) = az + ca® — a\/a%?) + o(z*) = Var + (c - M)x + o(x?),

da cui segue

Vlog(1 + ax?) — arctan(y/ax + cx®) = < —c+ %)x?’ + o(z).

D’altra parte
2 2

(57 = (15 o) o o 1= 5 %))

:exp(—%3+0(:v4)) :1—%+0(w4)

w

da cui segue

1_ (sinx>x _ o,
T
Si conclude che il limite richiesto vale




Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(z) = cos’z ewr

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a - (\/57 _\/57 \/37 _\/g)]
Svolgimento: Consideriamo la funziona per a = V2

s
f(z) = cos’x ==

Dom f = R\ {5 + k7 : k € Z}. la funzione ¢ periodica (periodo 27) e pari, basta studiarla per esempio

in [0,2) U (%, ], dove f & diclasse C'. f>0in [0,5)U (5,7 e

T+
0 per r — 3

-

e
+o0  perx — 3

T = g ¢ asintoto verticale.

Per ogni = € [0, 7) si ha che

f(z) = sinz(v/2 — 2 cos x)ecfx,quindi f(z)=0 & =0, x = %, r=.

Piti precisamente, f ¢ decrescente nell” intervallo [0, 7], e f ¢ crescente negli intervalli [F,7) e (5, 7).
Percio f ha un massimo locale in z = 0 e un minimo locale in x = %. Inoltre

lim f'(z) =0.
T3
L 1 1 Il
- - T r © ™
L 4 4 2

FicurA 1. Grafico per a = V2



Cognome (in STAMPATELLOD): ...ccoooiiiiiiiiiiiiciiciic e, Nome (in STAMPATELLOD):....oouieiieiiiiiiieiiceiic e

Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/“/2 . o [2TT , x
sin (—) arcsin ( )d:z:.
0 a a—x

parametro a € R:

Calcolarlo per a = 0.
[a=5,4,3,2]

Svolgimento: Risulta

2rr\e T 2atlga
a+1 +
) ~ ~ erx — 0.
1) < a ) a—x actl P
Pertanto f ¢ integrabile in (0, {] se e solo se & > —2. D’altra parte, posto y = § — ,
2 g — gatiga-l
f(z) = sin® <7r — —> arcsin (Z ) ~ —y“ per y — 07,
ay 5ty a
da cui
mgotige—l g a a+
r)~— (= —1 erxr — — .
/(@) a® <2 > p 2

Pertanto f ¢ integrabile in [§, §) se e solo se a > —1.
Segue che f e integrabile in (0, %) se e solo se a > —1.

Calcoliamo 'integrale per a =
/(1/2 . T
arcsin ( >d:v.
0 a—x
Integrando per parti si ha:
i (2 Yo = e (2) - | =
arcsin x = x arcsin - — x.
a—zx a—z/ +a ) (a—z)Va—2x

Con la sostituzione v/a — 2z = y nell’'ultimo integrale si ottiene

* 2a y
dx —1)dy = -2 tan L 4+
/(a—x)\/a—Zx /a—|—y /<a+y2 ) Yy Vaarc an\/a Y

va—2
= —2y/a arctan % ++Va— 2.
a

—~] e

Si deduce

va—2
/arcsin< a: )dw:xarcsin< * >+2aarctan%—i\/a—2x.
a

a—x a—x

a/2
/ arcsin( v )dx:a<1—z).
0 a—x 4

Pertanto si conclude




Cognome (in STAMPATELLOD): ...oovuviiiiieniiieiieeeiee e, Nome (in STAMPATELLO):

Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

= 2 —|—ax2
y_l'Q—]_y :
y(0) =a

specificando l'intervallo di definizione della soluzione.

[a=5,4,3,2]
Svolgimento: Si tratta di un’equazione lineare del I ordine, il cui secondo membro ¢ definito per x # +1.
Poiché alora la condizione iniziale ¢ imposta in o = 0 € (—1,1), il dominio della soluzione sara (—1,1).

In tale intervallo si ha pertanto

2x
/$2 dw-log|x — 1| = log(1 — 2?),

e l'integrale generale ¢ allora
y< log (1—22 <C +a log(lfo)lj dl’)

1—x (
1 1
1—3: c—ax+ + dx
l—z 14z
1+z
(1—
all =
1+ 2
=(1—2? — ]
( a:)(c ax + alog 1—x>’

2 > 0 per ogni € (—1,1). Imponendo poi

c—axr+ = log’

dove nell’ultimo passaggio si e tenuto conto del fatto che
la condizione iniziale si trova ¢ = a. La soluzione e pertanto

1
y(x) = a(l — 2?) (1—at—l—log 1+$>,
-z

con intervallo di definizione (—1,1).




Esercizio 5. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 con centro zy = 0 per la

o= (ir) o= (7))

Svolgimento: Per x — 0

1
— =1lFz+22F2 + 2t F2° +o(2P),
1+z2

seguente funzione:

T

1ix:xq:x2+x3$x4+x5+o(x5),

percio

sin( ° ) = sin(z F 22 + 2 F 2* + 2° + o(2”))
1+=x
=zF’+28 Fa'+ 2 — Lo Ft+ 2 Fo' +2°)° + L@ F P+ 2P Fat +2°)° +o(ad)
=z Fat+ 2 Fa'+2° — (2 F 32" +62°) + L2° + o(2”)
1

=z Fa’+ 32" F Jat + La° +o(a”) perz — 0.



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 19/02/2024-1 Turno

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 [ ]
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

Prova orale: Totale

Esercizio 1. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.
[(CL, b) = (37 5)? (97 11)]

Svolgimento: Consideriamo il caso che f(z) = L(|Jz —a|+ |z —b|+4)e ¥/*. Nell'altro caso basta

scambiare x e —z.

Si osservi che dom f =R\ {0} e
la—z+b—a+4)e Vo= (L2 —g)e /e sex <a,z#0

1
2

f@)=3RLtaz—a+tb—z+4)e /"= (52 +2)e /e sea<z<b
z—a+z—b+4)e /"= (z— L4 2))e /e se x > b.
Percio
lim f(z) =400, lim f(x)=0, lim f(z)= 400, f(z)> 0 perognix #0.
z—0— z—07F r—+o00
Poiché

flz) = (GT%+2—$)(1—%(1+0(1)):—x+a7+b+3+0(1) per r — —oo
Sl (- 2)(1-L(1+o(1) =z -2t +1+0(1) pera— +oo,

f ha gli asintoti obliquiy:—x—i—“TH’—l—Sperx—) —00 ey:x—‘%b—l—l per z — +00.
Inoltre f e derivabile in R\ {0, a,b} e

a+b 2 a+b
S t2—z _ —zré—r+—+2
2 T e Ve = T 2 T /n sex <a,x#0
T T ’
b—a
/ 2=242
f(x) = 290—261/x>0 sca<x<b

z—atbyo _ o2 4p— 2ty

e e TR

In particolare (a, f(a)) e (b, f(b)) sono punti angolosi del grafico:

—a?+ 5242 ba 2 _
fL(a) = a22 e 1/“<O<fjr(oz):—2a2 e~ l/e
e
bay2 P+er2
0< fL(b) = 2b2 e~V <f+(b):b—§e*1/.

Inoltre lim f'(x) = 0.

z—0t
Studiando i segni dei polinomi quadratici —2% — x + GTH’ +2ex? 41—

—x1=—3—3/9+2(a+0b), x=—3+3v9+2(a+Db),

1

a+b
45> + 2 e ponendo



si trova che
=0 sex = —x, oppure I
f(x)4 <0 sex < —m oppure T < z < a
>0 se —xp <z <z (xr#0)oppure z > a (z #b).
In particolare f ¢ strettamente crescente in [—z1,0), in (0, z5] e in [a, +00) e strettamente decrescente
in (—oo, —x1] e in [x9,a]. Essendo continua in R~ e in R, f ha minimi locali in ¢ = —z; e x = a e un
massimo locale in x = 2. f non ha estremi assoluti (sup f = +o0, inf f = 0).

Riassumendo, abbiamo nella versione
A: fhaAOy=7—2 (y =2 —3) per z — —0o0 (+00); x = +3 punti di minimo; = = 2 punto di
massimo; =0 & AV per x — 07; x = 3 e x = 5 punti angolosi; f(z), f'(x) — 0 per x — 07;
B: fhaAOy=-3—z (y=x+7) per z = —o0 (+0o0); x = +3 punti di minimo; x = —2 punto di
massimo; z = 0 & AV per x — 07; x = —3 e x = —5 punti angolosi; f(z), f'(x) — 0 per z — 07;
C:fhaAOy=13—z (y=2—9) per x - —0 (+0); z = —4 e x = 9 punti di minimo; z = 3
punto di massimo; x = 0 ¢ AV per x — 07; = 9 e x = 11 punti angolosi; f(z), f'(x) — 0 per

x— 07,

D: fhaAOy=-9—2z (y=2—13) perz - —o0 (+0); = 4 e = —9 punti di minimo; r = —3
punto di massimo; x = 0 & AV per z — 0%; x = —9 e z = —11 punti angolosi; f(z), f'(z) = 0
per x — 0.

F1Gura 1. Grafico di f con a =3, b =5 (assi non in scala).




Esercizio 2. [7 punti] Mettere le seguenti tre funzioni in ordine crescente di infinitesimo per x — —a:
f(z) = b(x + a)? + e~V @+’
g(x) =log(r +a+1)+1—sin(z + a) — cos(x + a)
h(z) = (x + a)®log(|x + al).
[(a,0) = (4,1), (3, =2), (1, =3),(2,5)]
Svolgimento: Si ha che, per x — —a,
f(@) = bz +a)*(1+0(1));
9(z) = (z+a)—3(z+a)*+3(z+a)’ +1—(z+a)+i(z+a)’ -1+ 1 (z+a)’+o((z+a)?)
= 3(z +a)’(1+0(1)))
Inoltre, poiché log(|x + a]) — —o0 e (
g(z) _ _1+o(l)
h(z)  2log(|x + al)

quindi 'ordine richiesto e

x + a)log(|x + a|) — 0, si ha che
h(x) _ (x + a)log(|x + al)
f() b(1 +o(1))

— 0,

—0 per r — —a,

f(@), h(x), g(x).



Esercizio 3. [5 punti] Determinare il polinomio di Maclaurin di ordine 5 di

f(z) = sin(log(1 + ax)).
[a = £2, +3]

Svolgimento: Per y — 0 si ha che log(1+vy) =y — %y2 + %y?’ - Z—lly4 + %y5 +o(y°) e siny =y — %y?’ +
w5¥” + o(¥®), quindi

f(z) = sin(az — a2 + 1a’s”® — La's* + L1a®2® + o(a”))
= (az — $a°2” + 1a®2® — 1a'a* + La’2® + o(2”))
— 1 (az — 1a’2® + 3a’2° + o(x?)))3 + 735 (az + o(x))” + o(z°)
=ax — %a2x2 + %a?’x?’ — }La4x4 + %a5x5 + o(%)
— 1 (a®2® — 3a*a + a’2° 4 3a°2° + o(2”)) + 135 (a’2” + o(2”)) + o(a”)
= ar — 3a°7” + ta’z® + BEEIELGO 0 4 o(a).

Per I'unicita nel Teorema di Peano, il polinomio richiesto e

1.2.2 , 133 1. 5.5
ar — 5a°x +ga:z; 0T



Esercizio 4. [6 punti] Studiare, al variare di @ € R, la convergenza dell’integrale improprio

+oo b+2

sin®z + x J
—dx.
0 T /e—:c + .I6
[b =5,4,3, 2]

Svolgimento: Poiché la funzione integranda ¢ continua in R*, basta studiare la convergenza dell’integrale
per x — 07 e per x — +00. Poiché
b b+2
sin"r +x b 4

— == 14 o0(1 per x — 07,

= (R ()
si ha che, per z — 0T, 'integrale converge se e solo se b — a > —1, ovvero se e solo se o < b+ 1.
Per © — 400 invece si osservi che

sin® z + zb+2

T/ e~ % + ZIZ’6
quindi l'integrale converge per x — +00 se e solo se b — 1 — a < —1, ovvero se e solo se a > b.
In conclusione, I'integrale improprio e convergente se e solo se b < a < b+ 1.

= 2?25 (1 4 0(1)) = 2" (1 + o(1)),



Esercizio 5. [5 punti] Sia y € C'(R) la soluzione del problema di Cauchy

(ae™ + 1)y =ay(e ™ —1) inR
y(0) = —1.

Determinare y(x) e il limite di y(z) per x — +o0.
[a=7,51,3]

Svolgimento: L’equazione differenziale & del primo ordine, lineare e omogenea, quindi la sua soluzione

generale e
e —1

y(l’) _ CGA(x)v dove C €R e A(l’) = a/ md.I

Ponendo t = e™2* > 0 si ha che dx = —2% dt e

a t—1 a 1 a+1
A(m)__§/t(at+1)dt__§/<_z+at+1) dt

a—+ a+1
2

1
log (at + 1) = glog e — log (ae™* + 1)

Si determina C' dalla condizione y(0) = —1: y(0) = CeA® = —1, ovvero

= e A0 _phontein) _ g 1 1)

Percio
a+

y(@) = —(a+1)2

In particolare

at

Blog(ae™+1) — _ (4 1 1)"F e~ (1 + e 2)"F  per x € R.

1
—ar—
(&

M@:—ﬂHﬂf%€“ﬂ+dDY%l%O per z — 400.



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 31/01/2023 — II turno

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4

Esame orale: 5

Titolare del corso: Totale

Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite

lim 4 cos (a;fm) — rare” s
20+ 3b(z — sinx)
[(a7 b) - (27 3)? (_27 3)7 (37 2)7 (_37 2)]

Svolgimento: Si ha

x —sin(z) = % + o(z*)
Inoltre
m T 1 7r ar  a’z®  adx?
4 =4 il —4 A _er 3
cos<a$+2> cos(21+%> cos(2< 5 T2 3 —l—o(m)))
raxr walr?  walx?
=4 — 3
sm( 1 5 T + o(z ))
ra’r?  watr®  17ndada’ 3
= max — — = o(z”)
2 4 6 16
ra’r? (247 — 7%)aad 5
=maz — ——+ 96 + o(x?)
e pertanto il numeratore diventa
e 2,.2 22U — 3\ 43,3 . 2,.2
4 cos (axi 2) —maxre 2 = Twar — 7ra2x + (24 92 Ja’z + o(z”) — max (1 — % + a8x + 0(332))
(121 — m3)a’z? 3
= +o(x”),
9 (%)

e il limite richiesto ¢ dunque

) (127r—;r63)a3x3 + 0@3) (127T N 7r3)a3
1m = .
z—0+ ggj*g + o(x3) 48b



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

1
f(x) =V —aera
specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo

relativo, eventuali punti di non derivabilita, intervalli di concavita/convessita, eventuali punti di flesso.
E richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=2,-2,3,—3]

Svolgimento: In questo svolgimento studieremo il grafico della funzione f(z) = \3/56%, di cui i grafici
richiesti sono traslazioni e simmetrizzazione opportune.

e Non vi sono simmetrie (né nelle versioni proposte).
e D(f) =R\ {0}.
o f(z)>0 < z>0.

e lim f(x)=—-o00, lim f(z)=0, lim f(z)=4o00, lim f(z)=+o0.

——00 x—0— z—0t T—+00

o f/(z) = <= (z —3), Va € D(f).

5
3x3

Osserviamo che lim f'(x) =07, lim f'(z)= +o0.
z—0~ z—07t

o fl(x) >0 & x € (—00,0)U (3, +00).

3 & quindi punto di minimo relativo, con f(3) = (3¢)3.

e Calcoliamo f"(z) = —geil (22% — 122 —9), Vz € D(f).

Risulta lim f”(x) =07 (e lim f"(z) = 400).
z—0~ z—07T

o f"(z) >0 &z € (—00,2(2—6)]U(0,2(2+6)].

Abbiamo quindi i seguenti due punti di flesso: £(2 £ v/6).

ERNFICcO ¢




Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:

[Tllosr 2,
0 Var+1 (ax+2)2
Calcolarlo per oo = 0.
[a=5,4,3,2]
Svolgimento: Risulta

f(z) ~ MIH—O‘ per z — 0F.

Pertanto f ¢ integrabile in (0, 1] se e solo se « > —2. D’Altra parte
| log |

fla) ~ B
(=) a2\/axz
Pertanto f ¢ integrabile in [1,400) se e solo se o < %
Segue che f ¢ integrabile in (0, +00) se e solo se —2 < a < %
Calcoliamo l'integrale per a = 0: con la sostituzione vax + 1 = y si ha
+o0 +o00 2
2 -1
x B Y J

PR B
o Var+ 1(ax +2)? a* )i (y*+1)?

Calcoliamo 1'ultimo integrale:

2 2
y —1 / 1 / y
———dy=— | ——dy+2 | ——=dy.
/(y2+1)2y 1" (2 + 12"
Integrando per parti

2 !/
Y 1 1 1 g 1/ 1
S dy = — = - d
/(y2+1)2 Y Z/y(y2+1> V=5 r1 2 ™

per x — +00.

Y.

da cui segue

Si deduce

+oo 2
y-—1 . y 1 1
S gy= 1 . g
/1 W2+12? yﬁnfoo< y2+1)+2 2

400 T 9 +oo y2 -1 1
dr = — ———dy = —.
o Vax+ 1(ax + 2)? a® J;  (y2+1)2 a?

Pertanto si conclude




Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

p y2 + a?

Yy ——
Ty

y(l) = —a,

specificando l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.
[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Equazione a variabili separabili senza soluzioni stazionarie, secondo membro definito per
x # 0,y # 0. Poiché y(0) < 0 deve essere y(x) < 0 per ogni x. Separando le variabili si ottiene

1
5 log(y” +a%) =logla] + ¢

e imponendo la condizione iniziale si trova ¢ = log(v/2a). La soluzione & pertanto

1
x)=—aVv22zx? -1, x>—.
y(z) % 7



Esercizio 5. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 con centro zy = 0 per la

seguente funzione: .
f(z) = (cos a:)asmx.

[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Si ha

sin(z) =z — v + o(z?).

6
Pertanto sara sufficiente sviluppare cos(z) fino all’ ordine 4 cosi come In(cos(z)). Pertanto
2 2t A
cos(x) :1—?+Z+O(x ),
e
2 4 2 A gl 2 4
log(cos(z)) = log(1 — % + % +o(z*)) = —% + % - 5% + o(z?) = —% - f—2 + o(z%).
Ora
(cosz)*™™" = exp(asin(z) log(cos(z)))
3 2 4
= expla(e = &+ o(a?) (-5 — 35 +o(ah)
3
= exp(—a; + o(z”))

3

=1- a% + o(z”).



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 31/01/2023 — II turno

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4

Esame orale: 5

Titolare del corso: Totale

Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite

lim 4 cos (a;fm) — rare” s
20+ 3b(z — sinx)
[(a7 b) - (27 3)? (_27 3)7 (37 2)7 (_37 2)]

Svolgimento: Si ha

x —sin(z) = % + o(z*)
Inoltre
m T 1 7r ar  a’z®  adx?
4 =4 il —4 A _er 3
cos<a$+2> cos(21+%> cos(2< 5 T2 3 —l—o(m)))
raxr walr?  walx?
=4 — 3
sm( 1 5 T + o(z ))
ra’r?  watr®  17ndada’ 3
= max — — = o(z”)
2 4 6 16
ra’r? (247 — 7%)aad 5
=maz — ——+ 96 + o(x?)
e pertanto il numeratore diventa
e 2,.2 22U — 3\ 43,3 . 2,.2
4 cos (axi 2) —maxre 2 = Twar — 7ra2x + (24 92 Ja’z + o(z”) — max (1 — % + a8x + 0(332))
(121 — m3)a’z? 3
= +o(x”),
9 (%)

e il limite richiesto ¢ dunque

) (127r—;r63)a3x3 + 0@3) (127T N 7r3)a3
1m = .
z—0+ ggj*g + o(x3) 48b



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

1
f(x) =V —aera
specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo

relativo, eventuali punti di non derivabilita, intervalli di concavita/convessita, eventuali punti di flesso.
E richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=2,-2,3,—3]

Svolgimento: In questo svolgimento studieremo il grafico della funzione f(z) = \3/56%, di cui i grafici
richiesti sono traslazioni e simmetrizzazione opportune.

e Non vi sono simmetrie (né nelle versioni proposte).
e D(f) =R\ {0}.
o f(z)>0 < z>0.

e lim f(x)=—-o00, lim f(z)=0, lim f(z)=4o00, lim f(z)=+o0.

——00 x—0— z—0t T—+00

o f/(z) = <= (z —3), Va € D(f).

5
3x3

Osserviamo che lim f'(x) =07, lim f'(z)= +o0.
z—0~ z—07t

o fl(x) >0 & x € (—00,0)U (3, +00).

3 & quindi punto di minimo relativo, con f(3) = (3¢)3.

e Calcoliamo f"(z) = —geil (22% — 122 —9), Vz € D(f).

Risulta lim f”(x) =07 (e lim f"(z) = 400).
z—0~ z—07T

o f"(z) >0 &z € (—00,2(2—6)]U(0,2(2+6)].

Abbiamo quindi i seguenti due punti di flesso: £(2 £ v/6).

ERNFICcO ¢




Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:

[Tllosr 2,
0 Var+1 (ax+2)2
Calcolarlo per oo = 0.
[a=5,4,3,2]
Svolgimento: Risulta

f(z) ~ MIH—O‘ per z — 0F.

Pertanto f ¢ integrabile in (0, 1] se e solo se « > —2. D’Altra parte
| log |

fla) ~ B
(=) a2\/axz
Pertanto f ¢ integrabile in [1,400) se e solo se o < %
Segue che f ¢ integrabile in (0, +00) se e solo se —2 < a < %
Calcoliamo l'integrale per a = 0: con la sostituzione vax + 1 = y si ha
+o0 +o00 2
2 -1
x B Y J

PR B
o Var+ 1(ax +2)? a* )i (y*+1)?

Calcoliamo 1'ultimo integrale:

2 2
y —1 / 1 / y
———dy=— | ——dy+2 | ——=dy.
/(y2+1)2y 1" (2 + 12"
Integrando per parti

2 !/
Y 1 1 1 g 1/ 1
S dy = — = - d
/(y2+1)2 Y Z/y(y2+1> V=5 r1 2 ™

per x — +00.

Y.

da cui segue

Si deduce

+oo 2
y-—1 . y 1 1
S gy= 1 . g
/1 W2+12? yﬁnfoo< y2+1)+2 2

400 T 9 +oo y2 -1 1
dr = — ———dy = —.
o Vax+ 1(ax + 2)? a® J;  (y2+1)2 a?

Pertanto si conclude




Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

p y2 + a?

Yy ——
Ty

y(l) = —a,

specificando l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.
[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Equazione a variabili separabili senza soluzioni stazionarie, secondo membro definito per
x # 0,y # 0. Poiché y(0) < 0 deve essere y(x) < 0 per ogni x. Separando le variabili si ottiene

1
5 log(y” +a%) =logla] + ¢

e imponendo la condizione iniziale si trova ¢ = log(v/2a). La soluzione & pertanto

1
x)=—aVv22zx? -1, x>—.
y(z) % 7



Esercizio 5. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 con centro zy = 0 per la

seguente funzione: .
f(z) = (cos a:)asmx.

[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Si ha

sin(z) =z — v + o(z?).

6
Pertanto sara sufficiente sviluppare cos(z) fino all’ ordine 4 cosi come In(cos(z)). Pertanto
2 2t A
cos(x) :1—?+Z+O(x ),
e
2 4 2 A gl 2 4
log(cos(z)) = log(1 — % + % +o(z*)) = —% + % - 5% + o(z?) = —% - f—2 + o(z%).
Ora
(cosz)*™™" = exp(asin(z) log(cos(z)))
3 2 4
= expla(e = &+ o(a?) (-5 — 35 +o(ah)
3
= exp(—a; + o(z”))

3

=1- a% + o(z”).



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 31/01/2023 — I turno

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

Esame orale: Totale

Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite

, ) 1 \" 2a + 1
Iim n 1+ — ecos
n——+00 n—+a n

l_ll_l]
3 34 4

Svolgimento: Si ha

log (14 — log (14~ g (142219 (2
0 —— ) =1lo — =1lo —— — 4+ —+4o0|—
& n-+a & nl+2 & n  n?2 nd n3

o =

a+i d+a+i 1
= — + J—
n? n3 n3
Dunque
L\ gt atd oPrard o a+1  36a+36a+11 1
1 = n 0g(1+n+a) = 1 n + n2 +o(n2) = 1 —_ 2 _— .
( +n—|—a) e e e - + 242 +o0 o

Essendo infine cos <, / 2“—:1> =1— 22l 4 Qat1)? + o0 (n—lg) , si conclude che il limite richiesto vale

2n 24n?2

y (36a2+36a+11 (2a + 1)? ( 1 ))
— +0

16a% + 16a + 5
= e.
12

lim en

oo 24n2 24n2 n2



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(w) = Va(log’z — a?)

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita, intervalli di concavita/convessita, eventuali punti di flesso.

E richiesto lo studio della derivata seconda.
0= V3, V3.2,V
Svolgimento: Dominio: {x > 0}. Risulta
flz) >0<=0<zx<ecz>e", flr)=0<=a=ec"c¢"
Inoltre
(=)

Jm f(z) =0, lim f(z) =+oc,  lim === lm ——=

log?z — a® 0

Per x > 0: ) ,
log=x + 4logx — a
f/(x): 2\/_ ?

x

N —_9_ 2 _ 2 N Y 2
pertanto f ¢ crescente per 0 < x < e~ 27V4+Ha o g > 7 2HVAHE o £ & decrescente per e 2TVATY < g <
e—2+ 4+a?

_9_ 2 . . . _ 2 . .« . .
x = e 27V4%® punto di massimo relativo, z = e 2tV4+% punto di minimo relativo.

Inoltre
lim f'(z) = +o0

z—0t

x = 0 punto di cuspide.

Per x > 0:
_ 8+4a?—log’x

f) ==

N _ 2 _ 2 N _ 2 2
pertanto f & concava per 0 < o < e~ V8t ¢ x > V8" ¢ f & convessa per e VT < g < eVEHAT,

— 2 2 o .
x = e V8T 1 — eV8+a® punti di flesso.

F1GURE 1. Grafico per a = V5



Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

00 23/2 _ 0l/2
/ . dzx.
o 2 H1+a)?

parametro a € R:

Calcolarlo per oo = 2.

[a = 2,3]

Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del parametro o € R:

00 23/2 _ 0l/2
/ : dx
o (1 + x)?

Calcolarlo per oo = 0.

Svolgimento: Consideriamo il primo testo, con a = 2. Chiamiamo f, la funzione integranda.

Studio della convergenza dell’integrale improprio

e Nell’eventuale polo 0 abbiamo

lim 7o) _ o
z—0 1 = ’
472
quindi per confronto asintotico abbiamo convergenza se e solo se a — % < 1, ovvero a < g
e A +o0o abbiamo
lim ———— =ce€ (0,+00),
r—=++00 ————=
o1 t2-3
quindi per confronto asintotico abbiamo convergenza se e solo se a — % > 1, ovvero o > %

Riassumendo, c’e convergenza se e solo se % <a< g

Calcolo dell’integrale per o = 2

Con il cambio di variabile z/2 =t si ha

00 3/2_2 1/2 00 43 __ 9t © $2_9
1::/ udxz/ —2tdt=2/ ——_dt.
o x(l+z)? o tA(1412)? o (1+12)2

Utilizzando il metodo di Hermite, cerchiamo le costanti A, B, C, D € R tali che
t*=2  At+B d Ct+D

+27 142 & 118

Eseguendo i conti al lato destra dell’'uguaglianza, siamo condotti a verificare
t?—2=At" +(B- )W+ (A—-2D)t+ B+ C,

ed eguagliando i coefficienti troviamo A = D =0, B= —3, C = —3.



Quindi I'integrale proposto diventa:

C 1 1 c
I = lim 2/ —— ——dt+ |2 —§ o
=00 o 2 141+ 2) 1+t%],

= lim [— arctgt — 3

c— 00

C
1+t2]0

C
= lim |—arctgc— 3
Jm [t 3

7

—5
Osserviamo che in alternativa al metodo di Hermite, si puo calcolare I'integrale proposto nel seguente
modo:

t* -2 1+ ¢2 2 1ot 1
/(1+t2)2dx:/{_2(1+t2)2+3(1—|—t2)2 dt = —2arctgt +3 —§1+t2+§arctgt + ¢,

dove abbiamo utilizzato la nota soluzione per parti

/ r dt—l/ 2 = ! t+/ L
(1+t2)2 2] (1+2)2 7 2\ 1+ 1L+e2 )7




Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y —ysinz = beos’ rsinx

-

specificando l'intervallo di definizione della soluzione.
[(CL, b) = (27 5)a (37 4)7 (47 3)7 <6a 2)]

Svolgimento: La soluzione y;, dell’equazione omogenea associata e:

d
/_y = /sin(:v)d:v <= Inly| = —cos(z) + k <= yn(z) = cexp(— cos(x)).
Y
Per determinare la soluzione generale y(x) useremo il metodo della variazione delle costanti per avere

y(x) = c(x) exp(— cos(z)),
con
d(z) = bcos?(z) sin(x) exp(cos(x)).
Con una doppia integrazione per parti otteniamo quindi
y(x) = cexp(— cos(x)) — b(cos?(z) — 2cos(x) +2) =z € R,

con costante ¢ = a + 2b.



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente sistema in C:

w—2z=z
wz? = aw

[a=5,4,3,2]

Svolgimento:
Dalla prima equazione risulta w = z 4+ Z = 2 Re 2z, per cui deduciamo che w ¢ un numero reale.

Quindi la seconda equazione e soddisfatta da:
e w = 0, che inserito nella prima equazione dice Re z = 0 ed abbiamo le soluzioni

z2=19Y1 yeR
w = 0.

e w # 0 = z = +,/a, che inserito nella prima equazione da w = +24/a. Abbiamo allora le ulteriori
soluzioni



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 31/01/2023 — I turno

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

Esame orale: Totale

Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite

, ) 1 \" 2a + 1
Iim n 1+ — ecos
n——+00 n—+a n

l_ll_l]
3 34 4

Svolgimento: Si ha

log (14 — log (14~ g (142219 (2
0 —— ) =1lo — =1lo —— — 4+ —+4o0|—
& n-+a & nl+2 & n  n?2 nd n3

o =

a+i d+a+i 1
= — + J—
n? n3 n3
Dunque
L\ gt atd oPrard o a+1  36a+36a+11 1
1 = n 0g(1+n+a) = 1 n + n2 +o(n2) = 1 —_ 2 _— .
( +n—|—a) e e e - + 242 +o0 o

Essendo infine cos <, / 2“—:1> =1— 22l 4 Qat1)? + o0 (n—lg) , si conclude che il limite richiesto vale

2n 24n?2

y (36a2+36a+11 (2a + 1)? ( 1 ))
— +0

16a% + 16a + 5
= e.
12

lim en

oo 24n2 24n2 n2



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(w) = Va(log’z — a?)

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita, intervalli di concavita/convessita, eventuali punti di flesso.

E richiesto lo studio della derivata seconda.
0= V3, V3.2,V
Svolgimento: Dominio: {x > 0}. Risulta
flz) >0<=0<zx<ecz>e", flr)=0<=a=ec"c¢"
Inoltre
(=)

Jm f(z) =0, lim f(z) =+oc,  lim === lm ——=

log?z — a® 0

Per x > 0: ) ,
log=x + 4logx — a
f/(x): 2\/_ ?

x

N —_9_ 2 _ 2 N Y 2
pertanto f ¢ crescente per 0 < x < e~ 27V4+Ha o g > 7 2HVAHE o £ & decrescente per e 2TVATY < g <
e—2+ 4+a?

_9_ 2 . . . _ 2 . .« . .
x = e 27V4%® punto di massimo relativo, z = e 2tV4+% punto di minimo relativo.

Inoltre
lim f'(z) = +o0

z—0t

x = 0 punto di cuspide.

Per x > 0:
_ 8+4a?—log’x

f) ==

N _ 2 _ 2 N _ 2 2
pertanto f & concava per 0 < o < e~ V8t ¢ x > V8" ¢ f & convessa per e VT < g < eVEHAT,

— 2 2 o .
x = e V8T 1 — eV8+a® punti di flesso.

F1GURE 1. Grafico per a = V5



Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

00 23/2 _ 0l/2
/ . dzx.
o 2 H1+a)?

parametro a € R:

Calcolarlo per oo = 2.

[a = 2,3]

Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del parametro o € R:

00 23/2 _ 0l/2
/ : dx
o (1 + x)?

Calcolarlo per oo = 0.

Svolgimento: Consideriamo il primo testo, con a = 2. Chiamiamo f, la funzione integranda.

Studio della convergenza dell’integrale improprio

e Nell’eventuale polo 0 abbiamo

lim 7o) _ o
z—0 1 = ’
472
quindi per confronto asintotico abbiamo convergenza se e solo se a — % < 1, ovvero a < g
e A +o0o abbiamo
lim ———— =ce€ (0,+00),
r—=++00 ————=
o1 t2-3
quindi per confronto asintotico abbiamo convergenza se e solo se a — % > 1, ovvero o > %

Riassumendo, c’e convergenza se e solo se % <a< g

Calcolo dell’integrale per o = 2

Con il cambio di variabile z/2 =t si ha

00 3/2_2 1/2 00 43 __ 9t © $2_9
1::/ udxz/ —2tdt=2/ ——_dt.
o x(l+z)? o tA(1412)? o (1+12)2

Utilizzando il metodo di Hermite, cerchiamo le costanti A, B, C, D € R tali che
t*=2  At+B d Ct+D

+27 142 & 118

Eseguendo i conti al lato destra dell’'uguaglianza, siamo condotti a verificare
t?—2=At" +(B- )W+ (A—-2D)t+ B+ C,

ed eguagliando i coefficienti troviamo A = D =0, B= —3, C = —3.



Quindi I'integrale proposto diventa:

C 1 1 c
I = lim 2/ —— ——dt+ |2 —§ o
=00 o 2 141+ 2) 1+t%],

= lim [— arctgt — 3

c— 00

C
1+t2]0

C
= lim |—arctgc— 3
Jm [t 3

7

—5
Osserviamo che in alternativa al metodo di Hermite, si puo calcolare I'integrale proposto nel seguente
modo:

t* -2 1+ ¢2 2 1ot 1
/(1+t2)2dx:/{_2(1+t2)2+3(1—|—t2)2 dt = —2arctgt +3 —§1+t2+§arctgt + ¢,

dove abbiamo utilizzato la nota soluzione per parti

/ r dt—l/ 2 = ! t+/ L
(1+t2)2 2] (1+2)2 7 2\ 1+ 1L+e2 )7




Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y —ysinz = beos’ rsinx

-

specificando l'intervallo di definizione della soluzione.
[(CL, b) = (27 5)a (37 4)7 (47 3)7 <6a 2)]

Svolgimento: La soluzione y;, dell’equazione omogenea associata e:

d
/_y = /sin(:v)d:v <= Inly| = —cos(z) + k <= yn(z) = cexp(— cos(x)).
Y
Per determinare la soluzione generale y(x) useremo il metodo della variazione delle costanti per avere

y(x) = c(x) exp(— cos(z)),
con
d(z) = bcos?(z) sin(x) exp(cos(x)).
Con una doppia integrazione per parti otteniamo quindi
y(x) = cexp(— cos(x)) — b(cos?(z) — 2cos(x) +2) =z € R,

con costante ¢ = a + 2b.



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente sistema in C:

w—2z=z
wz? = aw

[a=5,4,3,2]

Svolgimento:
Dalla prima equazione risulta w = z 4+ Z = 2 Re 2z, per cui deduciamo che w ¢ un numero reale.

Quindi la seconda equazione e soddisfatta da:
e w = 0, che inserito nella prima equazione dice Re z = 0 ed abbiamo le soluzioni

z2=19Y1 yeR
w = 0.

e w # 0 = z = +,/a, che inserito nella prima equazione da w = +24/a. Abbiamo allora le ulteriori
soluzioni



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 20/06/2023

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

L Esame orale: Totale

Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite

lim (2% 4+ 1) (a 1+ 22+ (da—9)z + (3(3 — a)z® + 2) sin (l)> :

T——00

l[a =2,4,5,6]
Svolgimento: Per x — —o0
aVl+a2? =alz|\/14+ 5 =—ax (1+ 55 — g1 +0(Z)) = —az — £ + % + o(5)
(BB —a)z®+2)sin() =BB—a)r® +3) (2 — 5+ mm to(5)) =3B —a)z + £ — 4L + o(%)

X
Percio

(z* +1) (a\/1+7:c24r (4a —9)z + (3(3 — a)2® + 2) sin (l)> = (2% +1)28T L 4 (L) - 4T

xT



Esercizio 2. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione

f(x) 0

T el 1

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita, intervalli di concavita e convessita e eventuali punti di flesso.
E richiesto lo studio della derivata seconda.

[(CL?b) = (17 1)7 (_17 1)7 (17 _1>7 (_17 _1>]

Svolgimento: Il dominio ¢ domf = R e la funzione ¢ continua in R. Per a > 0siha § = f(—b) < f(z) <a
per ogni x € R. In particolare, se a > 0, —b & un punto di minimo assoluto. Analogamente, per a < 0

sihaa < f(x) < %= f(—b). In particolare, se a < 0, —b € un punto di massimo assoluto assoluto.

a
2

In entrambi i casi il grafico della funzione non interseca 1’asse x. Il punto di intersezione con 'asse y ¢

<aﬂw=(&;§rﬂ'

lim f(z)=a

r—+00
e quindi la retta di equazione y = a € un asintoto orizzontale di f per x — +oo. Essendo la funzione
continua su R non ci sono asintoti verticali.
La funzione & chiaramente derivabile in (—oo, —b) U (—b, +00) e la sua derivata &

Si ha

ae~ |z +bl _
, (ef\ﬁb\ﬂgz' per x> —b
fz) = _—ae T er 2 < —b
(67\z+b\+1)2 p

Quindi, per a > 0, f'(x) > 0 per z € (=b, +o0) e f'(x) < 0 per z € (—oo, —b). Quindi f & strettamente
decrescente per in (—oo, —b) e strettamente crescente in (—b, +00). Come gia osservato —b & un punto
di minimo assoluto e non ci sono altri punti di estremo locale.

Analogamente, per a < 0, f'(z) < 0 per z € (=b,+00) e f'(x) > 0 per x € (—o0,—b). Quindi f ¢
strettamente crescente in (—oo, —b) e strettamente decrescente in (—b, +00). Come gia osservato —b e

un punto di massimo assoluto e non ci sono altri punti di estremo locale.
Si ha inoltre

F=b) =7 e fL=b)= =1 # Fi(-D).

Quindi la funzione non ¢ derivabile —b e —b € un punto angoloso.

=~ Q

La f’(x) ¢ chiaramente derivabile in (—oo, —b) U (—b, +00) e la sua derivata ¢

ae~ 1z +0l (e"IH" —1)

—\x+b|+1 3
f”(x) - ae—\:—&-b\(e—|m+b|71)

(6—\z+b|+1>3

per x> —b

per x < —b

Quindi, se a > 0, f”(z) < 0 per ogni x € (—o0, —b) U (—=b, +00). Quindi f & strettamente concava in
(—o0,—b) e in (—b,+00). Non ci sono punti di flesso. Si noti che f non ¢ concava in R ad esempio
perché, per a > 0, si ha f\(—b) > f'(-b).

Analogamente, se a < 0, f”(z) > 0 per ogni z € (—oo0,—b) U (—b,+00). Quindi f ¢ strettamente
convessa in (—oo, —b) e in (—b,400). Non ci sono punti di flesso. Inoltre f non ¢ convessa in R.

Riportiamo qui sotto il grafico di f per (a,b) = (1,1).






Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/+°° (arctan z)® I
0o | |

x + 1)betl(z + a)?

parametro a € R:

Calcolarlo per oo = 0.

[(a7 b) = (27 2)7 (37 4)7 (47 5)7 (57 6)]

Svolgimento: In tutti i casi abbiamo b > a > 2. Per ogni o € R la funzione integranda ¢ continua in
(0,400). Basta quindi studiare la convergenza a +o0o e la convergenza in (un intorno destro di) 0.
Studiamo prima la convergenza a +oo. Si ha

(arctan x)“ N (2)
(x+1)ba+1(x+a)2 xrbo+3

per x — +00.

Quindi, per il criterio del confronto asintotico, si ha convergenza a +o0o se e solo se ba + 3 > 1 ossia se
esolosea>—%.
Studiamo ora la convergenza in 0. Si ha

(arctan x)® @

(r+ )Pz +a)?  a®

e quindi, sempre per il criterio del confronto asintotico, si ha convergenza in 0 se e solo se a > —1.

per x — 0"

Riassumendo, visto che b > 2 e quindi —1 < —%, I'integrale improprio ¢ convergente se e solo se
o€ (-2 -+o0).

Passiamo ora al calcolo per a = 0. In questo caso l'integrale ¢ convergente perché 0 € (—%,—1—00).

Dobbiamo calcolare I'integrale improprio

/—i-oo 1 dx
y @rD@tay
Ricordando che a # 1, dalla teoria sappiamo che vale 'identita

1 A B D

(x+1)(z + a)? _x+1+x+a+(x+a)2

per opportune costanti reali A, B, D. Si ha
A B D A(x +a)®>+ B(x+1)(x +a) + D(x + 1)
+ +
r+1 z+a (x4 a)? (x+1)(x + a)?
(A+ B)az? + (2Aa + Ba+ B + D)z + Aa®> + Ba+ D
(x+ 1) (z+ a)?

A+B=0
20A+ (a+1)B+D =0
a?A+aB+ D=1

che ha come soluzione A = ﬁ, B = —ﬁ, D = ——=. Quindi

1 1 (1 1 a—1>
(z+1D)(z+a)? (a—12\z+1 z+a (v+a)?



e di conseguenza

/ (@+ 1)@ + a)?

In conclusione

1

/0+°° (z+1)

(x +a)?

dx

dx

1
(@ —1)

lim

s

r+1 a—1
T+ a T+ a
1

so+oo Jo (x4 1)(x + a)?

lim

S—+00 ((1 — 1)2

1

(@ —1)

<log a—

(log

as—+ a

dx

a—1
T+

)+c

a—1

a—1

a—1
a

S+ a

+ .
S+ a

a

)+c
a

(log|x+1|—log|x+a|+—

)



Cognome (in STAMPATELLOD): ...ccoooiiiiiiiiiiiiciiciic e, Nome (in STAMPATELLOD):....oouieiieiiiiiiieiiceiic e

Esercizio 4. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy

, sin &
y =ary—y

cos® T,
y(0) = =b

specificando l'intervallo di definizione della soluzione.

[(a,0) = (3,5), (4,4),(5,3), (6,2)]

Svolgimento: L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili:
/ dy / smx
cos? x

d
/ Y~ log y|+ ¢ = log(~y) + ¢

Risolviamo il secondo integrale per parti:

/ sin x d 1/ ( 1 )ld 1 =z 1/ 1 1 =z 1t n
T r=—- | x T = - - = = - — —tanx + c.
cos® & 2 cos? x 2cos?x 2 ) cos?x  2costx 2

Risolviamo il primo integrale:

Pertanto 0 a
log(—y) = = — =t .
og(~y) 2coszy 2 07 e
Imponendo la condizione iniziale y(0) = —b si ottiene ¢ = logb. Pertanto la soluzione del problema di
Cauchy e
() = —bexp (a $ —gtanx>
E 2co8?xr 2 '

L’intervallo di definizione della soluzione ¢ (—%, 7).



Esercizio 5. [5 punti]| Risolvere la seguente equazione in C

1
2122 + ;) — 2i7|2].

[a=5,4,3,2]

Svolgimento: z = 0 & soluzione dell’equazione. Per z # 0, si ponga z = pe?, p > 0 e sostituendo
nell’equazione

) 1 . . 1 m
p€10<p2+¥) :21p2€719 A 619(,024-?) :21061(570).

che ¢ equivalente al sistema

1 2 _
p2+—2=2p p:azl: a 1
a — a
T
6=5—0+2m ke 9:£+/m,kez

Si conclude che le soluzioni dell’equazione sono
at+va?—1
V2a

z2=0, z= (14+1), =z=



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 17/6/2024

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

Prova orale: Totale

Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(x) = alog(e™" — z +b)

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[(a7 b) = (17 2)7 (17 _2)7 (_17 2)? (_17 _2>]

Svolgimento: Si ha f(z) = ag(z — b) con g(x) = log(el”l — z), quindi basta studiare g.
Dominio. 11 dominio di g ¢ D, = {z € R|el*l > 2}. Per ogni x < 0 si ha e/l > 0 > 2, mentre per z > 0,
essendo

d
0 T T
=1>0 R — >1 = — ,
e s xe (& x]}
si ha anche e* > x, e dunque Df = Dg = R.

Asintoti. Non ci sono asintoti verticali. Si ha
g(z) = log(el*l(1 4+ ze™ 1)) = |z| + 0(1) per x — £00,
dunque f ha asintoti obliqui y = +a(z — b) per x — +o0.

Derivabilita e derivata. Per x # 0 si ha

‘xli — T_1 sz_l
/ - (& 7] 1 B _Ez—z xTr > O, , o aefT_Hb T > b,
g (:E) o || o e %+1 = f (I) - -] b
e = e~ T4z T < Oa T < 0.

Inoltre
lir(r)li Jgx)y=x1-1 = lim f'(x)=0, lim f'(z) = —2aq,
T—

z—bt b~
quindi f non e derivabile in z = b (punto angoloso).
Monotonia e punti estremali. Si ha, come visto studiando il dominio, el*l —z > 0 per ogni « € R. Inoltre
se x > 0 allora ¢ — 1 > 0 e quindi ¢’(x) > 0, mentre e + 1 > 0 per ogni € R e dunque ¢'(z) < 0 per
x < 0. Quindi f e decrescente in (—o0,b) e crescente in (b, +00) e z = b & minimo assoluto.



Ficura 1. Graficodi f cona=1,b=2.
)

Esercizio 2. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
parametro a € R:

/2 sin®*3
dzx.
/0 cos®(x)(b — cosx)(cos® x + 1)

Calcolarlo per @ = 0.

[(a,0) = (4,3),(3,4),(2,5), (5,2)]

Svolgimento: Convergenza. Si ha in tutti i casi b > 1 pertanto il denominatore si puo annullare solo per
x = 7/2. Bisogna dunque studiare la convergenza dell’integrale solo agli estremi. Detta f, la funzione
integranda, per x — 0" si ha

:L,a+3
)~ ———
fal@) 2(b—1)
e dunque l'integrale converge in z = 0 se e solo se a > —4, mentre per x — 7 si ha
1
)~ ——
fOé< ) b(g . I')aa
e dunque l'integrale converge in x = 7 se e solo se @ < 1/a. Quindi l'integrale converge se e solo se

—4<a<l/a.
Calcolo per a = 0. Facendo il cambiamento di variabile ¢ = cos x I'integrale dato diventa

1 2 _ 112 _

/ t?—1 5t — 1 / b 1+2t+b @t

o (t—=0b)(t2+1) 2+1), [t—0b t2+1
1
S+

1 : b—1 T
= {(b —1)log (T> +log2+b§].

[(> — 1) log |t — b| + log(t* + 1) + 2barctan t}(l)




Esercizio 3. [5 punti] Risolvere il problema di Cauchy

2

y = 2,
y(2a) =,

specificando l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.
[a=4,5,2,3]

Svolgimento: Equazione a variabili separabili definitia per 2 # +a e con soluzioni stazionarie y = § +km,
k € Z. In base alle condizioni iniziali I'intervallo massimale di esistenza [ & contenuto in (a,+o0) e

y(z) € (£,2) per ogni « € I. Separando le variabili si ottiene
dy 1 1 1 1 1 a+x 1 T+ a
t = = | ——dr=— = —1 =—1 :
any /cos?y /aQ—x2x 2a Lz—ija—i-x} 2 °la—zx e 2a Og(m—a>+c
Dalla condizione iniziale si ha ¢ = —% log 3 e la soluzione ¢
1 r+a
= arct —log ——
y(x) = arctan (2a og 30— a)) + 7,

con intervallo massimale di esistenza I = (a, +00).



Esercizio 4. [7 punti] Calcolare il limite seguente:
(Sin x)ax . xsinax
lim

20+ 23 log x

[a=5,2,3,4]

Svolgimento: Basta sviluppare il numeratore a meno di o(z3log z). Si ha

sin ax ax log(sin x) sin az log(x)

(sinx)* —x =e —e
Inoltre
PR 3,3
sin(ax) logx = (a:r; 5 + 0(1‘3)> logz = axlogx — ru logz + o(2” log x),
da cui
esinaac logz __ eIT log z— “3613 log z+o(z3 log )
Sz’ Ly oy o L g, 3 3
=14 axrlogx — Tlogm + éa x”log” x + 69& log” z + o(z” log ).
Analogamente
z3 x?
axlog(sinz) = axlog (x -5 + o(x?’)) = ax (loga: % + o(x2))
= axlogz + o(z®log z),
e pertanto

az log(sin x)

1 1
e =1-+axlogx + §a2x2 log?  + 6;53 log® x + o(2* log 7).

Il numeratore si scrive dunque come
a’z’
== log * + o(z” log 7)

L log(sinz) eSinaz log

e il limite richiesto e ,
. Cr?logr 4+ o(x’logz) @
im = —.
a—0+ x3logx 6




Esercizio 5. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

(z—1)* = —a —2|7]

[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Scrivendo z = x + iy, z,y € R, 'equazione data equivale al sistema
(z =172 =% = —a—222+ 12,
2(x—1)y =0.

La soluzione y = 0 della seconda equazione non ¢ accettabile, poiché sostituita nella prima implica
(x —1)? = —a — 2|z| < 0 che ¢ impossibile. La soluzione x = 1 della seconda equazione, sostituita nella

prima, porge —y? = —a — 2+/1 + 42, da cui y* > a, e, elevando al quadrato,
y* —2(a+2)y* +a® —4=0,

che ha soluzione
Y’ =a+2+2vVa+ 2,

da cuil

yz:l:\/a+2+2\/a+2.

Le soluzioni dell’equazione data sono dunque

21’2:1:*22'\/&+2—|—2\/CL+2.




Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 01/09/2023

Quindi

Cognome: Esercizio | Punteggio
(in STAMPATELLO) 1
Nome: 2
(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4
Titolare del corso: 5
Esame orale: Totale
Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite
n! (sin (%) + en? 4 cos (%6) — 2) + 7" logn
lim I
n=roo n! (arctan (L))" + ncos(3n)
la = 5,4,3,2]
Svolgimento: n! € un infinito di ordine superiore rispetto a ogni esponenziale ossia
.oa :
lim — =0 perognia>0
n—+oo 1!
Di conseguenza, per ogni k € N si ha
7" logn 1 7 logn 1 ncos(3n) 1
=o(—|, =o(— e ————~=o—|.
n! nk n! nk n! nk
D’altra parte da
3
sinx = x— % + o(z*)
22
e’ = 1—|—x+5+0(3:3)
2 ot
= 11— 4+ = 3
CoS T 2+24+0(x)
arctanr = x + o(z?)
si trova
. a a 2\/a a a a* 2a  16a? 1
Sll’l(ﬁ)‘i‘enQ +COS(T)—2 = E+1+ﬁ+ﬁ+l—ﬁ+24n4 _2+0(F)



lim
n=+o0 p| (arctan (%)) + n cos(3n)

n (15 +o(h)) + ™ logn
4




Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

N|—=

flo) = a‘xxlr b

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[(a,0) = (1,1),(2,1),(1,2),(2,3)]

Svolgimento: In tutti i casi a > 0 e b > 0. Il dominio di f e

s {2 (=)o ().

Inoltre f ¢ continua in domf.

f(z) = 0 se e solo se x = 0 quindi (0,0) ¢ l'unico punto di intersezione del f con gli assi Cartesiani.
Inoltre,

flz) >0 (ax+b>0)AN(r#£0) = x € (—2,0) U (0, 400) .

Consideriamo ora i possibili asintoti.

1
x|z b/a
st laz + b 0
e quindi, tenendo conto del segno di f, si trova
Lk —E
= +00, lim = —
x_)_§+cm:+b m_}_gfaa:jtb

b

Di conseguenza la retta di equazione x = — ¢ un asintoto verticale sia da destra che da sinistra. Inoltre,

1
T LI
z—+oo ax + b

e quindi, la retta di equazione y = 0 ¢ un asintoto orizzontale di f per x — 400 e x — —00.

Studiamo ora la derivabilita, la monotonia e i punti di massimo e minimo locali e globali. f ¢ chiaramente
derivabile in R\ {—2,0} e quindi

b b
domf’ D (—oo,——) U (——,0) U (0, +o00) .
a a
Inoltre, per ogni z € (—oo, —%) U (—2,0) U (0,+00) si ha

/ 3|72 & (ax 4 b) — ala|?
flz) = (ax + b)?

z(b— ax)
2|z|? (az + b)?

Studiamo la derivabilita di f per x = 0. Si ha

N

= lim l il =
 hsot hah+b

f1(0) +00



. |h|z2
= 1im — =
h—0- hah + b

f2(0)

Quindi 0 ¢ un punto di cuspide e
b b
domf’ = (_OO’_E) U (_E’O) U (0, +00) .

Determiniamo ora i punti critici e gli inervalli di monotonia. Per z € domf’ abbiamo

f’(w):O@x(b—ax):[)@x:g

e quindi g e 'unico punto critico di f. Inoltre,

flz)>0ex(b—ar) >0 2 € (0,2).

Di conseguenza, f e strettamente crescente in (0, g) ed e strettamente decrescente in (—oo, —9), in

(—g, O) e in (%, —i—oo). Di conseguenza 0 ¢ un punto di minimo locale f(0) = 0 ¢ il corrispondente valore
di minimo locale. Inoltre, % e un punto di massimo locale e f (g) = ﬁ e il corrispondente valore di
massimo locale. Non esistono punti di massimo o di minimo globale visto che la funzione non & limitata

né inferiormente né superiormente,

Riportiamo qui sotto il grafico di f nel caso (a,b) = (1,1)




Cognome (in STAMPATELLOD): ...ccoooiiiiiiiiiiiiciiciic e, Nome (in STAMPATELLOD):....oouieiieiiiiiiieiiceiic e

Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

T arctan(ax)e
57 dz.
1 potoe

parametro a € R:

Calcolarlo per ao = 0.

[(a’ b) = (17 2)7 (2’ 1)7 (17 3)7 (37 1)]

Svolgimento: In tutti i casi abbiamo a > 0 e b > 0. Per ogni a € R la funzione integranda ¢ continua e
positiva in [1,+00). Basta quindi studiare la convergenza a +oco.

Utilizziamo 1l criterio del confronto asintotico. Si ha

arctan(az?)e ™ e
~ —
2 +ba 9 p2+ba

—Qax

per = — +00.

Quindi I'integrale improprio convergente se e solo se o > 0.

Calcolo per a = 0. Per a@ = 0 I'integrale improprio e convergente. Integrando per parti si trova

/de = /arct&m(aw)il dx

22 dr x
arct
__arc an(ax) N / a__ .
x x + a’z?
Dalla teoria sappiamo che
1 A Bx+D

- 4 == =
r+a?zd  x 14 a%ax?
per opportune costanti reali A, B, D. Visto che

A Bx+D A+ Dz+(a*A+ B)a?
1 +a222 T + az3

si deve avere A =1, D =0 e B = —a?. Di conseguenza

a a
" Ay = dr —
/x+a2x3 * /x v /1+a2m2

= alog\x|—%log(1+a:c )+ C

2

a x
= —log———+C
2% T a2 "
In conclusione
+o0 2
t t 1
/ arctan(ar) p — lim (‘arctan(a) - T @ (10 Sy
1 x s—+00 s 2 1+ a%s? 1+a?

a 1 1
= arctan(a) + 5 log poi log T o

1—|—a

= arctan(a) + - 5 log



Esercizio 4. [5 punti] Determinare il polinomio di Taylor di ordine n = 4 con centro zy = 0 per la

seguente funzione:

log(b+ 2% + x?)

a + sin(z?)
[CL = (27 2)7 (_27 3)7 (_2> 2)7 (27 3)]

Svolgimento: In tutti i casi a # 0 e b > 0. Si ha

2 3 2 3 2 3)2
log(b+2* +2°) = logh+ log (1+ : —;;x > =logb + Tre (@ ;}f ) + o(z)
2?2 2t ot A
sin(z?) = 2%+ o(a2”)
1 1 1 1 1
a+sin(z?) @ 1+% Ca 1+ Z + o(ah)
1 2 a2t A
1 22 2t s
= P + 3 + o(z")
Quindi
log(b + 2% + a?) w2t A 1 xt A
= (logb+ —+—— — -——=+—=
a + sin(z?) 080+ b * b 2b? + o) a g ol
~ logb 1 logb\ , =* log b 1 1Y 4 A
a * (ab a? )x +ab+ a3 202 a?b) " +ola)
e di conseguenza il polinomio richiesto e
log b 1 logb\ , a* log b 1 1 A
a * (% a? )x N ab * @ 2a? o))"



Esercizio 5. [5 punti] Determinare le soluzioni in C della seguente equazione:

12|32 + a|z|z = a®>V2 + ia®V2.

[a=5,4,3,2]

Svolgimento: In tutti i casi @ > 0. Poniamo r = |z|, z = re’®. Visto che a®>v/2 + ia®>v/2 = 2a%¢'%
I’equazione diventa ' '
(r* + ar?)e’? = 2a%e's

che ¢ soddisfatta se e solo se

r*+ar?=2d> e ¥ =e

_ 2 2 . . . . .
Da r* + ar? = 2a® segue che r? = =448~ — ¢ Dj conseguenza r = y/a. Quindi I'unica soluzione
) onee »— /21 /a
dell’equazione ¢ z = \/; + Z\/E .



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 02/09/2024

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

Prova orale: Totale

Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

2
x2_|_e|x al

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=(2,3,4,5)]

Esercizio 2. [7 punti] Calcolare il seguente integrale:

2 logw g
. Ga—apn™

[a=5,4,3,2]

Esercizio 3. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

224+ Im(z2+62) =5 [22 +Im(z* 4+ 3z2) = 2} :

Esercizio 4. [6 punti| Calcolare il seguente limite:

, an? +bn +c\" b, 1
lim e et 4 —
n——+o00 an? n!

[(a,b,¢) = (2,3,3),(3,2,2),(4,5,3),(5,4,3)]

Esercizio 5. [6 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/“ log2a—log2xdx
o (Va—vm)"

parametro a € R:

[a=5,4,3,2]



Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

2_
x2_|_e|x al

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=(2,3,4,5)]
Svolgimento: Dominio: R. f pari. Risulta:

f(z) >0 VzeR.
Inoltre

lim f(x) = +o0, lim @) = 400

Tr—+400 T
Risulta , ,
f(x) =2z(1 —e* ) per 0 < x < Va, f'(x) =2z(1+ " %) per x > +V/a.
Pertanto f & decrescente per 0 < z < \/a, f ¢ crescente per x > +/a.

x = 0 punto di massimo relativo, z = y/a punto di minimo relativo.

Inoltre:

fL(Wa) =0, fi(Va)=4Va.

x = y/a punto angoloso.

Ficura 1. Grafico per a = 2



Esercizio 2. [7 punti] Calcolare il seguente integrale:

2 logw g
. (3a—1x)3/2 v

[a=5,4,3,2]

Svolgimento: Integrando per parti:

log 1 ! log x 1
2" __dr=2 1 — = _)de=2—2"__ 2| —— 4z,
/ (Ba— )2 / °g$(<3a—x>1/2> T Ba ) / 2(Ba— )2

Calcoliamo 1'ultimo integrale: con la sostituzione t = (3a — z)/2

/ L d / 2 dt L / ( ! + ! )dt
—_dxr = — P — —
z(3a — x)1/? 3a — t? V3a V3a—t  3a+t

1 V3a
\/B_alog<\/3_i_i> +c

Pertanto si conclude:
/( log x p 2log x N 2 1 g(\/3a+(3a—x)1/2)+c

3a — x)3/2 e (3a—x)'/2 " \/3a ? V3a — (3a — x)1/?

da cui segue

/2a log © dx_Qlog(2a)+ 2 o (\/%+\/E>_2loga_ 2 o (\/@jL\/Q_a)
. Ga—2pp2 T T a T Ba P\Ba—va)  vea  V3a C\VBa— v2a/)




Esercizio 3. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

22+ Im(22£62) =5 [22 +Im(2? £ 32) = 2} :
Svolgimento: Risolviamo l'equazione: z? 4+ Im(2% + 6z) = 5. Posto z = x + iy, si ha:

2 4+Im(2%+62) = 5 <= 22 —y* + 2y +Im(2® —y* +2iry+62+6iy) = 5 <= 22 —y* +2iry+2ry+6y = 5
2=y +6y=>5 — 1y +6y=>5 2 =5 y=15 z=+5-V5
<~ <~ (0] < (0] .
xy =0 z=0 y=20 x=0 y=0
Pertanto le soluzioni dell’equazione sono

z:\/g, z:—\/g, z =1, z = )i



Esercizio 4. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

2 n?
: an” +bn +c T
lim e "t 4 — .
n—+00 an? n!

[(a,b,¢) = (2,3,3),(3,2,2),(4,5,3),(5,4,3)]

Svolgimento: Si ha

an® +bn+c b c b c 1/0b c \? 1
e\ =) Tlee U ) T T " 2\an Tame) T\

b N ¢ b2 N 1
=4+ ———— 49l —= ).
an  an? 2a’n? n?
Pertanto

an? +bn +c\" 5 an®*+bn+c of b c v? 1
_— =exp | n°log| ————— =exp|n| —+————+o| =
an? an? an an? 2a?n? n?

D’altra parte

Si conclude che il limite richiesto vale



Esercizio 5. [6 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/a log*a — log2xdx
o (Va—-vzT)"

parametro a € R:

[a =5,4,3,2]

Svolgimento: Risulta:

1 2
flx) ~ — oggx per z — 0.
az

Pertanto f ¢ integrabile in (0, §] per ogni a € R.
D’altra parte, posto y = a — x,

f(o) = 10g2a—10g2(a—y).
(Va—va=3)"

Per y — 0T risulta

2 2
log a
log®(a —y) = (10ga+10g <1—%>) = (loga—%+o(y)> zlogQa—Q%y—l—o(y)

Ji—7=+a 1—3:\/5(1—ﬁ+0(y)) Zﬁ—\/—ay+0(y)~

2a 2a

Pertanto
log® a — log*(a — y)

(Va— a9

f(z) ~2° a2 oga(a — ) per . — a”.
Pertanto f ¢ integrabile in [§, a) se e solo se av < 2. Segue che f ¢ integrabile in (0, a) se e solo se o < 2.

~ 297102 ogay' ™ per y — 0F.

Si deduce che



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 13 settembre 2024

Cognome: Eserlmzlo Punteggio

(in STAMPATELLO) 5

Nome:

(in STAMPATELLO) 3 A/B/C/D]
: 4

Matricola: F

Titolare del corso: Totale

Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(z) = arctan(|a — log(z?)|)

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Lo studio della derivata seconda non & necessario.
[a=1,2,—1,-2]

Svolgimento:

Dominio: R\ {0}
Simmetria: funzione pari, pertanto possiamo limitarci a studiare la funzione per x > 0.
Segno: f(x) > 0 per ogni z # 0.

Ora

a —log(x?) = a — 2log(z) > 0 <= log(z) < a/2 <= x < exp(a/2).
Riassumendo

o) = arctan(a — 2log(x)) se 0 <z < exp(a/2)
arctan(2log(z) —a) se exp(a/2) < z.

La funzione & continua nel suo dominio.
Limiti di frontiera (e asintoti): abbiamo che

) T
=5
Inoltre
lim f(z)= T
Tr—400 2 ’

pertanto f ha come asintoto orizzontale y = 7/2.
Derivabilita: f ¢ derivabile per ogni = nel dominio eccetto il caso © = + exp(a/2) che deve essere
studiato a parte. La derivata vale:

2
) = x(1+ (a2— 21In(z))?)

z(1+ (a — 21n(x))?)

Monotonia: La funzione ¢ decrescente in (0, exp(a/2)) e crescente per x > exp(a/2).
Massimi e minimi: Il punto x = exp(a/2) ¢ un punto di minimo (assoluto) dove la funzione vale

0.

se 0 <z <exp(a/2)

se exp(a/2) < x.

1



Punti di non derivabilita: Si ha che exp(a/2) ¢ un punto angoloso poiché
lim  f'(z) = —2exp(—a/2) lim  f'(z) = 2exp(—a/2).

xz—exp(a/2)~ z—exp(a/2)t

Il punto x = 0 non appartiene al dominio di f ma se estendessimo per continuita f sarebbe una
cuspide.

15
w
'

0s

5 s B35 % s 0 95 o

o

FIGURE 1. Grafico di f per a = 2



Esercizio 2. [7 punti| Calcolare 'integrale improprio

/+°° t(In(a) + In(t))

(1 + a2t2)?

dt.

[ =e'? e et e71/?]

Svolgimento: 11 coefficiente « si puo supporre 1 tramite un cambio di variabile. Mostriamo il procedimento
con o = 1. Il risultato sara lo stesso per tutte le versioni.

Le funzioni sono continue per ogni ¢ > 0. L’integrale ¢ improprio ai due estremi. Consideriamo
0 < a<b< +oo. Facciamo un’ integrazione per parti con

o o
f(t)—m = f(t)——m
(§]
o) =In(t) = ¢'(t) =
Abbiamo

/ t1n(t?) g e In(¢) +/ dt ‘
(1+41¢2)2 1+t t(1+t2)
Ora, la funzione razionale si decompone secondo la formula
1 A Bt+C

+e) ¢ el

Identificando abbiamo che A =1, B = —1,C = 0, ovvero
/t(lthtz) :/%—#dtzln(t)—%ln(l—i-tz)—l—c

Calcoliamo la primitiva cosi ottenuta in 0 < a < b e consideriamo i limiti

lim — n(b) + In b =0
botoo 1+ b2 Vitr/)

e
. In(a) 2 1 2
alir(% I+ o —In(a) + zIn(1 +a”) = alir(l)lJrln(a) <1 i 1) + -In(1+a*) =0.
Concludiamo



Esercizio 3. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy

. _ cos(?) ,
V1) = Syl +sinf),
yla) =1,

specificando l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.
[a =—m/3,—7/4,—7/6,—3m/4]

Svolgimento: La soluzione generale y;, dell’equazione omogenea si determina integrando

d t
/_y:/cosét;dt — Inly| =In|sin(t)| + &k, kER.
Yy

sin
Pertanto y, = csin(t). Per determinare la soluzione generale useremo il metodo della variazione delle
costanti. La soluzione del problema di Cauchy e

y(t) = (t —a+ Sinl(a)) sin(t).

L’intervallo massimale di esistenza della soluzione e (—m,0).




Esercizio 4. [5 punti] Trovare le soluzioni complesse dell’equazione

1\
(5) -1
z—1

Svolgimento: Le differenti versioni si ottengono da questa sopra (A) sostituendo z con iz, —iz, —z per
ottenere le versioni B, C, D rispettivamente.

Poniamo w = % Le radici quarte dell’ unita, soluzione di w* = 1, sono

exp(z’kg) per k=0,1,2,3.

Ora per k£ = 0 abbiamo w = 1 che non puo essere soluzione poiché
k =1,2,3 abbiamo che w = 1

—iﬂ = 1 non ha soluzione. Per
=4 implica 2z = —ZJ_“} Pertanto le soluzioni sono della forma
eiak 4 1

Tl, perk:1,2,3,
ek —

dove 0 = km/2, ovvero 7/2,m,3mw /2. Semplificando avremo tre soluzioni: 4,0, —i.



Esercizio 5. [5 punti] Calcolare il limite

. log(1 + ax?) — z arctan(azx)

20 z arcsin® ()

[a=2,3,4,5]

Svolgimento:
Cominciamo sviluppando il denominatore: abbiamo

arcsin(z) = x + o(r) = warcsin®(z) = 2* + o(z"), per z — 0.

Bastera, pertanto, sviluppare il numeratore all’ ordine 4. Si ha

a?xt
log(1 + az?) = az® — 5t o(z) perx —0
© 3
arctan ax = ar — (a;) + 0(x4) per z — 0.
Pertanto o1 ) ) 5
o) + ax®) — x arctan(ax a a
L+ ar?) —caretanar) __a* o'
x arcsin®(x) 2 3

per x — 0.



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 13/09/2023

Cognome: Eser101z1o Punteggio

(in STAMPATELLO) 5

Nome:

(in STAMPATELLO) 3 (A/B/C/D]
; 4

Matricola: 5

Titolare del corso: Totale

Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite

C
lim e 2% — cos(y/cx)

0" [a(sen vz — Vbz)]” — bllog(1 + x)J?

[(a,b,¢) = (2,3,2), (2,3,3), (3,2,2), (3,2,3)]

Svolgimento: Studieremo qui di seguito il caso (a,b,c) = (2,3,2).

NUMERATORE: ,
e =1—a2+1(—2)* + o(z")
cos(v2z) =1 — %(ﬂx) 4,(\/_x) + o(z%).

Quindi

Numeratore = [% - %(\/5)4} tt + o(z?) = Lzt + o(z?).
DENOMINATORE:

2 1 1 ? 9

2(sen v3x — \/320)} = 4 (\/3 ~ 5 (3:17)% + 150 (3x )g +0(xg) - \/3x> = 32°% — Ex4 + o(z")
2 ’ 9
3[log(1+2)* = 3 (x -5t 0(3:2)) = 32% — 5354 + o(z*).
Quindi
: 39 4 3,9 4 4 _ 18 4 4
Denominatore =3z° — — z* — 32° + —2" 4+ o(2") = —a" + o(z").

10 2

RIASSUMENDO: il limite proposto € uguale a

lim —%J/A + o) = o
T—0+ % rt+o(zt) 54



Cognome (in STAMPATELLOD): ...ccoooiiiiiiiiiiiiciiciic e, Nome (in STAMPATELLOD):....oouieiieiiiiiiieiiceiic e

Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

fla)=emai\/b(x —a)?+1z—a

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[(a7 b) = (L 3)7 (_17 3)7 (17 4)> (_17 4)]

Svolgimento: Si ha f(x) = g(x — a) con g(z) := e~ Vbt x, e dunque il grafico di f ¢ il grafico di ¢
traslato a destra di a. Studiamo dunque la funzione g.

Poiché bz? +x = x(bx + 1) > 0 equivale a 2 < —1 0 2 > 0, il dominio di g & Dy = (—o0, —3] U (0, +00),
e quellodi f & D = (—o00,a— §] U (a,+00). Inoltre chiaramente f(z) > 0 per ogni z € D e f(z) =0 se
esolosea::a—%.

Si ha poi

lim e z\/bx2+x—0

z—0t
e dunque il punto x = a e di discontinuita eliminabile per f; inoltre per x — +o00 si ha

N ] (T & )>\/Tb_
) G

= +Vb (:1: —1+ 215) +0(1),

e dunque le rette di equazione y = :I:\/l_)(x —a—1+ %) sono asintoti obliqui per x — 400 per f.
La derivata di g ¢, per z € (—o0, —) U (0, +00),
) a1 20z + 1 _12(bx* + 7)) + 2%(2bx + 1)
Jgx)=e= | =V’ +r+ ———| =€ =
2vbx? + 202/ bx? + o

1202+ (20 + 1) + 2

= e =
22V bx? + x
ed essendo
, _1202% 4 (204 1)z + 2
lim e = = —o0,
a—(=1)" 20V b2 + x
si ha che x = a — % e un punto a tangente verticale per il grafico di f, mentre essendo chiaramente
2bx% + (20 + 1 2
lim e~ & v @b+ Dot =0,

20+ 20/ bx? + x

ponendo f(a) := 0 si otterrebbe una funzione continua e derivabile in z = a con f’(a) = 0.
Le radici del polinomio 2bx? + (2b + 1)x + 2 sono

-2 — 1 VAP 120+ 1
n 4h

(40> —12b+ 1 > 0 per b = 3,4), e poiché
—2b— 1+ V40?2 — 120+ 1 1
i T VI 126+ 1<2-3 &

<-- &
4b b
3 \ . . _ _ _\/2_7
si ha che ¢ & negativa in (—oo, =21y ib-=12bt1)
(=2 oy/APIET —2b- L4 VAP 10611
4b ’ 4b

1<9

21 4VARP 1241 1
e in ( n =3

e in (0,400). Dunque f & decrescente in (—oo, a+

), mentre & positiva in
~2b- 1 VAP TZ
b




. —92h— /Ab2 — < .
e in (a4 =2=LVAESI2EL g 2) mentre ¢ crescente in (a +

b
(a,+00) e pertanto i punti
—2b—1—/4b? - 120+ 1 1 .
r=a+ 4b , T=a— (e x = a per la funzione estesa),

sono punti di minimo relativo e assoluto rispettivamente, mentre il punto

n —2b—1+v4b? —12b+1
4b
¢ di massimo relativo (ma non assoluto in quanto supp, f = +00).

—2b—1— /AP —12bf1 —2b—14/AZ 12041 . :
T ,a+ o) ) ein

Tr=a

FiGUrA 1. Graficodi f cona =1, b= 3.
)




Esercizio 3. [7 punti| Dire per quali o € R il seguente integrale improprio & convergente:
> (x — a)?’*o‘zb
/ azrd+(x—a)? dx
a (&

e calcolarlo per a = 0.

[<a7 b) = (2v 3)7 (37 2)7 (_1’ 3)7 (_17 2)]
Svolgimento: Svolgeremo il caso (a,b) = (2,3) e chiameremo f, la funzione integranda.

CONVERGENZA:

e Convergenza all’infinito:

— se a < 0 allora liril fa(z) = 400, quindi I'integrale diverge;
T—r+00

— se o > 0 allora
lim fol)

T—+00 ——
(%)

Poiché f;oo ﬁ dr < 400, possiamo concludere che l'integrale converge all’infinito per il
e\2

= 0.

criterio del confronto.
e Convergenza nell’eventuale polo 2:
Osserviamo che
x
lim —fa( ) =
e—2t (x —2)37@
Quindi per il criterio del confronto asintotico si ha convergenza se e solo se converge l'integrale
f;’(x — 2)3°°dx, ovvero

3—af>-1 — af<4 — —V2<a<v2

=¢q € (0,400) VaeR.

Riassumendo:
I'integrale converge <= 0<a< V2.

CALCOLO DELIVINTEGRALE PER a = 0:
Eseguendo i cambiamenti di variabile x —2 =t e t? = s, si ha

+o0 (q;—2)3 +<>03 L T B 1 e
/2 G(J;Tﬁdm_/o e dt—§/0 se ds:§hm [—(s+1)e ]0:5.

c——+00



Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y = ax(1+y%)
y(0) =0 '

specificando l'intervallo massimale di esistenza di .

[a=2,3,4,5]
Svolgimento:
! a
Y =ax(l+y?) < T =ar & arctany = §$2 +C.
y(0) = 0 implica che C' = 0, quindi arctany = $2?. Percid y(z) = tan(%2?). L’intervallo massimale di

i =0¢ i _1 a2 1 ] o (—./E /T
esistenza contenente x = 0 ¢ determinato da —3m < §2° < 37, ovvero Uintervallo & (—/Z, | /T).



Esercizio 5. [5 punti]| Risolvere la seguente equazione in C
P42 4i2=0 [22+22+i2=0, 22—22>+iz=0].

[a=5,4,3,2]
Svolgimento: 2% + 222 +iz = 2(2* + 22z +14) =0 ovvero 2 =0 0 2> + 22 + i = 0:

224+224i=0 & z=—14w dove w ¢ una delle due soluzioni di w?> =1 — 1.
Per esempio: w = v/2(cos(7/8) — isin(r/8))).



Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 11/07/2024

Cognome: Eser101z1o Punteggio

(in STAMPATELLO) 5

Nome:

(in STAMPATELLO) 3 (A/B/C/D]
; 4

Matricola: 5

Titolare del corso: Totale

Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(x) = be™(e® — 1)1/?

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.
[a=+1, b= +1]

Svolgimento:
Studiamo il caso a = —1, b= 1:
f(x) =e (" — 1)
Dominio: R.
Segno: f(x) >0perx >0, f(x) =0perx =0, f(r) <0 per x <0.

Asintoti: si ha
lim f(x) = —o0, lim f(z) =0

T—r—00 Tr—00
per cui y = 0 e un asintoto orizzontale a +oo.
Non ci sono asintoti obliqui dato che
LS
im —=

r—>—00 I
Intervalli di monotonia: per x # 0 si ha

f'(x) = e @3-2e) z # 0.

3¢/(er — 1)

Quindi f'(z) < 0 per x < log% e x # 0 mentre f'(z) <0 per z > log% e si ha f'(log g) = 0.

Abbiamo allora che la funzione ¢ monotona crescente nell’intervallo (—oo,log %) mentre € monotona

decrescente in (log 2, +00).

Eventuali punti di massimo/minimo relativo: Vi e un massimo relativo ed assoluto nel punto
3

zy =log3, con f(zy) = \/TZ.

Eventuali punti di non derivabilita: possiamo calcolare lim, ,o+ f'(z) = 400, pertanto possiamo

concludere che in x = 0 abbiamo un punto di non derivabilita con tangente verticale.



Intervalli di concavitad/convessita (anche se non richiesti): per z # 0, si ha
4e2% —15e* +9

9e= ¥/ (er — 1)* (e* — 1)’

studiandone il segno vediamo che la funzione ¢ concava in (—oo,log(3/4)) U (0,log3) e convessa in
(log(3/4),0) U (log 3, 00). Pertanto ha un flesso, a tangente verticale, in z = 0 ed un altro, a tangente

obliqua, in x = log 3.

Ficura 1. Graficodi f cona=—1,b=1.

2,,




Esercizio 2. [7 punti] Calcolare il seguente integrale:

5 x arcsen+/1 — ax
0 v1—ax

dzx.
[a = +2,+3]

Svolgimento: In questo svolgimento poniamo [ il valore dell’integrale proposto.
Operando la sostituzione ax = t, risulta

1 1ﬂtaurcsen\/l—t

— dt.
a? Jo V1—t

I =

Poniamo adesso 1 — ¢t = s e troviamo

) 1/V2

9 1
I= (1 — s*)arcsen s ds = —2/ (1 — s?) arcsen s ds.
a 1/\/5

a? Jy

Sostituiamo s = sen y, ovvero y = arcsin s, ed otteniamo

2 w/2
I = E// y (1 —sen?y) cosydy.
/4

Integriamo adesso per parti ed abbiamo

= % { [y (seny — £ sen® y)}:ﬁ — /ﬂjf(seny — 1 sen’ y)dy} :
Poiché
/sen?’ydy = /(1 —cos’y)senydy = —cosy + ycos’y +c  cER,
deduciamo
I'=2%[y(seny — gsen’y) +cosy + 3 (—cosy + %cos?’y)}:ﬁ

_ 2 s 1 s 1 1 1 1 1 1
=250-D-1(h-o) 5+ (5 w)]



Esercizio 3. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

227t +a2271 = 0.

[a=2,3,4,5]

Svolgimento:

Dato che z = 0 non ¢ soluzione posso riscrivere ’equazione nel modo seguente:
2z Nz ) =—a ovvero 2*77? = —a.

Utilizzando la rappresentazione di Eulero per z, z = pe?’, si ha

507 __
pe = —a,

dacuip=aeb,=(2k— 1)% per k=1,2,3,4,5. Pertanto z;, = ae?*’, per k =1,2,3,4,5.



Esercizio 4. [5 punti]| Dire per quali a € R il seguente integrale improprio converge:
/+oo 1 1 s (&4 d
X a — —=cose x.
a v

Svolgimento: Osserviamo che la convergenza va verificata soltanto a +o00. Inoltre, possiamo scrivere
-1 1 —axr —ax
x a ——=cose “¥=——(1—cose ™).

axr

[a=2,3,4,5]

Dato che
. 1 —cose™
llm ——— =1
z—too Qe 2a

per il principio del confronto asintotico ci possiamo ricondurre a studiare per quali & € R e integrabile

all’infinito la funzione ( %}56*2“‘”) .

Possiamo quindi concludere che se a@ > 0 allora l'integrale converge mentre se o < 0 allora l'integrale
diverge.

Y




Esercizio 5. [7 punti| Calcolare il seguente limite:

sen(log(1 + az) ) + cosax — e**

20~ el/z sen 22 + log(cos x)
[a = +3,£5]

Svolgimento: Valutiamo in prima battuta I'andamento asintotico del numeratore e del denominatore e
poi ne valutiamo il rapporto.

Numeratore: sviluppando il logaritmo per x — 0,

log(1 + az) = ax — % +o((az)?) = ax — @ + o(x?),
quindi tenendo conto che sent = ¢ + o(t?), per t — 0, si ha
sen(log(l + az) ) = ax — % + o(x*) + o([az — @ +o(z%)]?) = ax — (a;)z + o(z?)
Poiché , ,
cosar =1 — 9 4 o((az)?) = 1 — 2 4 o(a?
2 2
€ 2 2
¢ =1+ azx + S22 4 o((az)?) = 1+ az + 2L 4 o(2?),
otteniamo
numeratore = ax — @ +1-— @ — (14 azx+ @) + o(z%) = =3 (az)® + o(2?).

Denominatore: osserviamo che per la gerarchia degli infiniti/infinitesimi

1/x se 2 —a\P 2
im 2T iy (=) sen (—l) =0, Vp € N,
=0~ P y—+oo ¥ v

quindi in particolare €'/ sen 2? = o(z?).

Inoltre
log(cosz) = log (1 — %2 + O(ZL‘2)> = —% + 0(262) + 0(—% + 0(m2)) = —% + 0(x2).
Riassumendo: ;
denominatore = —%- + o(z)

Rapporto: dalle stime precedenti abbiamo:

% (ax)* =1+ O(L;)

sen(log(1 4 ax)) + cosax — e** —3 (az)* + o(a?) :

lim = lim
250~ el/z sen z2 4 log(cos x) 250~ _%2 + o(z2) 250~ % 14 0(%22)

= 342




Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 13/07/2023

Esercizio | Punteggio
Cognome: 0 &8
(in STAMPATELLO) 5
Nome:
. 3 A/B/C/D
(in STAMPATELLO) ’ /B/C/ ‘
: 4
Matricola: 5
Titolare del corso:
Totale
Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite
r Veoshz — cosz — sinz — log (V1 + 23)
1m .
20+ (senh x — sin x)®
_1728
la=1353 353l
Svolgimento:
Analizziamo gli addendi al numeratore:
o coshz — cosz = 2% + &5 + o(2°)
1/2
— (coshz —cosz)/?2 =2z (1 + % + 0(x4)> =z (1 + %% + 0(x4)>,
®senr =1 — %—f-%-}-O(ZEES),
o log(V1+ %) = Llog(l + %) = £ + o(2?).
Quindi risulta
5 3 5 3
1
Numeratore = x + %O —z+ % - %O - % +o(2°) = —me’ + o(z”).
Per quanto riguarda il denominatore, poiché senhx — senx = w—; + o(x?), risulta
3a
Denominatore = (senhz — senx)® = g—a + o(z**).
Quindi il imite proposto risulta uguale a
_ 78
. —ﬁxg’—l—o(ﬁ): —00 sea=g,;
xr3a a
w0t S+ o(a?) 0 sea=3,:2



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(z) =*(logz + a)xlog?’x

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita.

Facoltativo: studiare la derivata seconda e determinare gli intervalli di concavita/convessita e eventuali
punti di flesso.

Svolgimento: La funzione sotto studiata & f(x) = (logx + 4)z log® .
e Non vi sono simmetrie né periodicita.

e D(f) = (0, +0).

o [ C™MD).

e f(z)>0 & ze(0,eU[l,+0).
e lim f(z) =07, lim f(z) = +o0.

z—0t
e f/(x) = (log? )(log? v + 8log x + 12).
Osserviamo che lim f’(x) = 400, quindi non possono esserci asintoti obliqui.

r—r+00
o f/(x) >0 &z € (0,68 Ule? +o0).
e~ % risulta essere punto di massimo relativo, con f(e™%) = 2—23-
e? risulta essere punto di minimo assoluto, con f(e™?) = —1.

e Calcoliamo f”(z) = 2[(log z)(log” z + 6log x + 6)].
Risulta lim f"(z) = 400,

Tr—+-+00

o f(z)>0 ezl V3 eV UL +00).
Abbiamo quindi i seguenti tre punti di flesso: e 3V3 g3V

GRAFICO !
/)




Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:

dzx.

/“’O (e72% + %) sinh® x
0 2 (A +e7)

Calcolarlo per ao = 0.
[A=5,4,3 2]

Svolgimento: (i) Per  — 0 la funzione integranda si comporta come %:U““, quindi 'integrale converge
nell'intervallo (0,1) se e solo se o < 1.

. . . (a—3)e e s .
Per + — +o0 la funzione integranda si comporta come %, quindi l'integrale converge nell’intervallo
(1', —i—oo)' se a < % e diverge se a > % Se a = %, I'integranda si comporta al 400 come ﬁ e 'integrale
diverge in (1, +00).
Percid l'integrale converge in R se e solo se o < %

(ii) a = 0: ponendo y = 2% si ha

too gmgT | pw L2492y 2 A+1
—dx = dy = — arctan(1/V A) +1 (—)
/0 yp—— /0 Ry Y \/Zarc an(1/vVA) + log I




Esercizio 4. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:
6 2 L3 s 6 2 L3 s 6 2\ 53 T
27+ (7T—1)2°—-8—=8i=0 20— (7T—1)2°—=8—=8i=0, 2°£(9+1)2°+8+8i=0].

Svolgimento: Sostituiamo ¢ = 2% e consideriamo 1’equazione di secondo grado
(1) G+ (7T—i)¢—8—8i=0.
Il discriminante di tale equazione e

(7—14)* +4(8+8i) =49 — 14i +i* + 32+ 32 = 81 + 18 +i* = (9 +1i)*.
(Si noti che nei quattro compiti il discriminante ¢ sempre un quadrato della forma a? — 1+ 2ai = (a+1)*
con a intero.) Pertanto le radici di (1) sono ¢ = —8(= 8¢l™) e ¢ = 1+i(= v/2¢/*). Si conclude trovando
le radici terze di questi due numeri complessi. Ovvero, le sei soluzioni sono:

_9. 63 9T/ gl/6in/12  9lf6idn/A  91/6,i1Tn/12

Le varianti si risolvono in maniera analoga, bastera notare che (1) ¢ sempre della forma (¢£8)(¢%(1+17)).



Esercizio 5. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ ordine n = 5 con centro o = 0 per la

seguente funzione:

[a=(V2,v3)]

Svolgimento: Si ha:
cos(ar) =1— “—;xQ + %af +o(z°) per x — 0.
Ponendo y = %xQ — %x‘l +o(x°) — 0 per x — 0 si ha che, per z — 0,
1
cos(ax) T 1- Yy

=1+y+y’ +y° +o(y’)

a2 a4 0/2 a4 a2 a4
=1+ 7962 — ﬂx‘l + o(2°) + (7532 — ﬂxA‘ + o(2%))? + (7962 — ﬂx‘l + o(z%))?

+ol(5a® - gz" +0(a”))’)
:1+%2:1?2—;—zx4+‘ﬁl—4:€4+0($5):1~|—§$2+%a4x4+0

Infine, per z — 0,

_ 3.2 5 54 5
cos(az) =a+ Sa" + 5;0°2" + o(z”),

CL2

2, a*, 2 5 6,4 5
=o'+ +ax +olx).
cos(ax) 2 2 ()



