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Analisi Matematica I
Integrali e integrali impropri

Esercizio 1. Calcolare i seguenti integrali indefiniti
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tegrindefB| Esercizio 2. Calcolare i seguenti integrali indefiniti

Jz




2) /W’ de

x+2
/ ve—1+1 d
T
:1:—1—2\/.%— +2

(4) / et
(5) / e~V dy

log1
(6) / ogog:r:d

/x +1)log(z + 1) dx

2sinz dx

/
/
o f

sin® z cos” x dx

sin x

cos? z

sin® x
(12) /cos? dx

sin®
(13) dx

cos3 x

c 4
(14) /sm T

cos? z

2
(15)/ coS x‘ e

4 cos? x + sin® x

(16) /arcsin(ﬁ) dx

(17) / cosQl\/E dx

(18) /a:ﬁl—ki:cdx

(19) / Va? 1 Lda

(20) /,/;+;dx

va2—1
dx
T+ 2




X

(22) /md

2 +1

(23) /$2x/9 — 22dzx

i:IntegrDef | Esercizio 3. Calcolare i seguenti integrali definiti
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tegrImpropA| Esercizio 4. Calcolare i seguenti integrali impropri
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@l Esercizio 5. Discutere l'integrabilita in senso improprio dei seguenti integrali
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cegrImpropC| Esercizio 6. Trovare i valori di § € R per cui risultano convergenti i seguenti integrali impropri
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Analisi Matematica I
Integrali e integrali impropri (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1
; 92+1 @ rr1 1 2
(1) Siha [ x(;;:kl) de = [(; -39+

AN .. 2x+1
(a) si e usata la decomposizione eEEsyi

—*=) dx = log |z| — % log(2? + 1) + 2arctgz + C, dove in
z—2 __ 1 1 2z 4

24+1 7 =z 2 x241

8] = 4[N

2
z2+1°

. @
(2) Siha [ x(%fgtll) dx (3-L —1_1_L)de=32loglz— 1| —log|z| — 5 log|z + 1| + C, dove
in (a) si ¢ usata la decomposizione — 3 _1

. (a)
(8) Siha [ ootitde = [ (F - §0 - 335

1
dove in (a) si & usata la decomposizione x(;?’ =-2 _31_1 #.

(4) Siha [ mf;j'llp dr @ Ja+i4+- L+ = 21) ) dz =z +log |z| +log |z — 1| — =25 + C, dove in (a)
si ¢ usata la decomposizione .(Z;—’—ll)g =1 + + % + & 21)2.

(5) Siha ﬁfciﬁ?’ f (2z—4+3 —i—m—m) der =z —4x+3log|x|+3log|x+1|+ pro i L O
dove in (a) si ¢ usata la decomposizione IQ(‘; J:E?Q =2 —4+ 32+ +1 @ +1)2.

2 (@)
(6) Si ha [ Irs¥s do (5+i%+1+li<x+ll> —Ga + i Gone) de = logle| + § logle + 1] -

1 _5 _q]_5 24304l _ 11 1
iz~ log |;1: 1] 4 L.+ C, dove in (a) si & usata la decomposizione e = Tama T

4 (z+1)? 496 1+4(:r: 1)2°

(7) Siha [ % = [ it = arctg(z + 1) + C.

(8) Si ha fmgaf:;;aﬂ dz & [(a* =2z +2— m) dz = £ 2% — 2? + 20 — 3arctg(z + 1) + C, dove

in (a) si & usata la decomposizione z2a—::2—";_rl—&—2 =22 -2 +2— m
322 () 11222
(9) Siha [ emn 4 = [ (G5 — 2 ot + o) do = loglo — 1] — 5 log(a? — 20 +

)
2) + 3arctg(x — 1) + C, dove in (a) si e usata la decomposizione % = ﬁ - z2f2§+2 =

11 _22-2 3
—1 2 £2—2x+2 2 —2x42"

: d _ d; _ 4 d _ 2 2z+1

(10) Siha [ e = (w+52+% =3/ 1+(i17)2 =75 arctg ( f/?, )+ C.

V3

. 341 3 2241 11 3 2041

(11) Siha [ 2T de = [ (3 25T — 5 o) do = 5 log(z? + 2 +1) — ﬁarctg( f/t )+ C.
. (a)

(12) Siha [ 5oy = J (5= 50— srragn) do = loglal— log(atart1) ~ J anct (735) +

C, dove in (a) si ¢ usata la decomposizione ——5-+—— = L — x+1 =1_1 2241 1 __1

$(a72+:v+1) x z24z+1 T 2 224x+1 2 x24x+1°
. 2 (a)
(13) Si ha f%dx = [GH-2-34- 2+1)dx—4log|9:—1|—210g|x| log(z? +

_ : EN 2 4+52+42 _ 4 2 2243 _
1) — 3arctgz + C, dove in (a) si ¢ usata la decomposizione EGr ) = 5T i i =
4 2 2 3




(14) Si ha [ Gy do @ [ (3 by — § sohg) do = Sanctgo - 12f( AUTR jarctgs —

1 1

1 z . AN .. 1 _1
g arctg 5 + C, dove in (a) si e usata la decomposizione eI — 3 m2+1 3 795

(15) Siha [ (m2+1)2d = f(2 x2+1—|—2 dmx2+1)dx— Farctgz+3 o te= 3arctgx—garctg2+c
1 _Aw+B_|_ dCz+D _ 1 1 _|_d(1 T )
dz

dove in (a) si ¢ usata la decomposizione

(z2+41)2 z2+1 dr x24+1 — 2 z241 2 z2+1/"
(@) 3 1 1 d 3az2+2 1 32242 .
(16) Siha [ el e 2+1)2 dx (— Y7 3 %x(iQil)) dr = —5 arctgx — 3 m(fJQil) + ¢, dove in (a)
. . 2

si & usata la decomposizione 7962(9521“)2 = % + ch“fﬁilc + %7Dﬁ(;€%ﬂ: = —% x21+1 — % %;E;i%.
Svolgimento esercizio 2

1 5 dx @ fﬁld =2[(y—1 yH)dy y?—2y+2logly+1|+C =z —2/x+2log |\ /z +
1| +C, dove in (a) si € usata la sostituzione /x =y = dx = 2y dy.

N @) 2 (b)
2) [ “;i;?’d f%dy:Qf(l §§g+} 2+1)dy—2y—i-3log(y +1) —2arctgy + C =

2v/x + 1+ 3log |x+2| —2arctg /a + 1+ C, dove si sono usate in (a) la sostituzione Va + 1=y —

2
_ . s 1 Yy +3y 3y—1 _ 32y—1 1
dx = 2ydy, e in (b) la decomposizione = 1+ T = 1+3 o

Va1t g (@) ¢ 2(yP4y) 2y+2
3) J z+2y/z—1+2 de = [ 3 y +2y+3 2f(1 B 5 2 +2y+3 o7 +2y+3) dy = 2y —log(y* +2y + 3) —

QfW = 2y — log(y? +2y+3) —2\/§arctgy—j§1+0 =2Vz—1-loglz+ 2V —1+2| -

) 41

V2
21/2 arctg 7”0\_[?1 + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione v —1 =y = dr = 2ydy, e in

.. 24 _ +3 1 2y+2 2
(b) la decomposizione y;{myﬂg =1- yQJyrQy m=1—3 m +y2y e Rl v
(@) Q)

@) [ amgde = [ g v = 5 J (5 —5) dy = 5 log |yl — 15 log(y> +9)+C = g o — 15 log(e*" +
9) + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione e* =y =— =z = logy,dz = %’, e in (b) la

- 1 __11_ 1 y
decomposizione Y2 F9) 9y 9 29

5) [el= Vo @ [3(1 —y)?e¥dy = 3(y — 1)%¥ — [6(y — 1)e¥dy = 3(y — 1)%e¥ — 6(y — 1)e¥ —

J6eY +C = 3(y —1)%e¥ — 6(y — 1)e¥ — 6e¥ + C = 3el=VE(2/3 4 221/3 — 2) + C, dove si sono

usate in (a) la sostituzione 1 — {z =y = x = (1 —y)3,dv = 3(1 — y)?dy, in (b) l'inte-
"(y) =20y — 1

grazione per parti con f,< y=w-1% fly)=2-1),

gly) =e, 9(y) = ¢,

{f@):y—l, fly) =
gy =¢, gy =e.

e in (c¢) l'integrazione per parti con

6) [ bgl% dz ¥ [ logy dy ® y(logy—1)+C = logz(loglogx — 1)+ C, dove si sono usate in (a) la
fly) =logy, f'(y) =,

sostituzione logz =y — df = dy, in (b) l'integrazione per parti con o _
g =1 gy =



(a)

(®)
(7) [(@*+ 1)log(x + 1) dx = (32° + z)log(z + 1) — [(32° + 2) 27 dz = § (2% + 3z)log(x + 1) —
3 [ (22 —x+4—$—+1)dx = 1(a? —|—3x)log(x+1)—§m3+éx2—%x+%log|x+l|+0, dove
=1 1), fl(z)=+4
si sono usate in (a) l'integrazione per parti con f(z) =log(x +1), f(z) = ) @+l e in (b) la
J@)=2*+1,  g(2)=32°+ua,

decomposizione & f{x =22 —z+4- %H

(8) [(z —4)*sinzdz @ —(x —4)?cosz + [2(x — 4) cosz dx © —(z — 4)%cosz + 2(z — 4)sinx —
[2sinzdr = ( ) cosz + 2(x — 4)sinz + 2cosx + C, dove si ¢ usata l'integrazione per parti,

—4)2 fl(x)=2(z—4 =2z —4 "(x) =
g’(x) = sinz, g(a:) = —cosz, g (z) = cosz, g(xz) =sinz,

) [sin®zcosSxdr = [(1 — cos?z) cosb z sinz dx @ S =1)ybdy =3¢y —1y"+C =14 cos®x —
L cos”x 4 C, dove in (a) si & usata la sostituzione cosz =y = —sinzdr = dy

7
(10) [sin?zcos’xdx = [sin®z(1 — sin®z)3 cosz dz @ fy ¥dy = 3 Lo — %y5 + %y7 —
%yg +C = % sind 2 — % sin® z + % sin” z — % sinz + C, dove in (a) si ¢ usata la sostituzione
sinx =y = cosxdxr = dy.

(11) [ nggfz — f dy — % + C = 5 + C, dove in (a) si ¢ usata la sostituzione cosz =y =—
—sinzxdx = dy

(12) [ 852 do = [ 1o 2 sinads @ —y+ 14O =coszt

usata la sostituzione cosx =y =— —sinz dx = dy

+ C, dove in (a) si e

Cos T

cos? x cos3 2 cos? x
2log | cos x| — 5 L cos?x + C, dove in (a) si & usata la sostituzione cosz =y = —sinzdz = dy.

(13) [ 852 gy = [0 Gnpdr @ — O gy = 1L G ologly| ~ 2+ 0 = b b +

ind (a) (b) 1 d _ 3 1 —
(14) [ 252 de [ rmdy @ [ (143t = ) dy = y+ Jarctgy — A + C = tga +

cos2

Sz —1Lsin2z4C, dove si sono usate in (a) la sostituzione y = tgx == cos’x = HlyQ,sin2 x =
2 4 2
v - iz Yy 2yl 3_1 1 d_y
T dox = 1+ 2, e in (b) la decomposizione e 1 GIDE = 1+ 5 mean il B iy
cos? x _ cos? x (“) 1 _ 1 dy _ 1
(15) 4 cos? x+sin? f 1+3cosQac - f W2+ (y 2+4) - 3 2+1 - 3 fy2+4 = 3al“ctgy -
11 _ 1 tgx 2oa _ 2 _
32 arctg 5 —d 5T — § arctg dove in (a) si & usata la sostituzione y = tgx =— cos“x =
_ _dy
T 4T = 15

b
(16) [ arcsin/z dx @ J 2y arcsiny dy ® y?arcsiny — [ \/%dy © y?arcsiny — [sin®z2dz =
—y

y arcsiny — = f(l — cos22)dz = y? arcsmy 2 z + i sin2z + C = gy?arcsiny — % arcsiny +

Tyy/1—y2 + C = (z — })arcsiny/z + 1/2(1 —z) + C, dove si sono usate in (a) la sostituzio-
_ : / _ 1
f(y) = arcsiny, f'(y) = o

g'(y) = 2y, 9(y) = v*,

ne /x =y — dx = 2ydy, in (b) l'integrazione per parti con
e in (c) la sostituzione y = sinz = dy = cos zdz.

(a) (b) sin
(17) fcosgfd [ 2 dy —2ytgy—f2tgydy:2ytgy—2fCosgdy—2ytgy+210g|cosy|+

cos?y




C = 2\/xtg/x+2log| cos /x| +C, dove si sono usate in (a) la sostituzione \/zr =y = dx = 2y dy,
fy =2y,  fy=

9W) = oy 9W) =ty

(18) [zy/1+2 a;dx— -1y Sydy =2 (L — 1) +C0 = 2(&B a2+ 32— 2)\/1+ J2+C,

dove in (a) si & usata la sostituzione y = /1 + Zm = = g(y —1),de = %y dy.

(19) [Va?+1dx y 4f(y+ +55 L) dy =1 (3y 2+210g|y\—2—;2)+02%\/x2+1+
tlog(z+ Va2 +1)+C, dove 111( ) si & usata la sost1tuz10ne Vita?=y—ax = x= %, dr =
yz;gl dy, V1 +a2 = L1,

in (b) 'integrazione per parti con {

2y
TR N /o s S C) 2t \2241 1241 (t+1)2 1, 1
(20) [/ +grde = [Y5Rde = [ (Z5) 550 dt = [ yeop dt = [ (e arge) dE =
log [t| — 21 + t-ll—l +C=...=log(z+Va?+1)— ¥t x2+ +C, dove in (a) si € eseguito il cambiamento

di variabile m—t—x — $_t2;17d —tngldt \/F_t%l'

) 2_ 2_ _
@) [T ar @ [l = ) [ e o ) (1= 2+ k) de = bo—loglel— & +
2z

= V2 —1—log(zx ++vz?—1)+ C, dove in (a) si ¢ usata la sostituzione Va2 —1=2 -2 =
2 2_
m_zzi_lad = 5t dz,Va? =1 = 21

V1—z2 (a) cos? o cos? _cos’y o \9) d (i) 1 2
(22) f 241 dx 1+sm y f 2sin? y+cos2 y dy = f 2tg? y+1 dy = f 22241 22-7-1 -2 f 22—1—% a
2+1> dz = 5 IW —arctg z = 7 arctg(v/2z) — arctgz + C' = % arctg(v2tgy) —y + C =
7 arctg(v/2 tg arcsin x) — arcsinz + C' = @ % arctg <\/%> —arcsinz + C, dove si ¢ usata in (a) la
sostituzione x = siny = dx = cosydy, in (b) la sostituzione y = arctg z =>. dy = zgd—il, in (c) la
decomposizione zi% Z21+1 = ZQ?F% — Z22+1, e in (d) la formula tgarcsinxy = —22arSmL  — L

\/l—sin2 arcsinx Vi-a?’

(23) [2*V9 —22dx @ [9sin?t - 3cost - 3costdt (:b) &f (1 — cosdt)dt = &(t— %sin4t> +C =

8larcsin £ — 5 sin (4arcsin ) + C = © 81 L arcsin £ — g (9 — 22%)V9 — 22 + C, dove in (a) si ¢ ese-
gulta la sostltuzmne x = 3smt — da: = 3cos tdt in (b) si & usato il risultato sin®tcos?t =
+sin?(2t) = £(1 — cos4t), e in (c) i risultati sindz = 4sinzcos (1 — 2sin’z) e sin (4arcsin ) =
4% ( —%)\/1—“92 & x(9 — 22?)V9 — 22,
O
Svolgimento esercizio 3
4 in /4 /4

(1) fi/r/ll |CSOS;C| de =2, / (S:g;"; de =2[ - log|cosx|] /4 log 2.
(2) fj;;/z cos® xdx = fj;;ﬂ(l — sin? ) cos x dx @ f (1—y?)dy = [3y° - y}il = —%, dove si ¢

usata in (a) la sostituzione sinz =y = cosx dz = dy.

) f027r |sinaz|® doz =2 [ (1 — cos® x) sinz du @ f_ll(l —y?) dy =2[y — 3] , dove si ¢ usata

in (a) la sostituzione cosx =y = —sinxdx = dy.

C»J\OO



(4) T3 1 g, @ V3B 1 2dy _ V3/3 24y :[_L]\/g/y’— 6 2 =1++/3, dove si

0 I—sinz —Jo 1—2v_ 1+y2 — Jo (y—1)2 y—110 T 3-v3
1+y2

do = 24

N . . . . . 2
¢ usata in (a) la sostituzione z = 2arctgy = sinz = THy2 T2

(5) /4 _tgz g, @ fo fl udy_ [+ log(2y” + 1)](1) = Llog3, dove si & usata in (a)

0 1+sm2x 14 y2 1+y 2y2+1
la sostituzione x = arctgy = sin“z = T2 dr = Try?
V2 1
/2 sinz cosz (ﬁ) 2y @ 1 2 o 4 9
(6)fﬂ/4mdx—f0 mdy——Qf\/@(z—l 2= —2(123 -2 17@_54’31_
2

v3)3/2 \[ N : .
7) —24/1 — %=, dove si & usata in (a) la sostituzione cosx =y = —sinzdz = dy, e in () la
sostituzione /I —y =2 = y=1—22,dy = —2zdz.

(—)2+[y+

e ogx arctg(log x a b
) [ (2log +1)x tg(logx) 5. () f01(2y+ 1) arctg y dy ® |:(y2 +y) arctgy} 01 y fle

Y2
%log(y2+1)—arctgy};:%+1+%log2—%:%—l—l—l—%logQ, dove si € usata in
fly) =arctgy,  f'(y) = 247
gy =2y+1, g(y) =y*+v,
il msultatofy2+1 dy=[(1+ 2+1)dy—f(1+%y22f{rl T +1)dy—y+1 log(y? +1) —arctgy + C.

(8) 7r/4 sin x mdm %) ff/2 \/1+4y d (b f2+\/5 2241 1622 2+1d _2f2+\[ (z +1 dz(g

(a) la sostituzione
)

dz

logz =y = <X =dy, in (b) I'integrazione per parti con { e in (c)

cos? 2 y2 V243 2z (22-1)2 422 V2+/3 2(2? )
9+4f (t+1)2 o, (d) 9+4V5 9445 _ _ 4 _ 9+4v5
2 )25 t = 1)2 = [ Bltl= 7] saovG 08 5iavE  BravE Trave = - = log S+ Vo5,
dove in (a) si ¢ eseguito il cambiamento di variabile y = cos z => dy = —sinz dz, in (b) si e esegul—

to il cambiamento di variabile /1 +4y?2 = 2 — 2y = y = 4z V1 +4y? = 22;;1, dy = Z4z+21 dz,
in (c) si e eseguito il cambiamento di variabile t = 22 = dt = 2zdz, e in (d) si & usato il risultato

[ e = J (14 ) = og ] 12

g

Svolgimento esercizio 4

(1) Determiniamo una primitivaf\/ﬁd / \/ﬁ =/ \/% = arcsin(2z—1)+C.

2
L2, limy,_,;- [arcsin(2z — 1)]b =T.

x = lim,_o- [arcsin(2z —1)] 1/2

1 1
Allora |, md
(2) Determiniamo una primitiva: poiché [x(1 — cosz)e *dx = [xe *dx — [xe ™ cosz dz, calco-

liamo [ze *dr=—ze ™+ [e*do=—(z+1)e "+ C,e [xe " coszdr @) —(x+1)e"®cosx —

—

J(z 4+ 1)e *sinz dz ®) —(z + 1)e  cosz + (z + 2)e *sinz — [(x + 2)e " cosxdx, dove si
f(z) =cosz, f'(z)=—sinz,

J@)=ze®, gla) = (@t De-s, © OO

¢ usata lintegrazione per parti, in (a) con {
f(z) =sinz, f(x) = cosz,

g'(@)=(x+1e™™ ga)=—(v+2)e"
(c)

1)e™® cos a+(z+2)e “sinz, ciod [we ¥ coszdr = L(z+2)e “sinz—3(z+1)e ®cosz— [ e coszdr =

Quindi, 2 [ze " coszdr + 2 [e P cosxdr = —(z +



%(w+2)e*xsinx—%(ac—i—l)e*xcosx—%e*x(smx—cosx)—kc— (z+1)e ®sinz— fze ®cosz+C,
dove in (c) si & usato il risultato [ e *coszdr = —e ¥ cosz— [ e “sinzdr = —e * cosx+e “sinz—
[eTcoszdr = [e *coswdr = ée_x(sinx cosx) Concludendo, [ z(1—cosz)e *dzx = —(x—i—
e ®—1(z+1)e ®sinz+sze ? cosz+C. Allora f+ (1—cosx)e ™ do = limy—joo [—(z+1)e”

(z+1)e *sinz+ jze " cosx}o = limy— 400 (we™ cosw—(w—i—l) w4+ 1le“sinw+1) = 1.

(3) Determiniamo una primitiva [} x% @ i 3%’;%11’ = [(- y+1 + 5 ﬂyil +3 y2_1y+1) dy +

C = —logly+ 1| + 2log(y* —y + 1) +2fw+0* Tlog ({/(x—12 — Yo —1+1) —
+
V3
log|l + vz —1] + % arctg 2Va—1-1 \/g =L 1+ ©, dove si sono usate in (a) la sostituzione ¢z —1 =

y = x=1y>+1,dr = 3y*dy, e in (b) la decomposizione 3+1 =-a1t yQy_nglJrl = —y—}rl +
3 yfﬁ;il +3 yg_lyH. Allora [ x%/% dr = lim, 1+ [ log ({/(z—1)2 = Yz —1+1) —log|1 +
Y —1| + % arctg 2%%_1] + Myt [5 log (¥ (2 —1)2 — Yz —1+1) —log|l + ¢z — 1| +
% arctgm%]g = —lim, 1+ (f log (\/ﬁ—m%—l)—logﬂ%—mH% arctgw%
limg, 4 oo <f 10g(\/7 Vw—=1+1) —log|l + Vw—1| + % arctgm%) =

= 1 +
63
Y (w—1)2— Yw—1+1 1 2Yw—1-1) _
(1+ Yo1)? +7ar0th)

AR
2]

(4) Determiniamo una primitiva [~ ﬁ @ J 3?% (- % ot 2y2y2+4+2 =2y +4) dy+

y+
C=—1logly+2|+ tlog(y? — 2y +4) + 1 fﬂ‘i'c plog (Ve —1)2-2Ve—1+4) -
V3

$log2 + ¥z — 1] + 7 arctg 7”6\;{ + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione /z —1 =
11 y+2

y = x =1y>+1,dr = 3y*dy, e in (b) la decomposizione §’+8 = 2 y+2 + 2 T =
1 1,1 2y-2 3 1 T
3+ y2_y2y+4 +5 rgyra- Allora I Tﬁ dr =lim, ;- [} log ({/(z —1)2—2¥z — 1+

4)—%10g\2+\3/f\+£arctg Ve 1]0+11mb_>1+ (1 log (¥/(x —1)2 —2\/3:—1+4)—710g\2+

Vo — |+ 3 arctg Ve f 1] + limy s qoo [ log (§/(z —1)2 =2z —1+4) — § log |2+ V/z — |+
V3 Va—1-1

G arctg 2 ]2 = lim,_,;- (i log ({/(a —1)2=2¢/a — 1+4)—3 log |2+/a — H— arctg Va—1-1 f —1_

ilog?)—hmbﬂﬁ (Z log (/(b—1)2—2Vb—1+4) — L log|2 + Vb— |+@arctgiv\};*1)+

hmwiﬂ,oo (* 10 ﬁ
1
4

limy, 4 oo (%log(m—%’/f%—@—l log|2+\3/af1|+ arctg L<=1 ) —2log 7+
f +1limy oo (% log @\/2—\/)7#1 + \f arctg %) =1 1 log 7+ 7”[ +Z i —i log 7+
%.
(5) Determiniamo una primitiva f IOg)ﬁ/Q dz & Zlogm—i-f m\/xi z @ 210gx+f 426_%1 = %}y-ﬁ-
darctgy + C = f/lﬂ + 4arctg\/anT + C, dove si sono usate in (a) l'integrazione per parti

:lO y / = =
con f,($) gai fa)=s 9 e in (b) la sostituzione v —1 = y = x = y? +

1, dx =2y dy. Allora floo (zk’% dr =lim, i+ [ 3% +4darctgvax — } +limy, 1o [— 2logr 4

z—1
darctgv/x — 1]; = lim,_,+ (3/1% 4arctg /x — ) +limg, 100 ( %/lﬂ +4arctg Vw —

v



s s s log x (ﬁ) 3logx 3 @ 3logx 9y dy (_C)

(6) 3Il)etelrmlmamo una prl;mtllva fg(x 1i7s dr = — \/—31—1— fm\/m—d = 3\/7 + [ A=
ogxT ogxr

—\/g—+f( y+1+2yyy+1+§y y+1)dy+c_ \/i 3logly + 1| + Slog(y* —y + 1) +

6f — 40 = %}%—BIOg 114+ /2 —1|+3 log ({/(z — 1)2— ¥/ — 1T+1)+V/3 arctg 27W+

)
V3
x) = logz, "x) =2
C, dove si sono usate in (a) lintegrazione per parti con f,( ) 8 1 /@) N in
9($):ma g(w):—g/ﬁ>
(b) la sostituzione ¢z —1 =y = z = 3> + 1,dr = 3y%dy, e in (c) la decomposizione
9 +1 3 3 2y—1 9 1 1 : 31
= =g ) = B L S o Allora [P B do = lim, s [ B2 -
Blog 1+ Vo — 1|+ 3 log (Y/(z— 1) = Yo = T+1) + V3 arctg I ]? 4 limy, o [ — 382 —
Blog |1+ Vo — 1| + 3 log (Y@= 1)? = Vo =1 +1) + V3 aretg I ]5 = lim, 0 (3258 +
Blog|1+ /e =1 = § log (/e = 17 = o= 1+1) = V3 arctg 2V 10 ) o limy oo (— 3282 -
3log |1+ Yw—1|+ 2 log ({/(w—1)2— Jw—1+1) +\/?:arctg72‘/g_1) = 505 T limu— 4o (—

3logw 3 ¥/ (w—1)2— Yw—T+1 2¥w—1-1\ _ « | V3m _ 2
=1 T 3 log T Vo1 —i-\/gaurctgi\/§ )—2\7}—% 5 =37

(7) Determiniamo una primitiva [log(1 + 2?) (% + (ZJFIB))Q) dz < —f(zig) log(1 + x2) + Sil :

2048 gy = — 2043 Jog(1 4 42) 42 [ (x+2x+3 dr Y — 2ot log(1+az 42 (— 2 T+3+20 12211+

z(z+3) z(z+3) 2+1) (z+3)
% $21+1) dx = _12(213) log(1+ %) — 2log |z + 3| + & log(2% + 1) + Y arctg 2 4+ C, dove si sono usate
x:101+56, ’56229”,
in (a) l'integrazione per parti con /@) &l o S =z in (b) la
1oy — 1 1 _ 1 1 _ _ 2243
g (x) =2+ m’ g(fc) = _5 - sz T 2(z+3)°
o 2043 _ _ _ 3 1 30411 _ _ 3
decomposizione W&Tﬂ) =573 110 ;QH = 10 x+3 + 20 xQH 41 10 m2+1 Allora fO log(1
. 2
) (9%2 + ﬁ) dr =lim, g+ [— x%iig) log(1 4 z?) — log |z 43| + 35 3 Jog(x? +1)+ U arctgw] +
limyg, 400 [—féig) log(1+2?)— 2 log |z+3|+ 2 log(z® + 1)+ & arctgx} = lim,_ o+ (C%gig’) log(1+
)+ 2logle+ 3| — Slog(c?+1) — & arctga:) + limy, 4 oo (— WQ(‘:)i%) log(1 +w?) — 2 log w + 3| +
log(w +1)+ 5 arctgw) = %log 3+limy 400 (—wz(‘:}i%) log(1+w?)+ %log (ZJFJSQ +4 = arctgw) =
3 = log3 + 1077
O
Svolgimento esercizio 5
(1) Poiché f(x):= i%g_g;i)l = log’c(l +0(1)), x — +00, ne segue che f1+<>o f(z) dz converge.
(2) Poiché f(x) := \/lgg;if;&) 5 = 27710g\/f(1 +0(1)),  — 400, ne segue che [;>° f(z) dz non converge.
: log x logx + 1/2
(3) Sia f(x) := T @ 1|5/4sml(x1/2) Poiché f(x) = NG (1+o0(1)), z — 07, allora [,’” f(z) dx converge.
Poiché f(z) = sm1(|:c ifSZ?l(ng(1)) = - W(l +0(1)), x — 17, allora f1/2 x)dx converge.
Ne segue che fo x) dx converge.



(4) Sia f(z) = x1/2arizgg§ai)_1‘9/4)‘ Poiché f(z) = 2771051:(1 +o(1)), = — 0%, allora f01/2 f(z)dx

% = —|$_1‘5/4(1 + 0o(1)), x — 17, allora f1/2 x)dx non

1
converge. Ne segue che fo (z) dx non converge.

converge. Poiché f(x) =

(5) Sia f(z) == 2+1)1og(1+f) Poiché f(z) = m xz — 0%, allora fo x) dz non converge.

Poiché f(z) = 15 log:c(1+o( & oo, allora fl f(z) dx converge. Ne segue che fo f(x)dx
non converge. >
(6) Sia f(z) := #&Il“) Poiché f(z) = %, x — 0% allora fo x) dx converge. Poiché

a:/2

flz) = m = o(=h5), © — +o0, allora [, f(z)dx converge. Ne segue che ["* f(z)dx
converge.

(7) Poiché f(x) := ( ‘/52 e tale che |f(z)

n/
f(z) = % = 1(1+0(1)), 2 — 400, allora [," f(x) dz converge. Ne segue che ["* f(z)dx

xT
non converge.

| < Wa x — 1%, allora f1 x) dx converge. Poiché

(8) Sia f(z) := W Poiché f(z) = g ‘/E()IIJ/F;((llJ)r)O(l)), z — —3, allora ff f(z) dz converge.

Poiché f(z) = %/g(m(i;?:i(l)), — 4, allora f3 x) dz non converge. Poiché f(z) = #jo(n) =

o(ﬁ), x — +o0, allora f;oo f(z) dx converge. Ne segue che fjloo f(z) dx non converge.

T

(9) Sla f(x) = H)lgw Poiché f(x) = e 12 (1+0(1)) xr — %7 allora le f(ﬂ:') dz
2

/5 o 3112001

x — 3, allora f25f(m) dx converge. Poiché f(z) =

-3
converge. Poiché f(z) = e " (1+o(1))

~3)1/3(1+o(1))
Wjo(l)) = 0(=109 ), @ — 400, allora J:7%° f(x) da converge. Ne segue che fjloo f(z) dz converge.
: 2
(10) Sia f(z) = m Poiché f(z fl 1|1/2 o) — %, allora [~ f(z)dz
converge. Poiché f(x) = L — 3, allora f2 x)dx converge. Poiché f(z) =

V3 @=3)1/3(140(1))

m, x — 400, allora f;oo f(z)dx non converge. Ne segue che fjloo f(z) dx non converge.

. o 2
(11) Sia f(z) = m Poiché f(z) = ST 11|1/2(1+0(1)), r — %, allora [~ f(z)dx
converge. Poiché f(z \/7| 3|3/4(1+O(1) — 3, allora f2 x)dx converge. Poiché f(z) =
m, x — +o0, allora f5 f(z) dx converge. Ne segue che f_+1<>o f(x) dz converge.

. log(3 —1/4 ., —Llog |z|(14-0(1)) 1/4
(12) Sia f(z) = %. Poiché f(z) = %, r — 0, allora f_{ f(x)dx con-

log(3+v/2) (1+0(1))
(334 la—31'/2(1+o(1))”

x — 3, allora f25 f(z)dz converge. Poiché f(x) =

verge. Poiché f(z) =

log(3+3-1/4) (1+0(1)
JE =3P/ 4o(1))

5+°O f(x) dx converge. Ne segue che fjloo f(x) dx converge.

(13) Sia f(z) := e *"/2. Poiché f(z) = e /2 = 0o(=io0 ),  — 00, allora ff)oo f(z)dze f0+°of(:v) dx

convergono. Ne segue che fj;o f(z) dx converge.

z — 3, allora f12/4 f(z)dx converge. Poiché f(z) =

log 3(1+0(1))
/1 (1+o(1))

, r — oo, allora



Svolgimento esercizio 6

(1) Sia f(z) := m Poiché f(z) = m, per x — 00, allora l'integrale fioo f(z)dx
converge <= 2+ (3>1 < (> —1.

o 1y\8 L L (14001
(2) Sia f(z) = Ug\%i—:’i)). Poiché f(z) = %511021;; = BH/Q (1 4+ o(1)), per x — +o0, allora

I'integrale f;roo f(x)dx converge <— [+ % >1 < [#> 5.

(3) Sia f(z) == %‘ Poiché f(z) = %, per x — +00, allora 'integrale f;oo f(x)dx
converge <— 3> 1.
. <12 /
(4) Sia f(z) := (1 — cos %) B48/2. Poiché fz) = (Qzﬁ)gflio(l)) = 2%111[3/2(1 + 0o(1)), per x — +o0,
allora 'integrale fl f(x)dx converge <= Q B>1 << (> %
sin 118 . B 1+o
(5) Sia f(z) == % Poiché f(z) = (&3 )é(/; W) _ 6/8931}3*3[3(1 + o(1)), per x — +o0, allora

I'integrale fl f(z)dx converge <= I —33>1 <= < —2.

. er—1)8 s 1.2 P o 5e
(6) Sia f(x):= (Tll—)z) Poiché, per z — 0T, f(x) = \/5((11:0((11)))) = x1/1275 (14 0(1)), allora 'integrale

1/2 L Ny - _ (e=1)P(1+0(1))
Jo!7 f(z)dx converge <= 1/2— 3 <1 <= > —5. Poiché, per z — 17, f(x) = V=a(ito(D) ’

allora l'integrale f11/2 x) dx converge per ogni 3 € R. Ne segue che l'integrale fo x) dx converge
= B>—3.

(7) Sia f(x) := ;Of“)” Poiché, per z — 17, f(z) = (3”_(1;(1;;2(1)) = G }(H @y allora I'integrale
fl x)dx converge <— (—1< 1 <= (3 < 2. Poiché, per z — +o0, f():%,
allora 'integrale f2 f(x)dx converge <= [ > 1. Ne segue che l'integrale fl f(x) dx converge
— [ e(1,2).

. arctg(z243 . , arctg 4(1+o(1 9

(8) Sia f(x) := %. Poiché, per x — (—1)*, f(z) = %, allora l'integrale

f_21 f(z)dz converge <= [ < 1. Poiché, per z — +oo, f(z) = %, allora l'integrale

2+°O f(x)dx converge <= [+ 1>1 <= [ > 0. Ne segue che l'integrale f_+1°° f(x)dx converge

<~ [€(0,1).

(9) Sia f(z) := (arctg %)ﬁ Poiché, per x — 0T, f(x)

= (7) (1 + 0(1)), allora I'integrale fOQf(m) dx
converge per ogni 3 € R. Poiché, per x — 400, f(z) =
f(z

m, allora l'integrale f;oof(m) dx

converge <= ( > 1. Ne segue che l'integrale oo dx converge <= (3> 1.
1

. e T . ‘ e 3 o
(10) Sia f(x) := DLV Poiché, per x — 37, f(x) = \/g(m_él);(l(i)g(l)), allora l'integrale f3 x)dx

converge <= [ < 1. Poiché, per x — +oo, f(z) = m
+oo

4+ f(x)dz converge per ogni 3 € R. Ne segue che 'integrale f;oo f(x)dx converge <— [ < 1.

= o(x%), allora l'integrale

. rctg L B . 4 )P 1+o(1
(11) Sia f(z) = <2(lxc—§)r> xé/i:Tl Poiché, per z — 17, f(z) = (4250( 1)§£(f : (z— 1)1/31(1+o( n)

(%)ﬁm(lJro(l)) allora 'integrale fo ) dz converge <= 2(3+1/3 <1 <= (< 3. Poi-



—5 (1+0(1)) s
ngf4/3(1+o(1)) = —a3 (L +0(1)), allora lintegrale fjoo f(z) dzx converge
< 36+4/3>1 < B> —1. Ne segue che l'integrale f1+°° f(z)dz converge < B € (—%,3).

(1 ) Sia f(z) := (arctgx)?(v/x + 3)25. Poiché, per v — 0F, f(x) = 32°2°(1 + 0(1)), allora I'integrale

fo x)dx converge <= [ > —1. Poiché, per x — +oo, f(z) =
4+oo f( ) dx converge <= [ < —1. Ne segue che l'integrale f0+oo Fz

B eR.

(13) Sia f(z):= Cigi’i;? Per x — 0T, si ha:

ché, per x — 400, f(z) =

(%)ﬁ z8, allora lintegrale
) dz non converge per ogni

(a) se B> %, flx) = %, e l'integrale fo x) dx converge per ogni 3 > 2,
(b) se B=1, f(z)= 5 fl(ir:(ol()))) e l'integrale fo x) dx converge,
(c) se B< 3, f(z) = % e lintegrale fo z) dz converge per ogni 3 < 3.

Ne segue che 'integrale fol f(x) dx converge per ogni 3 € R.

(14) Si ha O°< _z+m5ﬂ) dr = 0+°O _:”dx+f+oo 26- 1/2dx+f+oo L dz. Ora, il primo

integrale converge, la convergenza del secondo integrale dipende da (3, ma 11 terzo integrale non

converge. Poiché sono tre addendi positivi, la somma dei tre integrali non converge, per ogni 5 € R.
arctg( 7)

(15) Sia f(z):= 2+f . Per z — 07, si ha:

(a) se B3>0, f(z) =7 (14 0(1)), e l'integrale fo x) dx converge per ogni 3 > 0,
(b) se B =0, f(z) = 5(1+o0(1)), e l'integrale fo x) dx converge,
(c) se <0, f(x)= % e 'integrale fo x) dz converge per ogni 3 < 0.

Ne segue che l'integrale fo x) dx converge per ogni # € R. Per z — 400, si ha:

1+o0 00 .
(d) se B >0, f(x) = x’i%((Ho((l)))) = mBH/Q( + 0(1)), e l'integrale f1+ f(z) dx converge per ogni

B+1/2>1 < B> 3,
e) se 0=0, f(x)= 1;, e l'integrale x) dxr non converge,
B=0 ey © | le [ f(x)d
(f) se <0, f(x) = %, e l'integrale f;roo f(z) dx non converge per ogni 3 < 0.
Ne segue che l'integrale T f(2) da converge <= (3 > i. Allora, lintegrale proposto converge
1 2
= B>1

(16) Sia f(z) := log(1 + zP) (:%2 + ﬁ) Per z — 0T, si ha:

(a) se B> 0, f(x) =2 (1+0(1)H(1+0(1)) = 21_5(1 +0(1)), e 'integrale fo x) dx converge
— 2-0<1 << [g>1,

(b) se =0, f(z) = 1%2(1 +0(1)), e l'integrale fo x) dx non converge,

10



(c) se <0, f(z) = Plogz(1l+ 0(1))%2(1 +0(1)), e lintegrale fo x) dx non converge per ogni
6 < 0.

Ne segue che l'integrale fo x)dx converge <= [ > 1. Per x — 400, si ha:

(d) se B >0, f(z) = Blogx(1 + o(l))x%(l + o(1)), e l'integrale f;roo f(x)dx converge per ogni
8 >0,

(e) se =0, f(z) = 21°g2(1 +0(1)), e lintegrale [[™° f(z) dx converge,

(f) se B <0, f(x) =25(1 +0(1))m%(1 +0(1)) = ﬂ%ﬁ(l—i—o(l)), e l'integrale ffroo f(z) dzx converge
— 2-p0>1 << [g<1.

Ne segue che l'integrale f1+oo f(x) dx converge per ogni # € R. Allora, I'integrale proposto converge
— A>1.
+ < ha-
(17) Sia f(x) := \/7(14-7 7y Per x — 07, si ha:

(a) se B>1, f(z) = f (1+0(1)), e l'integrale fo x) dx non converge per ogni 3 > 1,
(b) se p=1, f(z) = 8\/ (14 o0(1)), e I'integrale fo x) dr non converge,
(c) se B<1, f(x)= 7\[ —355(1+0(1)), e l'integrale fo x) dx converge per ogni [ < 1.

Ne segue che 1’1ntegrale fo x)dx converge <= [ < 1. Per x — 2, si ha f(z) = m(l +

0(1)), e l'integrale fl x) dz converge per ogni 5 € R. Per x — +o0, si ha:

(d) se 6>1, f(x) = 7gcﬁ%/g(l +0(1)), e I'integrale f;oo f(z)dx converge <= [+1/3>1 <=
B> 2,

(e) se =1, f(x) = 8;,;%/3(1 +0(1)), e l'integrale f3+oo f(x) dx converge,

(f) se B<1, f(x) = #(1 +0(1)), e I'integrale f3+°° f(z) dx converge per ogni 5 < 1.

Ne segue che l'integrale f;oo f(x) dx converge per ogni # € R. Allora, I'integrale proposto converge
— <1

|sin =17 . .
(18) Sia f(x) := W\{-ﬂﬂ Per z — 07, siha 0 < f(z) < flog(11+f) = m5/6(11+0(1)), da cui segue
che l'integrale fo x) dx converge per ogni > 0. Per x — 400, si ha:

—573 (1+0(1)) e 0o
(a) se B3>0, f(x) = %xf/ﬁ2/120g:c(1+o(1)) = :c<ﬁ+1)?;2 rriths o(1)), e Vintegrale [ f(z)dx converge

— (f+1)/2>1 < [>1,
(0) se 3=0, f(z) =

(1+0(1)), e I'integrale fﬁoo f(x) dz non converge.

3
x1/2log 2

Ne segue che l'integrale f1+oo f(x)dx converge <= [ > 1. Allora, l'integrale proposto converge
— A>1.

(19) Sia f(x) := %. Per z — 0T, si ha:

11



. 23 (14-0(1)) . 1
(a) ie 8 > Oﬂ, f(4) = 2z5(1+0(1)) = 5 saTemy © l'integrale fo x)dx converge <= [ —3<
— [<4,
143 o
(b) se =0, f(x)= # e l'integrale fo x) dx converge,
4
143 o
(c) se <0, f(x)= % e 'integrale fo x) dz converge per ogni 3 < 0.
Ne segue che l'integrale fo x) dx converge <= (3 < 4. Per x — +00,siha0 < f(x) < Mfteg(zg) =:
g(x) e

—x

(d) se >0, g(x) = m = o(m%), e l'integrale f1+oo f(x) dx converge per ogni 3 > 0,

(e) se =0, g(z) = %~ = 0(33—12), e 'integrale fﬁoo f(z) dx converge,

s
4

(f) se <0, g(x) = % (%), e l'integrale ffroo f(x) dz converge per ogni 3 < 0.

Ne segue che l'integrale f;roo f(z) dx converge per ogni § € R. Allora, I'integrale proposto converge
— [ <A4.

. 2 i B8 2 B B8 ..
(20) Sia f(x) := %. Per z — 07, e B3>0, f(z) = 1+x+o(::;_f1:§(;25)+o(z26’ per cui si ha:

(a) se B>1, f(x)= %{f(()))) = 2(1+4o(1)), e l'integrale fo x) dx converge per ogni > 1,

(b) se B=1, f(x) = 3;‘“(11%;(()))) =3(1+0(1)), e l'integrale fo x) dx converge ,

(c) se 3 < B <1, flz) = Jf((lfoo((ll)))) = xll_g(l + o(1)), e l'integrale fo x)dzr converge <=
1-0<1 << B3>0,

1 _ e ?(4o() _ 2 1
(d) se =13, f(2) = T omy) =307

(14 0(1)), e I'integrale fo x) dx converge,

A (140(1
(e) se0 < B<i, flz)= % = x%(l—i—o( )), e 'integrale fo x) dx converge < (3 <1,
(f) se =0, f(x) = ggfjsg;} = efiélolsl(l +0(1)), e I'integrale fo x) dx converge.
Ne segue che l'integrale fo x) dx converge per ogni 3 > 0. Per x — +oo, f(z) = %, per
cui 'integrale fl f(x) dz converge per ogni § > 0. Allora, I'integrale proposto converge per ogni

B=0.
O
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