5 Continuita e derivabilita

1. Studiare la continuita in tutto il dominio di definizione delle funzioni elencate
xsin(l), x #0,

(1 T z2
<a>f(x>={fsm(w)’ it ;f(m):{l e
. leﬁl T
<b>f<w>:{61”“’ e f(x):{g 2l

tan@) (@ =/2%) e (Cnf2,0) U (0,7/2),
(© fw) = { ~P* Y
_9 (L':7r/27
2 r=-7/2.
[l 0,
(d)f(fﬂ)—{l z=0

2. Studiare al variare del parametro la continuita delle funzioni elencate

m—cos(w) >0
(a) f(z) = T+ ’ ’ per a >0
2/3 x =0,
azx )
(b) f(z) =1 1/2, x=0 per «a€R
arctan(l/z) .

—Tr

3. Dire per quali valori del parametro a € R le funzioni elencate si possono estendere

per continuita

(a) f(o) = 20x2) oo,

(b) flz) = L & > 0,
(In(14x))* arctan (cx =2
(c) f(z) = retan(0r ) 5
4. Studiare la continuita e la derivabilita delle funzioni elencate in tutto il loro dominio
di definizione e calcolare la derivata nei punti in cui la funzione risulta derivabile.

(a) f(z) =sin(|z]) , f(z) =wsin(|z])

(b) f(x) =sin(x — 1)Va2 -1, f(x)= ¢/In(x)

(¢) flz) =sin(la — 1)) — [z =1 , f(z)=Va?-1
(d) f(x) = Y1 —cos(z) , x€][-m,n]

(e) f(z) = (1 —cos(z))®® |, z€|-mn]



3/5
(1) f@) = (F5—cosll))” . ael-mm]
(8) f() = [sin (2 = 4)|In3—2) . ()| = sin(|z| - 2)|In(3 — 2)

0 f1<x>={f)”“(x ) e#o

0 h(x)—{ijsm(”" ) ez

() folz) = {52 ) =20

W fiw = { FTmET) 20 acr
) o) ={ ZRET) T 220 aer
) f<w>={'f'$ e

() f(w)Z{g_i L

5. Trovare «, 8 € R in modo che le seguenti funzioni risultino derivabili

(®) f(a) - {;/? o

(b) f(a) = {thf ((f LCQ; R
(© J(a) = {af;};(m) o

(@) f(z) = {g e e

6. Dimostrare usando i teoremi sulla derivazione le seguenti relazioni
w/2 — arctan(1l/x), x>0
(a) arctan(z) = / (1/2)
—m/2 —arctan(1/x), =<0

‘ /2 — arcsin (\/1 - a:Q) ,  xe(0,1)
(b) arcsin(z) = '
—7/2 + arcsin <\/1—x2> , xe(—1,0)
/2 —arccos (V1 —22), xz€(0,1)
v1i—22), xe€(-1,0)

(c) arccos(z) =
/2 + arccos



5.1 Esempi

e Studiare la continuita e la derivabilita della funzione
flz) = (" —e) (In(z)/3, z>0

Svolgimento. La funzione & continua in tutto il dominio di definizione, (0, +00), in
quanto prodotto e composizione di funzioni continue. Per quanto riguarda la derivabilita,
I’unico problema ¢ la presenza di una radice cubica funzione che risulta non derivabile in
0 . Quindi 'unico punto "critico" per quanto riguarda la derivabilitd é x = 1, in quanto
l'argomento della radice, ossia In(z) si annulla. Quindi per x € (0, +00)\{1} la funzione
risulta derivabile

! xT 1 x
fi(z)=e (ln(m))1/3 + W (e —e), x€(0,400)\{1}

Per vedere se f é derivabile in z = 1 studiamo il limite del rapporto incrementale

f(@) = f(1) _ (" =) (n@)s e(e'—1) (In(1+ (z - 1)

z—1 r—1 vl
_elz 1)1+ o(l)l((_xl— D+oMWN™ 3331 1 o(1)) 0

Quindi f ¢ derivabile anche in z =1 e f/'(1) = 0.

e Studiare per quali valori dei parametri a,b € R la sequente funzione risulta simultane-
amente continua e derivabile

a+bzx, ’
et —1 <0

(ez+2)1/2(cos(az)—az In(1+x))
Flz) = { x>0

Svolgimento. La funzione é formata da un innesto di due funzioni. Tutte e due le funzioni
sono continue e derivabili nelle regioni in cui sono definite. Quindi 'unico punto in cui
bisogna verificare la continuita e derivabilita é 'origine. Si osservi che f(0) = a e che,
banalmente, lim, ,o— f(z) = limy—0—(a + bz) = 0. Quindi affinché la funzione risulti
continua dobbiamo imporre che a = lim,_,o+ f(z). Per z — 07si ha

(% +2)V/2 (cos(x) — xIn(1 +x)) —1 V3 (—%2 —2%+o (9«“2))

er —1 z(14+0(1))

= ?);/gx(l +0(1)) - 0=a

Per quanto riguarda la derivabilita, per = # 0 la funzione é derivabile. Per determinare
b in modo che f sia derivabile, imponiamo che derivata destra e sinistra siano uguali:

i L&) =0 oy, B2 =b=f(0)
z—0~ z—0 z—0— T
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mentre per z — 07, sfruttando I’approssimazione fatta prima, si ha

x—0 x(e* —1) (1+0(1) = ==~ = f1(0)

2

f@) = f(0) (" +2)"*(cos(z) —zln(l+2))  3v3x 3vV3
2x

Quindi f é derivabile in 0 se

3v3 3V3
Ty e

b=f1(0) = f.(0) =

3v3

In conclusionde f ¢ derivabile in 0 se a = 0 e b = —=%=.

e Studiare per quali valori dei parametri a,b € R la sequente funzione risulta simultane-
amente continua e derivabile

ne*—1az2% =z
f(m)::{l( 1) >0

a+ bz, <0

Svolgimento. La funzione é formata da un innesto di due funzioni. Tutte e due le
funzioni sono continue e derivabili nelle regioni in cui sono definite. Quindi I'unico punto
in cui bisogna verificare la continuita e derivabilita é l'origine. Si osservi che f(0) = a
e che, banalmente, lim,_o— f(z) = limy;_,0—(a + bz) = 0. Quindi affinché la funzione
risulti continua dobbiamo imporre che a = lim,_,o+ f(z). Per  — 0%si ha

In(e” — 1) 2% = In(z + o(z))z? = In(z)2*(1 + 0(1)) - 0~ = a =0

dove In(x)x? — 0~ per il confronto potenze logaritmo. Per quanto riguarda la derivabilita,
per © # 0 la funzione é derivabile. Per determinare b in modo che f sia derivabile,
imponiamo che derivata destra e sinistra siano uguali:
— f(0 b
im LSO g e

z—0~ z—0 z—=0— T
mentre per z — 07, sfruttando I’approssimazione fatta prima, si ha

r) — n(x)x? 0
f( ;_5(0) _ In(x) (;+ (1)) = In(z)z(1 + o(1)) — 0~ = f.(0)

Quindi f é derivabile in 0 se
b= f(0)=f(0)=0<=b=0

o Studiare per quali valori dei parametri a,b,c € R la sequente funzione risulta simul-
taneamente continua, derivabile e strettamente crscente

In(1 + 2arctan(z)) x>0
fx) = 2
a—+ bx + cx*, <0



Svolgimento. La funzione é formata da un innesto di due funzioni. Tutte e due le
funzioni sono continue e derivabili nelle regioni in cui sono definite. Quindi I'unico punto
in cui bisogna verificare la continuita e derivabilita ¢ l'origine. Si osservi che f(0) = a
e che, banalmente, limy_,o— f(z) = limy—0—(a + br) = 0. Quindi affinché la funzione
risulti continua dobbiamo imporre che a = lim,_,o+ f(z). Per z — 0T si ha

In(1+ 2arctan(z)) = In(1 4+ 2z 4+ o(x)) =2z(1+o0(1)) > 0=a =0

Per quanto riguarda la derivabilita, per = # 0 la funzione é derivabile. Per determinare
b in modo che f sia derivabile, imponiamo che derivata destra e sinistra siano uguali:
f(z) — £(0) b + cz®

li = lim ———=b=f_(0
xif(r)l* z—0 xif(r)l* xT fﬁ( )

mentre per z — 07, sfruttando I’approssimazione fatta prima, si ha

f@) = J0) _ 220

z—0 x

Quindi f é derivabile in 0 se
b=f(0)=fL(0)=2<=b=2

Infine per quanto riguarda 'ultima condizione osserviamo che per z > 0

/ B 2
F®) = 3 2arctan@) 1+ ) ~°

Quindi dobbiamo imporre che la derivata prima risulti > 0 anche per z < 0 :
fl(z)=24+2cx >0 cx>—-1,2<0
e questo ¢é verificato se ¢ < 0. Quindi la soluzione cercata ¢é

a=0,0=2 ¢<0.



