Limiti e forme indeterminate

1. Studiare i seguenti limiti di funzione

(a)

(b) lim, o+ 2

()

(d) lim,_.5 (z2—22+5) In(6—1)
)

z—5
(e 0/ (v/n=T—/n)
(f

limy, 4o 2n—n—1+4
(s

z2—5z348z~3
z(z—arctan(x))—3z2

lim, o

225234823
z—arctan(z))—3z2

. 2z—5x448z 3 5,.2
limg., oo 202223 — 3a

(2z—x2)e?®
x2—3x3+5x2

Studiare al variare del parametro k € NU {0} il seguente limite

) limg 0
)
42 4 945/2
lim
2—0 (8zF + 623) cos(In(1 + z))

2. Sia dato il seguente limite notevole

lim In(1+ x)

x—0 x

=1

provare

(a) In(1+x) =z + o(x) per x — 0.

(b) Usare la precedente relazione per dimostrare che per ogni zg > 0 si ha

1
In(z) = In(zg) + ;0(95 —x9) + o(x — xp), T — T .

(¢) Utilizzare il limite notevole del logaritmo e la formula di inversione esponen-
ziale logaritmo per dimostrare il seguente limite notevole

et -1
lim
z—0 €T

=1

(suggerimento: osservare che z = In(1+ y) — 0 per y — 0. La dimostrazione
si trova alla fine di questo foglio di esercizi).

(d) Provare che per ogni zp € R si ha

e’ =e" 4 e (x — xg) + oz — x0), x— xo .




(e) Usando 'approssimazione del logaritmo provare che

’(1+1:)a:1—|—0z:n—|—0(:n)‘

per x — 0 e a € R. Da questa si puo dedurre che

2% = x§ + azd (z — x0) + o(x — x0),

per ogni zg € R\ {0} ed a € R per cui ¢ ben definita z{.

(f) Provare che per ogni zp € R si ha

’sinh(x) = sinh(xg) + cosh(zg)(z — x¢) + o(x — x9), T — T . ‘

’cosh(w) = cosh(zg) + sinh(zg)(x — x¢) + o(x — x9), x — T . ‘

(g) Provare che ’tan(x) =x+ o(m)‘ per © — 0 e utilizzare questa relazione e,

come per l’eponenziale, la relazione inversione tra tan(x) e arctan(x) per
dimostrare che

’arctan(m) =z + o(x), x—0. ‘

(h) Utilizzando il teorema del limite di funzioni composte provare che se
F@) = Bly—vo) +o(ly—w)*), z—m
k=0

e g(x) = yo per x — xg € R* allora
Flg(@) = flyo) + > Belg(@) — wo)* + o((g(z) —90)*) . = — =
k=0

(La dimostrazione si trova nelle note a fine esercizi.)

(i) Utilizzare la relazione di prima per provare che

sin(z?) = 2% 4 o(z?) , x—0

sin(l/z) = 1/z 4+ o(1/x) , T — 00
3. Utilizzando la definizione di o(z®) provare le seguenti relazioni

(a) 22+ o(x) = o(x) per x — 0
(b) x4+ 22+ o(z3) + 22 + o(2?) = = + 2% + o(2?) per z — 0
(c) (z+ 22+ 0(2?) (14 2z + o(z)) = 2 + 322 + o(2?) per x — 0



(d) (z7'+22+o(@ ) (242342 +0(z7%) =227 + 2272+ 27 +o(z?)
per x — +00

4. Una funzione f : X — R con ¢ € R punto di accumulazione di X si dice infinites-
tma di ordine r > 0 se

f(z)=|z —zo|"(K +0(1)) , K+#0, z— x

ed ¢ detta infinita di ordine r > 0 se

1
|z — xo|”

f(z) = (K +0(1)), K#0, z— x.

Analogamente se X non & superiormente limitato o inferiormente limitato f & detta
infinitesima di ordine r > 0 se

‘;|T(K+O<1))’ K#0,z—

fz) =

ed ¢ detta infinita di ordine r > 0 se
@) = [al" (K +0(1)), K #0, - .

Calcolare i seguenti limiti e nel caso di infiniti o infinitesimi stabilire se esiste un
ordine

In(1-3z?)(cos z—1)

(a) limgz_yo (T 1) [—9/2]
(b) limg 0 gl =) [0,0rdine 1]
(c) lim, o+ % [-00, ordine 2]
. log(1—(z—3)2 z—3)%
(d) Timg s PEGELESTESS) F1/2]
¥z 22 In(cos(z 2
() limyyoe e ) F1/4]
¥/26+322 In(cos(z 2
(f) limg 00 arc:r:n(2m*(2)+(e*1)) [ 1/4]
(g) limgyyoo sin(=3) (sin(z) + z) [0, ordine = 1]
(h) limg— oo sin(=1) (zsin(z) + x) [A]
eT 3 -
(l) hmx_,o m [/3]
. . P 3 T
(j) lim, o+ n (\/H%) [+o0]
(K) limg_yor A2 [4/3]
(1) Timg E2IEE AT (4]

2



. n(2r)—Iin X 2173
(m) lim,_,o+ (slin((Za:))—l—lll(El\x/;—ngQ))

n) limg o0 (e?® + 219)(1 — cos(e™2%) + %)

(arctan(z2)—m/2)(y/26+x2)

(
(0) limg— 400 vz In(z%)+3z

5. Provare le seguenti relazione

(a) 2 =1+ zn(z) 4+ o(zIn(x)) per x — 0T
(b) (cos(z))® " =1— £ +o(z) pert z — 07

[1/2]
[1/2]
[-1/3]

6. Calcolare i seguenti limiti e nel caso di limiti infiniti o infinitesimi stabilire se esiste

un ordine

(b) limg— 400 In(1 + 3;%)(sin(Qals)z + 2% + In(29))

limg ., o +/2cosh(z—2) — /2

)
)
(c)
(d) limg_yo %
)
)

(z2—4)(e"2-1)
(z—2)(1— §/1—(2—2))

)

)

)
(j) lim, o+ ﬁ?czsl(—’g—;)v)

) (1+x)%*—1

4x2

) 2@ _14z-4
z3—64

) 2?1

—cos(z—1)

. el/* farctan(cos(z)—1)
(Il) limg 0~ In(1+z+a3)—z2

-1
. Cos(x)arctan(z )1
(0) 11m$*}0+ x—ln(ac)+x2
(In(3—z)—In(—=x))
sin(%)
2 Y3z

cos(z—2)—e(@=2)3

o= _ y3=z

(r) lim,_,o+ cos(z—2)—e(@—2)

(p) limg oo

(CI) limg,_,o+

(s) limg_,yoo xarctan(x) — w/2x

n n(il— -1
(t) limg oo %

[80e~?]
[4]
[0, ordine 4]
[0, ordine 1]
[12]

[+00, ordine 1]
[-1/2]

1]
[0, nessun ordine]
]

[+00, nessun ordine
[1/2]

[(In(4) +1)/3]

[4]

[-00, ordine 1 ]

[ /4]

[-3/2]

[—00, ordine 1]
[-4/3]

[-1]

[—00, nessun ordine]



21In(x)—cos(z) In(2?)
cos(z)—+/1-3z

(u) hmx%O‘*

In(14-22+zt)—e 1/2g—3

[0~, nessun ordine]

(v) lim,_,o+ cos (237 1 [—00, ordine 1]

7. Dire quali dei seguenti limiti eSiSte.(Applicare il teorema ponte o il teorema che lega

Pesistenza del limite a quella dei limiti destro e sinistro o, il teorema del confronto)

(a) limg—osin (1) [A]
(b) limg s 4o cos(z?) (A
(¢) limg_s4oo(tan(z))? [A]
(d) Timg g 522 [A]
() limyyg Yot Al
(f) limg 100 cos(z?) e [0]
(g) limgsy00 1+ (sin(z))?log(1 + %) 1]
(h) Tim, g Fo2re@?) LAl
(1) limgo Vet sin(x) [0]
(j) limg_s oo cos(z?) + [+00]
(k) limg_o(cos(z))En@) ™! [1]
(1) limgc_x)(cos.(nr:))(sm(a”g))_1 (A
(m) lim, o (sin(1/2) + 27) 1]
(n) lim,_,q+ (xsin(1/x) + 22) [0, ordine 1]

8. Perche non si puo applicare il teorema del confronto per studiare ’esistenza del
limite limg oo tan(x) z~1 7 Tale limite esiste ? (Considerare le successioni x, = 2n7 e

yn:g_n—lz+2n7rper”€N-)'

9. Studiare al variare del parametro « i seguenti limiti

0 a<l]
(a) lim, 1+ F s, A €R 1/6 a=1
| too a>1 |
[ +o0 a>0]
(b) limg—y100(€®® — )xsin(z™!) , a€R 0 a=0
| -1 a<0 |
0 a>1
. sin(z®)+a? 2 a =
(0) limoor Ty ammy » @€R too 0<a<1
A a<0




0 a>1

: : -2 a=1
(d) limg_400 xsin (2arctan(z®) —7) , o € R % o<1
0 a<0

10. Studiare al variare del parametro « la continuita delle seguenti funzioni

P , >0,

m—cos(z)
(a) f(z)=

per a>0
2/3 Jj:o7
(b) flz) =14 1/2, =0 per a€R

—Tr )

11. Dire per quali valori del parametro o € R le seguenti funzioni elencate si possono
estendere per continuita

(a) f(m)_w C2>0 .

[e %4

(b) f(z) = Snlezhie = 550 |

2

) f(aj) — (ln(lJra:))a a;;tan(ax—Qa) ’ . 0

—
o




Note

Il limite notevole dell’esponenziale.

Si considerino le seguenti funzioni

f(y)izﬁ,y>—l i g(x)=e"—1

Dal limite notvole del logaritmo si ha che

. EERT Yy .
312%f(y) - 101/13%) In(y +1) 1
e per la continuita della funzione esponenziale limg 0 g(z) = limz— 0 e” —1 = 0. Per il teorema del limite
di funzioni composte si ha

. L e’ —1 et -1
L= lim flo(2) = lim e =y ~ im ——

Relazioni di approssimazione

Dai limiti notevoli introdotti a lezione ed il teorema limite di funzioni composte possiamo dedurre le
seguenti formule di approssimazione.

Sia f una funzione che definitivamente in yo € R soddisfa la relazione
Fy) = ar(y—yo)* +oly —yo)"
k=0

e sia g(z) una funzione tale che
lim g(z) = yo ,

T—xQ

e g(z) # yo definitivamente in z¢. Allora

n

(fog)(@) = ar(g(®) —yo)* +olg(z) — y0)"

k=0

Si osservi infatti che f(y) = > r_, ax(y — y0)* + o(y — yo)™ equivale a dire che la funzione

F(y) = T8 %}joyf)’;iy S D —_—

ha limite: limy_., F(y) = 0. Dal teorema del limite di funzione composte si ha

L lal) ~ T enle@) — )
5, o0 = I, (o() —wo)" =0

che equivale

(fog)(@) = arlg(@) —yo)* + olg(z) — yo)" .
k=0



Utilizzando la relazione di sopra e le approssimazioni ottenute dai limiti notevoli se g(x) ¢ una funzione
tale che

Jim g(z) =0,
e g(z) # 0 definitivamente in zo si ha
= 14 g(x) +o(y(x)) T = o
In(1+g(z)) = g(x)+o(g(x)) T — To
sin(g(z)) = g(x) +o(g(x)) T — To
cos(g(x)) = 1-3(9(x))*+o(g(x)?) T = 1o
tan(g(z)) = g(x) +o(g(z)) T — w0
arctan(g(z)) = g(z) + o(g(z)) T = o
(I+g(@)" = 14ag@)+olg(@) a#0,1 z—wzo
sinh(g(z)) = g(z) + o(g(x)) T — To
cosh(g(z)) = 1+ 3(9(x))* +o(g(x)?) T = o
tanh(g(z)) = g(z)+o(g(z)) T = To




