Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 26 Giugno 2017

Cognome e Nome:
Matricola:

Crediti:

Orale, I/II Appello:

1) Data la funzione
fl@) =2+ + 2y +y°

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.

2. Determinari estremi della funzione nella regione E := {y? + 2% < 1}.

2) Data la forma differenziale

2 2
w = 222Y
2 +1

dr + 2yzIn(z® 4+ 1)dy + y*In(a® +1)dz

a) Dire se la forma ¢ chiusa ed esatta. In caso affermativo calcolarne una primitiva.

b) Calcolare gli integrali f71 we f,yz w dove 7 ¢ il segmento che va dal punto (0, 1,0)
al punto (1,1,1) mentre vo & la curva vo(t) := (=8 . (1 —¢, 1, 1 —t) per t € [0,1].

3) Si consideri la superficie S := {(z,y,2) € R® | 22 + 22 + 49> = 1, y > 0}. Calcolare

il flusso del campo vettoriale F' := (222,22, 2?) attraverso la superficie S orientata in

modo che la seconda componenete del vettore normale sia positiva.

4) Data la serie

Z(elﬁ%—ek) (x —4)% z€eR

k=1

studiare la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

5) Si consideri I'equaione differenziale
Z(t) + 4a(t) + bx(t) = sin(t)

a) Trovare la soluzione generale dell’equazione e risolvere il problema di Cauchy
condato iniziale #(0) = z(0) = 0.

b) Trovare la soluzione generale dell’equazione Z(t) + 4&(t) + 5z(t) = sin(t) + 1



Analisi II - Ingegneria Energetica-Meccanica - 9 Luglio 2018
Esame scritto

Cognome e Nome:
Matricola:
Crediti:

1) Data la funzione
flay) =at +y* —a'y® =7

a) Studiare esistenza e la natura degli estremi liberi della funzione.

b) Trovare il massimo ed il mnimo assoluto della funzione nella regione

K:={0<z<y,0<y<1}

2) Data la funzione
I4 + y2er
fley) = @
0 (z,y) = (0,0)

a) Studiare al variare di a > 0 la continuita, la derivabilita e la differenziabilita di f in R2.

(z,y) #0

b) Calcolare per o = 0 le derivate direzionali nel punto (x,y) = (1,0).

3) Data la forma differenziale

14 zy? 2zy? — 1

dx + dy

a) Studiare la chiusura e lesattezza di w. Nel caso in cui la forma risulti esatta calcolarne
una primitiva.

b) Calcolare l'integrale fww dove v la spezzata (1,—1) — (2,—1) — (2,-2).

4) Calcolare l'integrale

dove D= {(z,y) eR* |1<2?+y?,0<y<z,0<2<1}
5) Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale
TH+3E -4 =1,

e risolvere il problema di Cauchy con dati iniziali 2(0) = 0, #(0) = —3/16, %(0) = —1/8.



Analisi IT - Ingegneria Energetica-Meccanica - 15 Febbbario 2018
Esame scritto

Cognome e Nome:
Matricola:

1) Sia data la funzione
floy) =" —ay* +y* -9

a) Determinare classificare gli estremi liberi della funzione.

b) Calcolare, motivandone l’esistenza, massimi e minimi assoluti della funzione nella regione
Z={(zy)eR?|2? <y, y<1}
2) Data la forma differenziale

2y

do+ (2 12 d
W= —2—dx — 4=z
y2+x2 y2+x2 Y

calcolare I'integrale di w lungo Dellisse v di equazione (z + 1)? + 2y? = 4 percorsa una volta in
senso antiorario.

3) Calcolare il seguente integrale improprio

o drd
x
/A ra+Dyta—1 """
dove A:=={(z,y) eR? |z <y<z+2,4—z<y}
4) Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (2%y?,22,0) attraverso la superficie S definita
dalle equazioni S = {(z,y,2) € R3 | 22 +y?> =1, 0 < 2z < 2y + 3} orientata in modo tale che
nel punto (0,1,0) il vettore normale abbia seconda componente positiva.
5) Dato il sistema di equazioni differenziale

S (5 -1
x—Am,A—<4 1)

Trovare la soluzione generale del sistema e del problema di Cauchy con dato iniziale #(0) = (1,0)



Analisi II - Ingegneria Energetica-Meccanica - 21 Giugno 2018
Esame scritto

Cognome e Nome:
Matricola:
Crediti:

1) Data la funzione
flay)=(z-y*+y")" . a>0.
a) Determinare al variare del parametro o > 0 il dominio di definizione di f.

b) Studiare al variare di o > 0 la continuita, la derivabilita e la differenziabilita di f nel
dominio di definizione.

¢) Calcolare per o = 1/2 l'equazione del piano tangente al grafico di f nel punto (1,0).

2) Data la forma differenziale

B x d —1/2
T @ T yen

a) Studiare la chiusura e l'esattezza di w. Nel caso in cui la forma risulti esatta calcolarne
una primitiva.

dy

b) Calcolare I'integrale f'y w dove v ¢ la curva definita dall’equazione y = e* 4+ 1 per x € [0, 1]

3) Calcolare I'ntegrale
/ (22(1 + y'/?) + y?) dadydz
v
dove V :={(z,y,2) e R? | 2? + 4y?> < 2 < 1}
4) Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (z,y,0) attraverso la superficie S = {(x,y, z) €

2
R3 | 22+ 4 + % =1, 0 < z} orientata in modo che la terza componente del vettore normale sia

negativa. Calcolare, inoltre, il volume dell’insieme V' = {(x, y,2) € R® | 22+ % —i—% <1,0< z}

5) Data ’equazione differenziale
i — 5@ + 6z = * +sin(t)

Trovare la soluzione generale dell’equazione e risolvere il problema di Cauchy con dato iniziale
z(0) =2z(0) =0



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 26 Giugno 2017

1) Data la funzione
fla) = a® +y* + 2%y +y°

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Determinari estremi della funzione nella regione E := {y? + 2® < 1}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C°°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati
che conosciamo per l'analisi dei punti estremali. Imponiamo ’annullamento del gradiente:

V= 2z + 2xy B 22(1+y) (0
T\ 2yt +3y2 ) T\ 2y+a?+3y2 )\ 0 )
Dalla prima equazione otteniamo come soluzioni x = 0 e y = —1. Sostituendo = 0 nella
seconda si ottiene:

2 +3y° =0 <= y(2+3y)=0 <= y=0, y=—2/3
Quindi abbiamo i seguenti punti critici
(050) ) (07_2/3)

Sostituento y = —1 nella seconda equazione si ottiene —2 + 22 + 3 = 0 che non ammette
soluzione. Quindi gli unici punti critici della funzione sono quelli sopra indicati. Calcoliamo la

matrice Hessiana
242 2
Hy(z,y) = ( % 246y )

H(0,0) = ( (2) g ) » Hp(0,-2/3) = ( 263 92 )

da cui si deduce che (0,0) & un minimo relativo in quanto gli autovalori della matrice sono
positivi mentre il punto (0,—2/3) ¢ un punto di sella in quanto la matrice Hessiana ha due
autovalori di segno opposto quindi non & definita.

Quindi

2.) L’insieme E & chiuso e limitato ed f & chiaramente continua. Per il teorema di Weierstrass
f avra nell’insieme E massimo e minimo assoluto F. Dobbiamo solo studiare il comportamento
f sulla frontiera OF di E in quanto abbiamo gia osservato che f nella parte interna di E ha solo
un minimo relativo nel punto (0, 0).

Possiamo applicare due metodi. Moltiplicatori di Lagrange. Cominciamo osservando che
il vincolo F = {22 + y?> — 1 = 0} @ regolare in quanto il gradiente della funzione g(z,y) =
22 + 3% — 1 non si annulla mai su E. Definiamo la funzione di Lagrange

L@y, N =2 +y* + 2%y +y° - A@® +y° - 1)

ed imponiamo "annullamento del gradiente di .Z":

2z + 2zy — 2)\x 2e(1+y—A) 0
VYL = 2y+22+3y*—2\y 2y +x2+3y2—2\y | = 0
22 +y? -1 22 4+y? -1 0



Dalla prima equazione si ha x =0 e y = A — 1. Sostituendo x = 0 nella terza equazioni si ottiene
y = £1. Sostituendo nella seconda equazione si ha

243-22 =0 <= A=5/2 , —2434+2X\=0 < A=-1/2
Quindi i punti (0,1) e (0,—1) sono punti critici della funzione sul vincolo.

Imponiamo ora ’altra soluzione della prima equazione:y = A — 1. Sostituendola nella seconda
equazione si ha

20—+ 22+30 12 -20XA—1)=0 <= 22 =\ —1)(-2-3A— 1) +2)\) = —(A — 1)?

che ammette come unica possibile soluzione A =1 e x = 0. Da cui si deduce che y = 0 ma questa
soluzione non & compatibile con il vincolo (terza equazione) x? + y? = 1. Quindi gli unici punti
critici sul vincolo sono i punti (0,1) e (0, —1). In conclusione per determinare il massimo ed il
minimo assoluto della funzione su E calcoliamo la funzione in (0,0) e nei punti critici di f su
OFE appena trovati:

f(0,0) =0, f(071) =2, f(07_1) =0

Quindi (0,1) & un punto di max assoluto mentre i punti (0,0) e (0,—1) sono di minimo
assoluto.
Secondo metodo (pilu veloce). Si osservi che la funzione f(x) ristretta al vincolo diventa

9(y) = free(y) = (y+1), —1<y<1

Chiaramente y+1 e strettamente crescente quindi ha minimo e massimo negli estremi dell’intervallo
di definizione y = —1, y = 1 rispettivamente, cui corrispondono, i punti (0,—1) e (0,1) sul 9F.
Da qui in poi ’esercizio prosegue come prima.



2) Data la forma differenziale

22y

poR] dr + 2yzIn(z® +1)dy + y*In(2® +1)dz

a) Dire se la forma é chiusa ed in caso affermativo calcolarne una primitiva.
b) Calcolare gli integrali f% we fw w dove 1 ¢ il segmento che va dal punto (0,1,0) al punto
(1,1,1) mentre v2 ¢ la curva yo(t) := !~ . (1 —¢, 1, 1 —t) per t € [0,1].

Svolgimento a) Si tratta di una forma differenziale di classe C°>°(R?). La forma differenziale
risulta chiusa infatti

2z2y? 4
dyar = 0 xzy T2y

— — 2 —_
VT 2l 0.2yzIn(z* + 1) = Oyas

2 zy? 2xy>
= ar g = 0w’ 1) = duay

D.a3 = 0.2yzIn(2® +1) = 2yIn(2® + 1) = dyy* In(2* + 1) = d,a3

azal = 82,

Dal momento che il dominio di definizione R? & semplicemente connesso la forma differenziale &
esatta. Calcoliamo una primitiva f impondendo che df = w:

2z2y2
241

22y
O.f =
/ 2+ 1

dr +h(y,z) = f(z,y,2) =2y In(a® + 1) + h(y, 2)

< e
Quindi
Oyf = 2zyln(z? + 1) + 0yh = ay = 2yzIn(2x® + 1) = 9yh(y,2) =0 <= h(y,2) = g(z)
Infine
0.f =y’ In(z? + 1)+ 0.9 =a3 = y*In(2? +1) = 0.9(2) =0 <= g(z) = costante

Quindi la funzione

f =2y In(2® +1)

€ una primitiva di w.
b) Per calcolare gli integrali curvilinei & a questo punto sufficiente valutare la primitiva sugli
estremi delle due curve:

/ w=f(m()) = f(n(0) = f(1,1,1) = £(0,1,0) = In(2) — 0 = In(2)
Mentre

/ w= f(1(1) — F(12(0)) = £(0,1,0) — f(1,1,1) =0 — In(2) = — In(2)



3) Si consideri la superficie S = {(x,y,2) € R® | 22 + 22 +4y*> =1, y > 0}. Calcolare il

flusso del campo vettoriale F = (222,22, 2%) attraverso la superficie S orientata in modo che la

seconda componenete del vettore normale sia positiva.

Svolgimento Vogliamo applicare il teorema della divergenza. A tal proposito consideriamo la
superficie chiusa

$:=DUS , Di={(a,y.2) €R® [0<a’ +22<1, y=0}
ottenuta undendo ad S il disco D ed il cui vettore normale ¢

7 ND('I,y,Z) (Jf,y7Z)Z €D
N = iR
5(®:9,7) { Ne(w.y2) (wy,2)z € S

Il teorema della divergenza afferma che

/V(Z)divﬁ(x,y,z)dxdydz:/Z<F,Ng>z/[)<ﬁ7]\7p>+/s<ﬁ,ﬁs>

dove ]\727 quindi N D e NS, deve essere orientato in nel verso uscente dalla superficie, mentre
V(E)={(2,y,2) ER3 | 0< 22+ 22 +4y*> <1, 0 <y}. Siosservi che la divergenza del campo

divE = 222 + 2z

¢ una funzione dispari rispetto allo scambio z — —z e che il dominio di integrazione V (X) risulta
simmetrico rispetto allo scambio z — —z. Di conseguenza

/‘/(E)divﬁ(x,y,z)dxdydz—()—/2<ﬁ,ﬁg>—/D<ﬁ,ND>+/9<ﬁ,N5>
/S<Fiﬁs>:_/D<ﬁ,ﬁD>

Quindi per calcolare il flusso di F attraverso S sara sufficiente calcolare il flusso del campo
attraverso il disco D (con gli orientamenti giusti). Scriviamo D in forma parametrica

x
D=0 | ,0<z2’2+42°<1
z
1 0
i vettori tangenti saranno d,D = 0 |,d.D= 0 il vettore normale (orientato in modo
0 1
tale che Np ed Ng escano dalla superficie ¥ = DU S e
0
Np=0,DNI,D=—| 1
0

Per quanto riguarda Ng si osservi che 'orientamento richieto dal problema (seconda componente
positiva) e tale che Np ed Ng escono dalla superficie. Quindi

1 2
/ <ﬁ, ]\75> = —/ <ﬁ7 ]\7'D> —/ —z2dxdy :/ dp/ dfp® cos*(0) = T
S D 0<z2+22<1 0 0 4



4) Data la serie

o0

Z(e’”%—ek) (x —4)% r€eR

k=1

studiare la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

Svolgimento Si tratta di una serie di pontenze centrata in x = 4. Si osservi che per k — oo
si ha
k+4 k k(4 e*
ay = (e F—e ) =e (ef —1) = ?(14—0(1))
da cui segue facilmente il raggio di convergenza
1/k

1_ i (4 - ek)l/k ~lim (e:a + 0(1)))1/k =lime <]1€<1 + 0(1))) —e

r

Quindi il raggio di convergenza & e la serie converge semplicemente ed assolutamente
in (4—1/e,4+ 1/e) e uniformemente in ogni [a,b] C (4 —1/e,4 4 1/e).

Dallo sviluppo asintotico di ay, si vede facilmente che la serie non converge in|xz =4+ 1/e|.
Si noti infatti che per x = 4 + 1/e usando lo sviluppo asintotico fatto all’inizio si ha
k

ax - (44 1/e—4)F = (1 +o(1))eik . %(1 +o(1))

che si comporta come alla serie armonica. Quindi per confronto asintotico la serie non converge
inz=4+1/e.
Per = 4 — 1/e invece si ha:

ag - (4 _ 1/6 _ 4)k _ (_]Jki (ekJr; _ ek) _ (_1)k(el/k _ 1)

si tratta di una serie a termini di segno alterno. Posto f(k) := (e!/* — 1) si vede che f(k) — 0
per k — 4o00. Inoltre

ossia f(k) & decrescente,quindi per Leibniz la serie converge per z =4 — 1/e.



5) Si consideri lequaione differenziale
E(t) 4 4a(t) + 5z (t) = sin(t)

a) Trovare la soluzione generale dell’equazione e risolvere il problema di Cauchy condato in-
iziale ©(0) = 2(0) = 0.

b) Trovare la soluzione generale dell’equazione &(t) + 4 (t) + 5x(t) = sin(¢) + 1
Svolgimento a.) Il polinomio caratteristico associato all’equazione ha le seguenti radici
MNA4AAN+5=0 <= A=-2+V—-1=-2+i,-2—1
Quindi la soluzione dell’omogenea e
z,(t) = Ae ! sin(t) + Be 2! cos(t)

Per calcolare una soluzione particolare procediamo per similitudine osservando che 7 non ¢ radice
del polinomio caratteristico; cerchiamo quindi una soluzione particolare del tipo

y(t) = Ky sin(t) + Kz cos(t).
Sostituendo nell’equazione si ha

sin(t)

i+ 49 + by

— K sin(t) — Ky cos(t) + 4K cos(t) — 4K5 sin(t) + 5K sin(t) + 5K2 cos(t)
sin(t)(— K1 —4K2 + 5K7) + cos(t)(— K3 + 4K1 + 5K3)

= sin(t)(—4Ky + 4K7) + cos(t) (4K + 4K5)

da cui
A4K1 — 4K, =1, 4K; +4K, =0 < Ky =—-K;, K1 =1/8, K; =—-1/8

Quindi la soluzione particolare & y(t) = 1/8(sin(t) — cos(t)) e la soluzione generale &

Taen(t) = 2o(t) + y(t) = Ae™? sin(t) + Be ' cos(t) + 1/8(sin(t) — cos(t))
Infine la soluzione del problema di Cauchy si ottiene imponento

Tgen(0)=0=B—-1/8 = B=1/8
mentre
FGen(t) = —2Ae ! sin(t) + Ae % cos(t) — 2Be™?! cos(t) — Be *! sin(t) + 1/8(cos(t) + sin(t))

quindi
FGen(0) =A—-2B+1/8=A—-1/8=0 «<— A=1/8

Quindi la soluzione del problema di Cauchy &
TCauehy(t) = 1/8(e 2 sin(t) + e 2 cos(t) + sin(t) — cos(t))

b) Per calcolare la soluzione generale nel caso in cui il temine noto sia sin(t) 4+ 1 sfruttiamo
la linearita dell’equazione: la soluzione particolare con termine noto sin(t) + 1 si ottiene dalla
somma della soluzione particolare con termine noto sin(¢) (che gia conosciamo) piu la soluzione
particolare con termine noto f(¢) = 1. Quest’ultima la cerchiamo della forma §(t) = K in quanto
0 non & radice del polinomio caratteristico: Sostituento § nell‘equazione si ottiene K = 1/5.
Quindi la soluzione generale con termine noto sin(t) + 1 ¢ la funzione

FGen(t) = Ae ! sin(t) + Be ! cos(t) + 1/8(sin(t) — cos(t)) +1/5



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 7 Lulgio 2018

1) Data la funzione
fla,y) =2 +y' —a'y® =7

a) Studiare lesistenza e la natura degli estremi liberi della funzione.

b) Trovare il massimo ed il mnimo assoluto della funzione nella regione

K:={0<z<y,0<y<1}

Svolgimento. a) La funzione ¢ di classe C*°. Troviamo i punti critici imponendo I’annullamento

del gradiente
4a3 — 4a3y? 423 (1 — y?) 0
Vf(x,y) - < 4y3 _ 2$4y - 2y(2y2 _ .174) - 0 .
La prima equazione ha soluzioni x = 0 e y = 1. Sostituendo x = 0 nella seconda otteniamo
y = 0. Mentre sostituendo y = 1 nella seconda otteniamo x = ++v/2. Quindi abbiamo cinque
punti critici:

(0,0) , (£v2,1) , (£v2,-1).
Calcoliamo la matrice Hessiana

1222(1 — y?) —8z3y
Hf(CE,y) = ( —(81'3y 12y2 _ 2.734

Quindi

0 +8(2)3/4

Hy(V2,41) = < +£8(2)3/4 124

) det(Hp(£V/2, £1) = —64(2)*/2

da cui segue che is quattro punti (£v/2,1), (+v/2, —1) sono punti di sella. Mentre

H(0,0) = (8 8) .

Per vedere se si tratta di una punto di minimo o di sella si osservi che
fla,y) = f0,0) =2t +y* —aly® =2’ (1 —y) + 4" 20 = 21—y >y

e questo ¢ verificato se |y| < 1. Ossia f(z,y) — f(0,0) > 0 nella striscia |y| < 1 che contiene
Porigine. Quindi (0,0) & un minimo relativo.

b) Il vincolo & un insieme chiuso e limitato. Per il teorema Weierstrass la funzione a max e
min assoluto in K. Nella parte interna di K abbiamo gia studiato la funzione e visto che non
ci sono estremi liberi ((0,0) cade sulla frontiera di K). Studiamo la funzione sulla frontiera. La
frontiera 0K di K ¢ formata dall’'unione di due curve 0K = y; U~ U y3 dove

Nn={y=1,0<2<1} , ={r=0,0<y<1}, nm={y=2,0<x<1}.
Ora la restrizione della funzione sulla prima curva e costante

ff%:f(%l):—ﬁa xE[—l,l] .



Mentre
fly=f0y) =y"—7, yel0,1]

che per y € [0, 1] & strettamente crescente. Quindi ha un minimo in y = 0 e un max per y = 1
corrispondenti ai punti (0,0) e (0,1). Infine

flas=flz,z)=22"—2°-7, 2€[0,1]

si osservi che
f(x,2) = 82% — 62° = 22°(4 — 32%) >0 , Yz €[0.1]

Quindi z = 0 e z = 1 sono il minimo ed il max assoluto della funzione lungo s corrispondenti
al punti (0,0) e (1,1). In conclusione si vede che il punto (0,0) é il minimo assoluto della
funzione nel vincolo K e in particolare f(0,0) = —7. Mentre i punti (z,1), per = € [0, 1] sono
massimi assoluti della funzione sul vincolo e f(z,1) = —6. O



2) Data la funzione

attyter
flx,y) = (22 +y?)e (z,y) #0
0 (z,y) = (0,0)

a) Studiare al variare di o > 0 la continuita, la derivabilita e la differenziabilita di f in R2.
b) Calcolare per o = 0 le derivate direzionali nel punto (z,y) = (1,0).

Svolgimento. a) Per (x,y) # (0,0) la funzione é di classe C*° indipendentemente dal parametro
« in quanto composizione e rapporto di funzioni C**°. Quindi "unico punto in cui studiare la
funzione ¢ l'origine.

Continuita - Conviene riscrivere la funzione in coordinate polari in quanto al denominatore
& presente una potenza della distanza dall’origine:

-2 .
$4 —+ y2@$ coo.pol. p2 (p2 COS4 0 -+ sin? Qer cos 9)

— 2(1-a)( 2 COS4 0+ Sil’l2 aepCOSQ
(1‘2 +y2)a p2a p (‘0 )

flz,y) =

da cui si deduce che la funzione & continua in (0,0) per a < 1. Infatti per tali valori di «
per (z,y) — (0,0) si ha

. _ 0
f (2, )] = 9207 (52 cost 6 + sin? geP <o 0)| < p21=a)(p? 4 ep) P20
uniformemente in . Per @ > 1 il limite non esiste e quindi la funzione non ¢ continua. Ad
esempio per a = 1 si osservi che
4 2

. o . e ¥

quindi il limite non esiste.

Derivabilita - Studiamo D'esistenza delle derivate parziali:

L

li =lim — =1
250 z—0 ;1—>mOa:O‘x 250 T A a>3/2

Quindi la derivata parziale in (0,0) rispetto alla z esiste ed & uguale a 0 se o < 3/2. Mentre

SO 100y 2y W10 0 <1

li = lim 2 =
v y—0 v g2y sy A a>1/2

Quindi la derivata parziale in (0,0) rispetto alla y esiste ed € uguale a 0 se @ < 1/2. In conclu-

sione f & derivabile in (0,0) per a < 1/2 e Vf(0,0) = ( 8 )

Derivabilita - Studiamo la differenziabilita per o < 1/2:

fla,y) — £(0,0) — <Vf(070>’< ; >> _

(22 + y2)1/2

zt + y26”” coo.pol. p2 (p2 cos? 0 + sin? Qer cos 9)
x2 4 y2)atl/2 potl

 (
— p1—2a(p2 COS4 0 + Sil’l2 eepCOSG)




che tende a 0 uniformemente in 6 se e solo se & < 1/2. Quindi in conclusione f & differenziabile
in (0,0) se e solo se a < 0.

b) Abbiamo osservato che per (x,y) # (0,0) la funzione ¢ differenziabile quindi Dzf(1,0) =
(Vf(1,0),7). Ora per a =0 si ha

3 2,
i = (Ml ) = viao=( ;)

da cui
Dﬁf(la 0) = 4u



8) Data la forma differenziale

1 2 2xy? — 1
w::ﬂdHLdy

a) Studiare la chiusura e lesattezza di w. Nel caso in cui la forma risulti esatta calcolarne
una primitiva.
b) Calcolare Uintegrale f,yw dove 7y la spezzata (1,—1) — (2,-1) — (2,-2).

Svolgimento. Il dominio di w
Dy ={(x,y) eR?* [t # 00y # 0}

e formato da quttro componenti connesse, la parte interna dei quattro quadranti, ognuna delle
quali e semplicemente connessa. Quindi il dominio, seppur non connesso, ¢ un indieme semplice-
mente connesso. La forma differenziale ¢ chiusa

2zy? — 1 1 2
agEaQ:awL:@:ayﬂ:ayal,
Y x

quindi, essendo il dominio semplicemente connesso, ¢ anche esatta. Calcoliamo una primitiva f:

1 2
o dr + h(y) =In|z| + zy® + h(y)

1+ zy?
T

Do f (2, ) = ar(z,y) = = flay) = /

Per determinare h imponiamo la seconda equazione su f

20y — 1 1 1
22y + 0yh(y) = 0y f(x,y) = az(x,y) = yT =2y — " = 0,h(y) = %

ossia 1
h(y) = —/f + cost = —1In|y| + cost
Y

Scegliendo, per semplicita, cost = 0 otteniamo la primitiva

Fey) =12 4 o2

]

b) Si ossevi che il sostegno della curva « si trova nella quarto quadrante (z > 0,y < 0).
L’integrale ¢ dato da

/w:f(Q,—z)—f(1,—1)=8—1=7



4) Calcolare lintegrale
222 + 32

/D $2+y2

dove D :={(z,y) eR? |1 <2?+y?, 0<y<z,0<z<1}

dxdy

. ' v .. /i . . . .
Svolgimento. Per descrivere l'insieme e la funzione integranda conviene passare in coordinate
polari. Per quanto riguarda l’insieme D ponendo x = pcosf e y = psinf si ha

1§p2 , 0<cosf <sinf , pcosf <1.

La seconda condizione implica che 6 € [0, 7/4] mentre la terza e la prima condizione implicano
1< p<1/cosf. Quindi

J,

222 4 o2

/4 1/ cos6 )
————dxdy = do d cos“ 0 +1
22 12 ray /o /1 o ( )

1 7T/4 COS
= 7/ do (p2 00529—1—,02)1/ ¢
0

2
1 7\'/4 9
=- do(1 — 0 -1
2/0 (1—cos™6+ cos2 6 )
L de 20
B 5/0 (—cos"0+ 00529)
w/4
= 1tan Q{ﬁM - 1/ d971 + cos(2)
2 o 2/, 2
1 1w . sin(20) x/4
2 2\38 4 10
1 i(r 1\ _6-x
2 2\8 4) 16




5) Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale
T+3F—4dr=t,
e risolvere il problema di Cauchy con dati iniziali (0) =0, £(0) = —3/16, Z(0) = —1/8.

Svolgimento. Sitratta di un’equazione differenziale lineare e del terzo ordine. Risolviamo I’omogenea:
le radici del polinomio caratteristico sono

PO =X 4302 -4 =X\ +3)1-4) =0, A=0,1,-4.

quindi

Tom(t) = A+ Be' + Ce™
| |

Consideriamo il termine noto f(¢) = t. Osservando che 0 & radice del polinomio caratteristico
dell’omogenea cerchiamo una soluzione della forma y(t) = t(K + Ht). Sostituendo nell’equazione
si ha :

Y43 —4y=t < 6H—4(K+2Ht)=6H —4K —8Ht =t

Quindi H = —1/8 e K = —3/16. Quindi lasoluzione particolare sara y(t) = —75(3 + 2t) e la
soluzione generale

t
TGen(t) = A+ Bet + Ce ™ — 1—6(3 +2t)

Imponiamo il problema di Cauchy
Zgen(0) =0=A+B+C, gen(0) = =3/16 = B—4C —3/16 , &gen(0) = —1/8 = B+16C—1/4

da cui C' =1/160, B=1/40, A = —5/160 e

t
xCauchy(t) -5+ 4€t + 16_4t) — E(S + 2t)

1
= To0"




Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 15 Febbraio 2018

1) Sia data la funzione
flay)=a* —ay’ +y* -9

a) Determinare classificare gli estremi liberi della funzione.

b) Calcolare, motivandone l’esistenza, massimi e minimi assoluti della funzione nella regione
Z={(z,y) eR? |2’ <y, y<1}.

Svolgimento. a) La funzione f, essendo un polinomio, & di classe C°°(R?). Calcoliamo gli estremi
liberi imponendo ’annullamento del gradiente:

423 —y? 423 —y? 0
Vi(x,y) = ( —2zy+2y ) \ 2y(—z+1) /) \ 0 )~
Dalla seconda equazione si ha y = 0 e x = 1. Sostituendo y = 0 nella prima otteniamo x = 0.
Mentre sostituendo z = 1 nella prima otteniamo y = £2. Quindi abbiamo tre punti critici:

(0,0) , (1,%2).

Calcoliamo la matrice Hessiana

1222 —2y
Hy(zy) = ( 2y —2u+2 )

Quindi

Hp(1,£2) = ( i j%‘l ) det(H(1,£2) = —16

da cui segue che (1,42) sono punti di sella. Mentre

H(0,0) = ( 8 g )

¢ semi-definita positiva. Per vedere se si tratta di una punto di minimo o di sella si osservi che
flx,y) = £(0,0) =z —z? +P =2 + 21 —2) >0 — y*(1—2)> —a!

e questo & banalmente verose 1 —z >0 <= 1z < 1. Ossia f(x,y) — f(0,0) > 0 nel semipiano
x < 1 che contiene l'origine. Quindi (0,0) & un minimo relativo.

b) 11 vincolo & un insieme chiuso e limitato. Per il teorema Weierstrass la funzione a max e
min assoluto in Z. Nella parte interna di Z abbiamo gia studiato la funzione e visto che non
ci sono estremi liberi ((0,0) cade sulla frontiera di Z). Studiamo la funzione sulla frontiera. La
frontiera 0Z di Z ¢ formata dall’unione di due curve 9Z = ~; U~ dove

n={y=2", “1<e<l}, p={y=1, -1<e<1}
e dai punti non regolari (—1,1) e (1,1) in cui si intersecano le due curve. Ora
fim=flza?)=a* -2 +2*—9=22"—2°4+9, 2 c[-1,1]
la cui derivata

fl(z,2?) = bz + 82° = 23(~=5x +8) >0 = 2 (0,8/5)



Osservando che 8/5 > 1, si ha che f(x,2%) ha un minimo relativo in x = 0 corrispondente al
punto (0,0). Mentre
flye=fle)=2"-2-8, ze[-1,1]

si osservi che
flz,1) =42 —1>0 < x> 1/4'/3

Quindi il punto (z,y) = (1/4'/3,1) ¢ un minimo relativo della funzione ristretta a vo. Infine
confrontando i punti trovati sulla parte regolare della frontiera con i valori che assume la funzione
sui punti in cui il vincolo & non regolare (—1,1) e (1,1) si ha

FEL) =6, fO1)=-8 , fO.0=-9, fO/8P 1) =D -8

ossia (0,0) & il minimo assoluto e (—1,1) & il massimo assoluto.



2) Data la forma differenziale

2y —2x
w = ot a2 dm+<y2+x2

+x> dy

calcolare U'integrale di w lungo Uellisse v di equazione (z + 1)? + 2y = 4 percorsa una volta in
senso antiorario.

Svolgimento. La forma differenziale & definita nell‘insieme D := R?\ {(0,0)}. La forma si de-
compone
W= —2wgng +w

dove wqng € la funzione angolo weng = y2_+ym2 dx + y?f-ﬁ dy e w' = zdy. Dato che Dellisse v

contiene 1’origine ed e percosa in senso antiorario si ha

/wang =27
¥

Per quanto riguarda il secondo integrale, si osservi che w’ non ¢ chiusa quindi va integrata
direttamente sulla curva. Parametrizzando lellisse in coordinate ellittiche x + 1 = pcosf, y =
%psin@ siha: p=2e

1+ 2cosf —2sin6

7(9)=< V2 sin @ ) - 1) = ( \/50059)

Quindi
27 27
/w’:/xdy:/ d9(1+2cos€)\/§cos9=2\/§/ df cos? § = 2/2n
¥ gl 0 0

In conclusione

/w:—Q/wmg+/w’=—4w+2\@w=2w(\f—2)
Y Y Y



8) Calcolare il sequente integrale improprio

evy™"
dxd
/&y+x+U@+x—D Y
dove A:={(z,y) eR? |z <y<z+2,4—x<y}

Svolgimento. Si tratta di un integrale improprio in quando il dominio di integrazione non e lim-
itato. La funzione nel dominio di integrazione ¢ ben definita e continua. Per calcolare I'integrale
si consideri la succesione

Ay ={(z,y) eR? |z <y<z+2,4—-2<y<n-—z}

con n >4 e si osservi che
oo
UJAn=4, 4, cAny >4
n=4

e che ogni A, & misurabile (la frontiera & una curva regolare a tratti) e di misura finita. Inoltre
la funzione all’interno del dominio di integrazione ¢ maggiore o uguale a 0. Ora per calcolare
Iintegrale

e dd
,An@+x+D@+$D rey

eseguiamo il cambio di variabili
ui=y—x,w:=y+z,0<u<2, 4<w<n.

da cui invertendo si ottiene

L utw L w—u _( -1/2 1/2 _
y=—5 = — 7J(u,w)( 1/2 1/2) = detJ(u,w) =—-1/2.
Quindi
ey—% 2 n 1 R
dxdy = d dw = ——  dud
‘Agy+x+n@+xn e A “A Y9 w+ Dw—1) M
2 _ n 2 n .
= ¢ 1/ dw;dudv:e 1/ dw =t +71 dudv
2 (w+1)(w—1) 4 Ju w+1 w-—1
e? -1 w—1[" e2-1 n—1 3
= In = In —In( =
4 w+ 1}, 4 n+1 5
quindi

ey—* . ey—* e2 -1 5
dxdy = lim dxdy = In( =
Aaltz+Dy+z-1) notoe Ju, (y+o+1)(y+z—1) 4 3

O



4) Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (x2y?,22,0) attraverso la superficie S definita
dalle equazioni S = {(z,y,2) € R3 | 22 +y?> =1, 0 < 2z < 2y + 3} orientata in modo tale che
nel punto (0,1,0) il vettore normale abbia seconda componente positiva.

Svolgimento. La superficie & invariante per lo scambio z — —x mentre la divergenza del campo
div(F) = 2zy? & una funzione dispari nella variabile . Quindi conviene applicare il teorema
della divergenza per calcolare il flusso attraverso S. Chiudiamo la superficie S con i dischi

Dy = {(z,y,2) €ER? | 2 =2y +3, ® +¢> < 1}

Do :={(z,y,2) eR* | 22 +4* <1, 2 =0}

In forma parametrica si ha

t t
Di(t,s) = s , P 4+s2<1 ; Do(t,s)=| s , P4t <
25 +3 0

i vettori tangenti sono 9;D1 = (1,0,0) e ;D1 = (0,1,2) e 8;Dy = (1,0,0) e 9sDy = (0,1,0).
Mentre

i ok 0 i j ok 0
5‘tD1 A ﬁle = 1 0 0 = -2 3 ath AN 85D2 = 1 0 0 = 0
0 1 2 1 01 0 1

Per applicare il teorema della divergenza orientiamo la superficie chiusa S = S U D; U D, con
versore normale uscente. Quindi ’orientamento su D ¢ esattamente quello ottenuto dal prodotto
vettoriale mentre quello su Dy € opposto a quello ottenuto dal prodotto vettoriale

0 0
N (t,s) = 8Dy NOsDy = | —2 ; Np (t,s)=8DysNODy=—| 0
1 1

Quindi per il teorema della divergenza

o= [t [(FNg)+ [ (FNg)+ [ (RN
[Py == [, (FNg)- [ (R

dove intS = {(z,y,2) € R® | 0 < 2 < 2y+3, 22 +y> < 1}. Ora si osservi che fD2 <ﬁ, 1\71'52> =0
mentre

27 1 27
o 1 1 20
/ <F,Ng> - / (—2)¢ dtds = —2/ / dfdpp? cos? 6 = —7/ 1S3 g T
D 12452<1 o Jo 2 Jo 2 2

dove si ¢ eseguito il cambio di variabili in coordinate polari ¢ = pcosf), s = psinf. Infine
Porientamento richiesto dal problema su S & uguale a quello uscente dalla superficie S. Quindi

in conclusione
[(m sy == [ (ras)- [ (FAs)-3
S D1 Dy 2

quindi



5) Dato il sistema di equazioni differenziale

LS . 5 —1
=A% A—<4 1)

Trovare la soluzione generale del sistema e del problema di Cauchy con dato iniziale Z(0) = (1,0).

Svolgimento. Autovalori della matrice che definisce il sistema
O0=det(A=XN)=0B-N)1-N)+4=X-6)1+9=(1-3)? <= A=3.
Quindi A = 3 & autovalore di A con molteplicita due. Gli autovettori sono dati dalla relazione
0 L (2 -1 a\ [ 2a-b
(0)=u-wm=(3 %) (5)-(5=0)
da cui si vede che 'autospazio ¢ di dimensione 1 e possiamo scegliere come autovettore
L (1
v = 9 .
Quindi la molteplicita geometrica & 1. Cerchiamo un autovettore generalizzato imponendo
L 2 -1 a\ (1 20-b\ (1
aemen = (5 3)(0)-(2) = (420)-(2)

da cui segue

st w5 )= (4 ) D) (5 ) e

dato che ¢ & nel nucleo di (A — 3) possiamo scegliere come autovettore generalizzato

e ().

La generica soluzione Zgc,, (t) dell’equazione si ottiene dalla matrice esponenziale imponendo
Taen(t) = 3 A ab) + biy) = 3 (atly + by + bt(A — 3)i) = € (aty + by + bt7) .

Risolviamo infine il problema di Cauchy:

0= (3)-+(1) () (s20) = om0

fCauchy (t) =e¥ (171 + 205 + 2t171)

Quindi



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 21 Giugno 2018

1) Data la funzione
flay) =(@-y>+y")" .,  a>0.

a) Determinare al variare del parametro oo > 0 il dominio di definizione di f.

b) Studiare al variare di a > 0 la continuita, la derivabilita e la differenziabilita di f nel
dominio di definizione.

¢) Calcolare per o = 1/2 l'equazione del piano tangente al grafico di f nel punto (1,0).

Svolgimento. a) Il dominio di definizione della funzione & R? per ogni « > 0.
b) La funzione & continua in tutto il suo dominio, R?, per ogni a > 0 in quanto composizione di
funzioni continue (elevamento a potenza di ordine o composta con un polinomio). Per quanto
riguarda la regolarita osserviamo che in generale la funzione g(x) = ¢ & derivabile per x > 0 se
a > 1, mentre per 0 < a < 1 non & derivabile in 0. Quindi:

Per la funzione f(z,y) risulta C°°(R?) in quanto composizione di funzioni C°°.

Analogamente per la funzione f(z,y) risulta C°°(R? \ {0,0}). 1l gradiente della

funzione in questi due casi ¢
_ 2 4ol 2(z —y)

Rimane da studiare la derivability e la differenziabilita della funzione in (0, 0) per 0 < o < 1.

0 < a < 1| Per quanto riguarda la derivabilia si osservi che

: f(z,0) = f(0,0) .. x> |z 0 a>1/2
lim ——————= =lim — = lim =
(,0)—(0,0) x =0 T =0 T A 0<a<l/2
e analogamente
0 _ 0.0 2 4 4\ 2c
(0,9)—(0,0) Y y—0 Y y—0 Yy A 0<a<l/2

Quindi la funzione risulta derivabile in (0,0) per 1/2 < o < 1 con gradiente pari a Vf(0,0) =

( 8 ) Per quanto riguarda la differenziabilita per 1/2 < a < 1 passando in coordinate polari

si ha
10 (T05) (gt 10
1] B [12]]
coo._pol. P2a ((COS@ — sin 0)2 + ,02 Sin4 9)a

p
= p?ot ((cos@— sin 0)? —I—pzsin49)a -0 < 2a—-1>0.

Quindi la funzione risulta differenziabile in (0,0) se, e solo se, 1/2 < a.



¢) Per a =1/2si ha Vf(1,0) = ( _11 ) quindi I'eqazione del piano tangente

z:f(1,0)+<Vf(1,0),( x;I )>=1+(m—1)—y:x—y.



2) Data la forma differenziale

x —-1/2
W= —S———5=dr + @I )

CEE “

a) Studiare la chiusura e esattezza di w. Nel caso in cui la forma risulti esatta calcolarne
una primitiva.
b) Calcolare l'integrale fvw dove v ¢é la curva definita dall’equazione y = €* + 1 per x € [0, 1]

Svolgimento. Il dominio di w e formato da due componenti connesse
Dw = {(l‘,y) € RQ |$2—y 7& 0} = D+UD— ; D+ = {(l‘,y) € RQ |$2 > y}7 D_ = {(1‘72/) € RQ |J}2 < y}

onguna della quali (D4 e D_) & semplicemente connessa. Quindi il dominio, seppur non connesso,
¢ un indieme semplicemente connesso. La forma differenziale & chiusa

~1/2 2 x
8@0/2 - 8;1: (1_2 — y)2/3 - 3 (:[,'2 — y)5/3 = a’lj (‘rz _ y)2/3 = aya/l 3

quiandi, essendo il dominio semplicemente connesso, & anche esatta. Calcoliamo una primitiva
x

R

Per determinare h imponiamo la seconda equazione su f

Orf(z,y) = ar(z,y) = = f(z,y) = /(:p2—$y)2/‘3dx + h(y) = g(aﬂ —y)1/3+h(y)

Sm g T k) =01 e) = ax(ey) = frac—1/20 —y)* = 0,hly) =0

ossia h(y) = cost. Scegliendo, per semplicita, h = 0 otteniamo la primitiva

flay) = 5 )

b) Si ossevi che il sostegno della curva + si trova nell'insieme D_. L’integra ¢ dato da

/w = f(y(1)) = f(4(0)) = f((1,1+€)) — f(0,2)) = g(_el/S 4 21/3)



8) Calcolare I'ntegrale
/ (@ (1 +y"?) +y°) dedydz
%

dove V i={(x,y,2) e R® | 2% + 4y < 2 < 1}

Svolgimento. L’insieme di integrazione ¢ simmetrico rispetto allo scambio x — —x e y — —y.
La funzione integranda f e formata dalla somma di tre termini

f@,y,2) = 2 + 2%y'/3 442

e si osservi che il termine 22y'/? da un contributo nullo in quanto & dispari rispetto all y. Quindi

/ flx,y, z) dedydz = / (2% + %) dxdydz

v \%

L’insieme di integrazione si puo parametrizzare per ”strati” nel modo seguente
0<z<1, O§x2+4y2§z

Quindi

1
/ f(z,y,2) d:CddeZ/ dz/ {2? +y?) dxdy
\% 0 {0<z2+49y2<z}

Per calcolare il primi integrale passimo in coordinate ellittiche:
z=pcosl, y=(1/2)psind = p<+z , 0€l0,2n]

la matrice Jacobiana della trasformazione risulta

_ cos 6 (1/2)sin 6 P
J(p7 9) - ( —psin¢9 (1/2)[)(3089 ) ) |d€tJ(p79)| - 5 .

Quindi

1
/f(x,y,z) dxdydz:/ dz/ (22 + y?) dady
14 {0<z2+4y2<z}

2
/dz/ dH/ dp pcos9+ps1n9)

= d9(cos 0+ sin” 9 / dz/ dp—

0

22 5 23
= 4 d—
(7T+7T/)/O # 3 424|
o
96



4) Caleolare il flusso del campo vettoriale F = (z,y,0) attraverso la superficie S = {(z,y,z) €
R? | 2+ y; + % =1,0< z} orientata in modo che la terza componente del vettore normale sia

negativa. Calcolare, inoltre, il volume dell’insieme V = {(x, y,2) € R? | mz—i—%ﬁ-% <1,0< z}

Svolgimento. Si osservi che la divergenza di F & costante ed uguale divF = 2. Quindi, dal
momento che la divergenza del campo fornisce un contributo non nullo, per calcolare il flusso
potremmo applicare direttamente la definizione di flusso e calcolare l'integrale. Tuttavia se
vogliamo comunque applicare il teorema della divergenza chiudiamo prima la superficie con il
disco

D:={(z,y,2) ER® | 2? +4?/4 =1, 2 =0}

e orientiamo la superficie chiusa ¥ = S U D verso l'esterno. Allora si osservi il volume interno
alla superficie ¥ & esattamente il volume V' del punto b) e che

%mvyiﬁqwﬁzé<ﬁﬁﬁ>+£;@mwﬁ>:L<ﬁﬁﬁ>

- ~
dove Ng+, Np+ sono i vettori normali a S e D, rispettivamente, orientati verso ’esterno di X, e

dove si e osservato che <ﬁ , N D+> = 0 in quanto la terza componente di F & nulla. Quindi per

risolvere i punti a) e b) possiamo o calcolare il volume di V' o calcolare il flusso fi F' attraverso
S. Procediamo calcolando il volume di V' usanto coordinate ellissoidali:

x psinycosf sin ¢ cos 6 2sin psin 0 3cos
y | = 2psinesind , J(p,p,0) = pcospcosf 2pcospsing —3psing
z 3pcos —psinpsinf  2psinycosd 0

dove
0<p<1l,pel0,n/2] , 0€]0,2n]

ottenute sostituento le coordiante ellissoidali nelle relazioni che definiscono V. Si noti in parti-
colare che detJ(p, ¢,0) = 6p? sin . Quindi

21 /2 1
vol(V) = /dedydz = 6/0 dﬁ/o dapsincp/o dpp? = 127 - (—cosgp’gm) . (,03/3’(1)) =47 .

Quindi
vol(V) = 4r

mentre [ <ﬁ7 ]\75+> = 2vol(V) = 8n. Tuttavia 'orientamento di S richiesto nel punto a)

indicato con Ng» & opposto a ST. In conclusione si ha

/<Rﬁy>=—/<ﬁﬁy>—%.
S S




5) Data lequazione differenziale
& — 5d + 62 = e + sin(t)

Trovare la soluzione generale dell’equazione e risolvere il problema di Cauchy con dato iniziale
z(0) = z(0) = 0.

Svolgimento. Si tratta di un’equazione differenziale lineare e del secondo ordine. Risolviamo
I’omogenea: le radici del polinomio caratteristico sono

P(A) =M =5A+6=0, Ay =3, A\ =2

quindi

Tom(t) = A3 + Be?!
| |

Il termine noto f(¢) & combinazione lineare di due funzioni f;(t) = e e f2(t) = sin(¢). Troviamo
due soluzioni particolari y; corrispondente al termine noto f;, per i = 1,2, e per linearita la
funzione y(t) = y1(t) + y2(¢) sara una soluzione particolare corrispondente a termine noto f(t).

Cominciamo trovando una soluzione particolare corrispondente al termine noto fi(t) = e*.
Osservando che 2 ¢ radice del polinomio caratteristico dell’omogenea cerchiamo una soluzione
della forma y; (t) = Kte?'. Sostituendo nell’equazione si ha :

Ui —5y1 + 6yt = €2 = K(2¥ + 2 +4te® — 5(e?' +2te?!) + 6te?) = K (4e?' — 5e?t) = !
Quindi K = —1 e y;(t) = —te?.

Per il termine noto f2?(t) = sin(¢) cerchiamo una soluzione particolare della forma y(t) =
C'sin(t) + D cos(t), che sostituita nell’equazione

—C'sin(t) — D cos(t) — 5(C cos(t) — Dsin(t)) + 6(C sin(t) + D cos(t)) = sin(t)

da cui
sin(t) (5D+5C)+cos(t)(=5C+5D) = sin(t) <= D—-C =0, D+C =1/5, < D =C=1/10
Quindi ya(t) = 7 (sin(t) + cos(t)). Quindi una soluzione particolare &

§(0) = (1) + o) =~ + o (sin(0) + cos(t)

e la soluzione generale dell’equazione ¢

1
TGen(t) = Ae3' + Be?' — te?t + E(sin(t) + cos(t))

Imponimo sa luzione del problema di Cauchy:
1 9
xGen(O>:0:A+B+E , fiL‘Gen(O):OZ?)A—I—QB—TO

da cui B=-12/10 e A =11/10. Quindi la soluzione del problema di Cacuchy

11 12 1
-TCauchy(t) = Ee?)t — Ee% — t€2t + E(Sin(t) + COS(t)) .




