Analisi IT - Ingegneria Gestionale
Soluzioni scritto del 19 Gennaio 2022

e Calcolare il sequente integrale improprio

dedy 0<a<1

1
/D(ﬂfﬂ/)“+1
dove D :={(z,y) eR? | 0<y<—a+8 ,2<y<2z}conB>1

Svolgimento. Si tratta di un integrale improprio in quanto il denominatore della funzione inte-
granda si annulla per in z = 0,y = 0. Consideriamo l'insieme

D.={(z,y) eR?| —z+e<y<-az+8,z<y<2}

La funzione ristretta a D, € continua e limitata quindi integrabile. Cambiamo variabili

u uv

u=y+z , v=y/lr <= x=
da culi si ricava
D.={(u,v) eR? |e<u<1l,1<0v<2}
La matrice Jacobiana ¢

1 _ u
Juo)= [ v 0T det(J(u,v)) = —
14+v (14v)2

(14v)?

Quindi

1 p 2 1 u p 2 1
—  dxdy= | d dv—— —— = [ d dy———
/DE (x_’_y)a—i-l ray 1 U/l vua+1 (1+’U)2 -/E U/l 'Uua (1+U)2

/3' (_ 1 )2 (517a7€17a) e ﬂ
1+v)/,

ulfa

:1—as
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e Sia data la funzione
flz,y) =2+ 42® + 9* — 4oy + 2 + 2*

a) Studiare gli estremi liberi della funzione.

b) Determinare i punti di massimo e minimo relativo della funzione nella regione
E={(z,y) |z =>1}

Svolgimento. a) La funzione ¢ di classe C*°. Troviamo i punti critici imponendo I’annullamento

del gradiente
(8 —4y+32z*+42®\ [0
Vf(:&y)—( 2y74{13 )_(0>

La seconda equazione ha soluzioni y = 2x che sostituita nella prima
302 +42° =0 , =0, v =—3/4

I punti critici sono

(0,0) , (~3/4,-3/2)]

La matrice Hessiana )
8+ 6x + 12z —4
Hf ($7y) = ( —4 2 )

Quindi

H(0,0) = ( _84 _24> = det (H(0,0)) =0,

ossia & semidefinita positiva in quanto la traccia € positiva. Mentre

H(—3/4,-3/2) = < 4214 . ) = det (H(0,0)) >0, H(0,0)11 =41/4> 0

ossia ¢ definita positiva, quindi (—3/4,—3/2) ¢ un minimo relativo. Per capire la natura del
punto critico (0, 0) studiamo il segno di

f(z,y) — £(0,0) =42 +9? —day + 23 + 2t = (22 — y)? + 23 + 27,

ponendo y = 2z
f(z,22) = £(0,0) = 2° + 2" = 2°(1 + )

che cambia segno nell’intorno di = 0, quindi (0,0) ¢ un punto di sella.

Il vincolo & chiuso ma non limitato. Nella parte interna x > 1 la funzione f non presenta
estremi liberi. Rimane da studiare il comportamento di f sul vincolo x = 1:

fLy)=y"—4y+8 , f(Lyy=2y—4=0 < y=2

quindi (1,2) ¢ un minimo di f lungo la curva (1,y). Il gradiente di f nel punto (1,2) &

VﬂLm(g)

diretto nel putno (1, 2) nella parte interna del vincolo z > 1. Quindi (1,2) & un minimo relativo
di f | E. O



e Data la funzione
fay)=(+z—ayz, a0

a) Studiare la continuita, la derivabilita e la differenziabilita della funzione su R2.

b) Calcolare le derivate direzionali e la normale al piano tangente al grafico della funzione in

0,1).

Svolgimento. la funzione & definita su tutto R? e per i teoremi delle funzioni continue & continua
nel suo dominio. Per quanto riguarda la regolarita la presenza della radice indica che possono
esserci dei problemi nei punti in cui si annulla il suo argomento ossia sulla retta x = ay — 1. Per

1/3

O f(z,y) = (1—|—a:—ozy)_2/3—|—(1—|—x—ozy)

wl g

mentre
—ax

ayf($7y) = 3

Che sono funzioni continue su R?\ {z = ay—1} quindi f & differenziabile nella regione x # ay—1.

Per , cominciamo studiando la derivabilita. Fissato il generico punto sulla retta

(ayo — 1,xp) con xg € R, calcoliamo

1+z- ozy)72/3

fa,yo) = floyo—Lyo) _ . (r—ago+ 1) a

lim _
rz—ayo—1 T — (ayo — 1) T—ayo—1 xr — (ayo _ 1)
. x
B x—grﬁq (z — (oo — 1))2/3 1=0 < ay—1=0
mentre

f Fomo = 1y) = flayo —Lzo+ 1) - (—aly —50))" (ago — 1)
Y=o Y — Yo ymryo Yy~ Y
—a!3(ayo — 1)

v (g o)

=d=0 <<= ay—1=0
Quindi nella retta g = ayo — 1 la funzione & derivabile solo nel punto (0,1/«) dove

V1(0,1/a) = ( X ) .

Per quanto riguarda la differenziabilita nel punto (0,1/«), per (z,y) — (0,1/«) si ha

|f(2,y) = £0,1/a) = (V£(0,1/a), (,y = 1/a))| _ |1+ —ay[/*a]
(I2+(y7 1/&)2)1/2 (1'2+(y*1/04)2)1/2
coo.pot. [p 086 — psin 0! plcosb] _ iya g1y,
p <

Quindi f ¢ differenziabile in (0,1/«). Infine dato che la funzione & differenziabile in (0,1) per il
calcolo delle derivate direzionali usiamo la relazione

Dgf(ov 1) = <Vf<07 1)72) = (1 - a)l/SUI



Per quanto riguarda la normale al piano tangente al grafico di f, la superficie cartesiana associata
al grafico di f & (z,y, f(x,y)) ed il vettore normale al piano tangente & dato da

—0s f(z,y) —(1—a)l/3
n(r,y) = | —0yf(x,y) = n(0,1) = 0
1 1



e Data la forma differenziale
Y x
d
1+ aey)?P " (Tt awy)?P?

dy , a>0

b) stabilire se la forma differenziale é chiusa e se é esatta. Se esatta calcolarne una primitiva.
¢) Data la forma differenziale wqa = y; dx calcolare lintegrale di w + wy lungo il segmento
(0,0) —» (—1,1)
Svolgimento. a) Il dominio della forma differenziale ¢ formato da 3 componenti connesse
D=D,UDyUD_
dove
Dy={y>1/az,2>0} , D_={y<l/ax, <0} , Dy=R*\DyUD_

Tutti e tre gli insiemi sono convessi. Ad esempio D & convesso in quanto la funzione 1/ax &
convessa per x > 0. Analogamente D_ & convesso in quanto la funzione 1/ax & concava per
x < 0. Mentre l'insieme Dy ¢ stellato rispetto all’origine. Quindi la forma differenziale che &
chiusa e anche esatta. La primitiva

Y Y 3
S = s = = W0+ [ =M+ (1 o
quindi
x T 3
= 0,h = - 2(1 1/3
Oyf = Oyh+ (=1 +azy)?/3  (=1+ axy)?/3 U a( +azy)

che & una primitiva di w. Si osservi che f & definita su tutto R? ma non & derivabile sulle curve
1+ axy=0.

b) Si osservi che la forma wy non & chiusa. Se scriviamo w; = ajdx + asdy con a3 = % e
as = 0 si ha che
Oya1 =y # 0= 0za2
Quindi
/ (-t wn) = F(-1.1) = 0.0+ | o
(0,0)—(-1,1)

(0,0)—(—1,1)
3 3
:——(1+a)1/3+—+/ wlz/ w1
« « (0,0)—(—1,1) (0,0)—(—1,1)

Per calcolare 'ultimo integrale si osservi che la curva

s=e( ) e o= ()

& una parametrizzazione del segmento (0,0) — (—1,1). Allora

! ' s 1
[o= [ @@ +a0wpmn =~ [ Fa= -Gl =
Quindi
/ (w+wl):—§(1+04)1/3+§—1
(1,-1)=(-1,1) o a 6



