Analisi Matematica II
Integrali curvilinei (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Si ha, successivamente,

Y (1) = (3%, 2t),
7/ (0)]]” = 9¢* + 42 = £2(9¢> + 4),
13 1

1 1 13
B ) _ 3 @ 1 _ L s _
K(’y)—/o 1@l dt—/o or a2 oo | \/de—27[x L = =(13V13-8),

dove in (a) si & usata la sostituzione 9t + 4 = x = 18tdt = dx.
(2) Si ha, successivamente,
1 1
= (- 1),
7 (t) '

2 1 1 1
O =12 te=ea_a

1 Uoodt @ [ de o) [T y+1 2
e_/ ‘(t dt—/—/ : _/ d
(7) 1/2H’Y( )H 1/2t /1_t2 /6 sinz te(m/12) 2y y2+1 Y
1

{1 } log tg —

= le) = _lo -

Y tam12) 812

dove si & usato, in (a) la sostituzione ¢t = sinz = dt = cosz dz, in (b) la sostituzione z = 2arctg y,
per cui sinx = #122, de — 12+d;/2.

(3) Si ha, successivamente,

’Yl(t) = (etv 262t)7
WO = + 40k = 21 1 1),

! 1 2e
)= [ vl a- [ evivima®l [* el |
0 0 9 )

2e++v4e2+1 y2 41 y2 41

2 Jorvs 2y 2y°

1 /2e+\/m ( 2 1 J 1 y2 01 1 2e/AeZT1

8 24++/5 Yy y3 2y2 245

1 1. 2e++V4e2+1

= —(eV4e2 +1—-V5)+ -log=¥—————

Q(em \[)+40g 2+v5
dove si & usato, in (a) la sostituzione 2¢* = x = 2¢'dt = dx, in (b) la sostituzione Va2 + 1 = y—=,
per cuiac:%;l7 $2+1:%,dx: y;ytl dy.



(4) Si ha, successivamente,

v (t) = (6t + 10,8t + 5),
|7/ (8)||* = (6t + 10)® + (8t + 5)% = 25(4t% + 8t + 5),

' ! @5 (3 ®) 5
ﬁ(v):/ @) || dt:5/ 4t2+8t+5dt:4/ szrldgc:Z
-1 1 0

/8+\/@y2+1y2+1
1 2y 2y°

5)
= 5V65 + 3 log(8 + V/65),

5 [8+V65 1 p 5 ry? ol 1 18+v65
~ 16, <y+§+y7) v= 16[ + gy_@}l
dove si & usato, in (a) la sostituzione 4(t + 1) = z, in (b) la sostituzione V2?2 +1 = y — z, per cui
v=Y0 Ve +1_y2;1,d = Ll dy.

(5) Si ha, successivamente,

v = (120

N 2 1 (t+1)?
WO =1+%+5 = 5+,

2 t+1 2 1 2
:/1 B4l dt:/ ——dt= /1(1—|—t)dt:[t—&—logt}l:l—l—logz

(6) Si ha, successivamente,
/ L. 24 i 02
v (t) = ( —3 sin(2t), —3 cos” t sint, 3sin” t cos t),

1 5
H’Y H ESID (2t)+9008 tsin®t + 9sin tcos® t = fsm (2t)

/ 19/ (2)]| dt = \/>/ | sin(2t)| dt = f/ sin(2¢) d

(7) Si ha, successivamente,

7' (t) = (—4sint + 4sin4t, 4 cost — 4 cos 4t),

\/T) [cos(2t)} 2/2 =V10.

3
H'Y/(t)H2 = (—4sint + 4sin4t)? + (4dcost — 4cos4t)? = 32(1 — cos 3t) = 64 sin’ (§t),

27 27 2m/3
() = / H'y/(t)H dt = 16/ ‘sm ‘dt = 24/ sm
0 0

= 16|:—COS:L‘:|;T = 32,

dove in (a) si & usata la sostituzione 3t = 2 = 2 dt = dx.

(8) Si ha, successivamente,

v/ (t) = (sinhtcost — coshtsint,sinh¢sint — coshtcost, 1),

dt @ 16/ sinx dx
0

|~/ (¢ H (sinhtcost — coshtsint)? 4 (sinhtsint — coshtcost)? + 1 = 2(cosht)?,

:/0 Hv’(t)” dt:\@/o Coshtdt:ﬁ[sinht};:\/§sinh1:

e2 -1
eﬂ'




(9) Si ha

1 8 512 — 564/7
/ V149(3+ 2z) d:n /\[ dy 27[y} o7 ,

2V7

dove in (a) si & usata la sostituzione y/18x 4+ 28 = y, per cui = = 921;28, dr = %y dy.
(10) Si ha

/3 /3 a V3/3 2
:/ \/1+tg2md:c:/ du (:)/ 1ty 2
0 0 0

cosx 1—92 1492

L Gy e R e+ ),

dove in (a) si ¢ usata la sostituzione x = 2arctgy, per cui cosx =

(11) Si ha

2
1+2,dx_ 2+1dy.

3/2 3/2 2(13+2 y2
/ dﬁc_/ 5 dy
1 2—1 1 -2 2
®) ’_ ] Og\f _710g\f f+\/57
y+1l y—1 y+1lvse 4 °a4+1 4 U542

=
| =
—
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09
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dove si & usato in (a) la sostituzione ,/%Zﬁ =y, per cui x = —%, dr = —ﬁ dy, in (b) la
izione - ;= 1( L 4 1 1, 1
decomposizione 5757 = 4(y T+ oo )2 y+1 + G 7).

(12) Si ha

/,/1+ m_3f/ _wﬁ 3\f/4/ 5 y(y24_y1)2dy

_6f/ d—6\f/ 1+f d

Yy — V3 V3-—1 2-+3
= 6V3 |y + = log | —— =6+ 3V3log ~—— — 3v3log ——— = 6+ 3v3 log(2 + V3),
[y QOg‘erlH\/m Og\/§+1 Og2+\/§ og( )

; N SR 8—x _ . 6y°-8 4y
dove in (a) si ¢ usata la sostituzione |/ g=7 =y, per cui z = S dx = w17 dy.

(13) Si ha

2 4417 | 2 2 4-+V17
g (YT 412 11 1Y 2 1
z(fy):/ \/1+(2x)2dx(:)/ Y 4T dy:S/ y+—+—3)dy
1 2 2

+/5 2y 4y +v5 < y oy

= {y2+210g|y’ — }4+\/ﬁ_ 17 — ﬁ—l—}logL V17
gl2 2y2 1245 2 4 T 2445
dove in (a) si & usata la sostituzione 1 + 422 = y— 2z, per cui z = %, de = L5 H dy, V1 + 4x? =
y>+1
2y



Alternativamente, si ha

2 (@ 1 arsinh 4 arsinh 4 1r1 arsinh 4
:/ \/1+4a;2da::/ costhdy:/ (cosh2y+1)dy = —| = sinh2y +y|
1 2 arsinh 2 4 arsinh 2 412 arsinh 2
1 1 1 441
= — sinh arsinh 4 cosh arsinh 4 — — sinh arsinh 2 cosh arsinh 2 + — log At vir
4 4 4 2++5
7 4++1
2+ \/5
dove in (a) si & usata la sostituzione 2z = sinhy, dz = % coshy dy.

(14) Si ha

1 2 5 245 22
:/ \/mdx@/ﬂy—l)\/ﬁdy@/ \/Edz—z/ t1241
0 1 2

e 2z 222

:i[z?’/ﬂz—;/jf(,z-l-z-f—13)dz:2(5\f—2\f2)_{ +2log z — 22}%[

14+V2
2+V5 2+5
f—ff—2f+f log -5 = \f—f\f—l B

dove si & usato in (a) la sostituzione 1+ /z = y, per cui z = (y — 1)2, dz = 2(y — 1) dy, in (b) la
sostituzione z = y2 +1, per cui dz = 2y dy, nel primo integrale, e W = z—y, per cui y = z22;1’
dy = Z;ztl dz, /14y = ZQQJZFI, nel secondo integrale.

(15) Si ha

1 1 / 1
= / vV 9e8 + €6V 4y = \/10/ e dy = % {630}0 = \/;T)(e?’ —1).
0 0
(16) Si ha

1 1 1+v2 2 2
Efy):/\/4+4192d19:2/ \/1+192d19@2/ RN
0 0 1

2z 222

1

V2 g 1 1 1+v2
:2/1 (z+;+;)dz-§[2 +2logz — @} = V2 +log(1 + V2),

dove in (a) si e usata la sostituzione V1 + 92 = z — ¢, per cui ¢ = 22;1, dy = 2Z2 Ldz, V1+02 =
2241
2z

g

Svolgimento esercizio 2

(1) Poiché [ fds—fo

NIV ()| dt, calcoliamo f(y(t)) = sin(wt) + cos(2nt), e |V (t)|| = 7V/5.
Quindi

/Wfds 5 / sin(t) + cos(2mt)) dt = 7V/5 [—cos(mj) i Sin@“)]; 3

T 2



(2) Poiché f fds = [ f(y®) [V @)] dt, calcoliamo f(y(t)) = V1 —sin®t = [cost], e [7/(t)] =
Vsin?t + cos?t = 1. QUIHdl

™ /2 /2
/fds:/ |cost|dt:2/ costdt:2{sint] =2
v 0 0 0

(3) Poiché [ fds = fﬂ/2 (v@®)) |17/ ()| dt, calcoliamo f((t)) = (2cost)? - 2sint = 8cos®tsint, e
17 ()] = \/( 2sint)? + (2cost)? = 2. Quindi

s 0
16 0 16
/deZ/ 16 cos® tsint dt (@ 16/ dex:—[x?’} ==,
Y w/2 -1 3 -1 3

dove in (a) si & usata la sostituzione cost = x, per cui de = —sint dt.

(4) Poiché fv fds= Oﬂ/2 F(y@) 1Y (t)] dt, caleoliamo f(y(t)) = 1:§isnt2t, e |y (1) = Vsin?t + cos? t =

1. Quindi
w/2 t 1 d 1
/fds:/ COS_th@/ xQZ[arctgm} :arctgzzl,
~ o 1+sin“t o 1+ 0 4

dove in (a) si & usata la sostituzione sint = x, per cui dz = cost dt.
(5) Poiché f fds = fo N Y @) dt, calcoliamo f(vy(t)) = (2t)2 +3 = 93, e |[Y' ()| =
V22 + (312)2 = V4 + 9t Qulndl

1
/fds:/ o3 /a1ottdt @ L
¥ 0

13 1 13 1
— 2| p3/2 -
Vadr = 6[37 L 6(13v 8)

4

dove in (a) si & usata la sostituzione 4 + 9t* = x, per cui dx = 363 dt.
(6) Poiché fyfds = 027r F(y@) |17/ (t)]] dt, calcoliamo f(y(t)) = 4¢, e ||/ (¢)]| = 5. Quindi

27 2
/fds :/ 5.4t dt = [101&2} — 4072
v 0 0

(7) Poiché [ fds = fo NIV ()] dt, caleoliamo f(v(t)) =t, e || (t)|| = V/sin®t + cos? t + 4¢2 =
V1 4+ 4t2. Quindi

/fds—/ tv/1+ 482 dt 2 / fd:v—m[ 3/2}1 2(5\/5—1),

0

dove in (a) si & usata la sostituzione 1 + 4t> = z, per cui dr = 8t dt.
(8) Intanto le equazioni parametriche della curva y sono y(t) = (1—1)(1,2) +¢(3,6) = (1+2t,2+4t),
€ [0,1]. Poiché [ fds = [ FO @) |7/ (1)) dt, caleoliamo f(y(t)) = /(1 + 2t) + 2(2 + 4t) =
V5 +10L, e |y (1)]] = VA +16 = 2\f. Quindi

! (a) 3 10 3/2 3 10
fds=10 | VIF2tat™s [ Vede= 2 [a%2] = 2 (3v3-1),
¥ 0 1

dove in (a) si & usata la sostituzione 1+ 2t = z, per cui dz = 2dt.



(9) Intanto le equazioni parametriche della curva 7 sono (t) = (¢,logt), t € [1,2]. Poiché f7 fds=
fl ) IV (¢)]| dt, calcoliamo f(~(t)) =%, e |/ (t)] = /1 + 3. Quindi

/fds—/ t2\/rdt /tht /fdx_ [3/2}2 %(5\/5—2\/5),

dove in (a) si & usata la sostituzione t? + 1 = x, per cui dz = 2t dt.
(10) Intanto le equazioni parametriche della curva «y sono () = (t,e?), t € [0, log2]. Poiché fv fds=
féong(v(t)) |17/ (t)|| dt, calcoliamo f(y(t)) = €%, e ||¥'(t)| = V1 + e2. Quindi

/fds— log2 e ztdt(a / fda:—* 3/2} (5\[ 2\/5)’

dove in (a) si & usata la sostituzione 1+ €2 = z, per cui dx = 22 dt.

(11) Intanto le equazioni parametriche della curva ~ sono 7(t) = (t, \/1 +t2) [0,1]. Poiché
S, fds =[5 F@) IV (1) dt, caleoliamo f(v(t)) = VI+#, e |/t \/1 + i 2L
Qumdl

1 V2+V3 .2 2 V2+V/3
(@) 241 a24+1 1 / 2 1
ds = \/2t2+1dt:/ T = (x+—+—)dx
/yf /0 2 24/222 42 r a3
1 ra? V2+/3 f 1
21 } YO log(vV2+V3),
4\[[ +2logx — 5.2, 5 2\@ 0g(V2+v3)
dove in (a) si ¢ usata la sostituzione v2t2 +1 = x — v/2t, per cui t = ;\/5 , dt = 2\[ +L da,
— 2241
V1212 = 2L

(12) Intanto le equazioni parametriche della curva v sono () = (tcost,tsint), t € [0,1]. Poiché

I, fds—fo NIV ()] dt, calcoliamo f((t)) = V2 cos?t + 2sin2t = ¢, e |y (¢)| = VI + 2.

Qumdl
st

dove in (a) si & usata la sostituzione 1+ t? = z, per cui dz = 2t dt.

Svolgimento esercizio 3

(1) Una parametrizzazione del segmento ¢ v(t) = (1 +t¢,2t), t € [0,1]. Si ha

L 44/2 42 91! 32
= 2t — 2(1 o) dt = |2 — —=¢3/2 = X202 =1 - 22\ /0
/Ww /O (t ( +t)ﬁ)dt [t 5 =t }0 15\7

(2) Una parametrizzazione del segmento ¢ v(t) = (1 +¢,2t), t € [0,1]. Si ha

1 4 r 4
/w — / <4t2 + 26t+1> dt = [%3 + 26”1} =5 +2e(e—1).
- 0 3 o 3



(3) Una parametrizzazione del segmento ¢ y(t) = (14 2¢,1 + 2t), t € [0,1]. Si ha

1 3
/w = 2/ ((1 + 2t)log(1 + 2t) — (1 + 2t) arctg(1 + 2t)> dt Y / z(log x — arctg z) dx
o 0 1

1 31 3 2 1 1 3
@ b:f(logm — arctg x)} L 2/1 (m - 332:67_’_1) dr = 3 [ﬂ:2(logx —arctgz) — §m2 +x —arctgx ,

9
=—1+ g —barctg 3 + ilog?),

dove si & usato in (a) la sostituzione 2t + 1 = x, per cui 2dt = dx, e in (b) I'integrazione per parti
1 1
con {f(x) =logz —arctgz = fi(z) =3 - 2217

J@) =z = g(z) = a2

(4) Una parametrizzazione del segmento ¢ (t) = (¢,t), t € [0,1]. Si ha

1 1
_ 32 4\ g, @ [2500 , 4]* / t g [2,502 ottt 3
/vw /0 (t te)dt [515 te}o—i- ; e' dt [575 + (1 -1t . 5

)=t = F(=1,

t

dove in (a) si & usata l'integrazione per parti con ¢, .
gt)=e = g(t)=e"

(1—-1¢,0), te]o,1],
(0,t—1), tellL,2].

1 2
[om [ atee [ o= [+ [~ -0

(5) Una parametrizzazione della spezzata ¢ v(t) = { Si ha

(6) Siha

W i "1 2t 2
/w:/ (sintcos2t(—sint)+costcost> dt:/ Cos4tdt:/ (ﬂ) "
gl 0 ; ) 5

1 4t
+ cos ) &

1 (7 1 /7
:4/ (1+20052t+00822t)dt:/ (1—1—260th+ 5
0 0

4

1Pt+' 9 + Lsi Mr' 3
= — | = Sin — S1n = —TT.
102 8 0 8

(7) Siha
™ ™
/ w= / (sin2 te®St(—sint) — costsint cos t) dt = — / (sin3 tect + cos? sin t) dt
v 0 0

(2—/1 ((1—x2)em+x2) d:v(i) [($2—2x+1)e$—%$3}11Z—*—*a
1 -

dove si ¢ usato in (a) la sostituzione cost = x, per cui —sintdt = dz, e in (b) il risultato [ z%e®dz =
22 — [2ze” dr = (2° — 2z + 2)e” + C.



(8) Si ha

™ ™ 1 ™
/w:/ (cost\/l—sint(—sint)+Costcost) dt (i)/ cosztdtzzf <1—|—cos2t> dt
v 0 0 0
1[t_|_sin2t}7T s
2 lo 27

2
dove in (a) si & usata la disparita della funzione sint costv/1 — sint rispetto all’intervallo d’integra-
zione.

(9) Siha

/w:/ (tsint+t2s,int-2t> dt:/ 263 + t)sint dt 2 [(2t3+t)cost};r+/ (612 + 1) cost dt
y 0 0 0

—~
=

T s
— (26 +t) cost + (6t2 + l)sint}o — / 12t sint dt
0

T s
= [— (2t +t) cost + (6t> + 1) sint + 12tcost}0 —/ 12 costdt
0

= | — (2t® — 11t) cost + (61> — 11)sintK =273 — 117,

g'(t) =sint = g¢(t) = — cost, in (b)
— /2 / _ _ / _
on {f(t) =67 +1 = f(t)=12t, (@) con {f(t) =12t = f/(t) = 12,

g'(t) = cost = g(t) = sint, g'(t) =sint = g¢(t) = — cost.
(10) Si ha

=208+t = f(t)=6t2+1,
dove si e usata l'integrazione per parti, in (a) con {f( ) F'®)

2
. (a) . 1 1 . 27 3
w= (t(—s1nt)+costcost+1) dt = [tcost—smt—k§t+1s1n2t+t]0 :27r+§27r:57r,
o 0

dove in (a) si sono usati i risultati [¢sintdt = —tcost+ [costdt =sint—tcost+C,e [cos®tdt =
2 [ (1+cos2t)dt =3t + Lsin2t + C.

(11) Una parametrizzazione del segmento ¢ v(t) = (¢,¢,t), t € [0,1]. Si ha

1
2., 1.1 1
/w:/ (t2+t2—t)dt:[7t3——t2] —
Sy A 3" "2 1076

(07 07 t)’ [07
1

te
(12) Una parametrizzazione della spezzata & v(t) = ¢ (0,t —1,1), te€[l,

1],
2], Siha
(t—2,1,1), te[2,3]

1 2 3
/w:/Odt+/ Odt—l—/ dt =1.
¥ 0 1 2



Svolgimento esercizio 4

9 _ x 9 vy _ __y i ¢ i
(1) Si ha 2 DTy = " 7 drrty — —(aig? Per cui w non & chiusa.
z? 0 _ . N .
(2) Si ha 2 xlog(l +xy) = Tiag 7 5zylog(1 +xy) = Tizy> Per cui w non ¢ chiusa.
. 8 2xy? _ day(1+2?y?)?—823y3 9 2z%y AN . . 9 . .
(3) Si ha 2 by (ra2y?)? = 22 = 9z (T3a2,72 Percuiwe chiusa in R#, che ¢ semplicemente
. . ~ . . . . . 2
connesso, e qulndl w ¢ esatta. Determiniamo una funzione potenziale U. Si ha %—g = (pﬁiyy)? =

2
U(l‘,y):f(prxg )2d$+<,0( y) = ﬁ—i—@(y),edeveessere(1&;07252)2:%%:(13:0721/)2_}@( ),

per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi U(z,y) = —W

(4) Si ha 8%(3/6“3 —e¥) =" —e¥ = %(e”” — xeY), per cui w ¢ chiusa in R2, che & semplicemente
connesso, e quindi w € esatta. Determiniamo una funzione potenziale U. Si ha g—g =ye’ —e¥y =
Uz,y) = [(ye* —e¥) dz+ p(y) = ye® — ze¥ + ¢(y), e deve essere e* — ze¥ = %ly] =" —zeV + ¢ (y),

per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi U(z,y) = ye’C — zeY.

(5) Si ha (_%(ycosx — wysinz — siny) = cosz — rsinz — cosy = 5 O (zcosxz — xcosy + 1), per cui
w & chiusa in R?, che & semplicemente connesso, e quindi w & esatta. Determiniamo una funzione
potenziale U. Si ha %—g =ycosz —zysinz —siny = U(z,y) = [(ycosz — zysinz — siny) dz +
o(y) = xycosx — xsiny + p(y), e deve essere xcosx —xcosy + 1 = %—Z =z cosx — zcosy + ¢ (y),
per cui ¢'(y) =1, e possiamo scegliere ¢(y) = y. Quindi U(z,y) = xycosx — xsiny + y.

(6) Si ha 8%(\/37 — 2zy) = 2\[ —2r = %(2\[ 2), per cui w & chiusa in {(az,y) eERZ:y> 0},
che ¢ semplicemente connesso, e quindi w & esatta. Determiniamo una funzione potenziale U. Si

ha ‘g—g =y —2xy = U(z,y) = f(\/y —2zy)dx + o(y) = z/y — %y + ©(y), e deve essere
2 ou T

m -t =50 = gy~ 22 + ¢'(y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi
Uz,y) = z/y — 2?y.

(7) Siha 8(3; }ig = lix = 8% log(1 + ), per cui w & chiusa in {(z,y) € R* : 2 > —1}, che & semplice-
1+y

mente connesso, e quindi w ¢ esatta. Determiniamo una funzione potenziale U. Si ha %—g - =
= [ 1 do+o(y) = (1+y) log(1+)+p(y), e deve essere log(1+2) = ¥ = log(1+x)+¢/(y),
per cui <,0 '(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi U(z,y) = (1 + y)log(1 + z).

(8) Si ha —ez/y = —yi et/ = 8%(1 — %)e‘r/y, per cui w ¢ chiusa in {(w,y) ceR2:y# 0}, che &
semphcemente connesso (cioe le sue componenti connesse lo sono), e quindi w ¢ esatta. Determiniamo
una funzione potenziale U. Si ha g—g ="V = Ulx, y) = fex/y dx + p(y) = ye®/V + ©(y), e deve
essere (1 — %)e‘”/y = %—Z =(1- i)ex/y +¢'(y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi
U(z,y) = ye*/v.

(9) Siha 8%(3 a:y3+ﬁ) = 3% Ty = am3\/ac3 , per cui w & chiusa in {(z,y) € R* : zy > 0}, che &

semplicemente connesso [cioe le sue componentl connesse lo sono|, e quindi w & esatta. Determiniamo

una funzione potenziale U. Si ha aU =3 3+ ﬁ = Ulx, y) = [(3\zy® + %) der + ¢(y) =

2y/x3y3 4+ 2¢/x + ¢(y), e deve essere 3\/ac3y 8—U =323y + ¢'(y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo
scegliere ¢ = 0. Quindi U(z,y) = 2/x3y3 + 2f.

(10) Siha %ylog(l—i—a:y) log(1+xy)+1+xy %xlog(l—kxy), per cuiw & chiusa in {(z,y) € R? : 2y > —1},
che & semplicemente connesso (cioe le sue componenti connesse lo sono), e quindi w & esatta. Determi-
niamo una funzione potenziale U. Si ha ‘g—g =ylog(l+zy) = Ul(z,y) = [ylog(l+zy) dz+e(y) =




(14 zy)(log(1 + zy) — 1) + p(y), e deve essere xlog(l + xy) = %—Z = zlog(1 + zy) + ¢'(y), per cui

¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi U(z,y) = (1 + zy)(log(1 + zy) — 1).
U

Svolgimento esercizio 5

(1) Indichiamo con w = f(z,y) dz+g(z,y) dy la forma differenziale da integrare. Poiché % =log? =

%, w ¢ chiusa in A = {(x,y) € R?: 2 > 0,y > 0}, che & convesso e quindi semplicemente connesso;

quindi w & esatta in A, e il suo integrale dipende solo dai punti iniziale e finale di . Poiché v(0) =
(1,2), (1) = (e, 2), per calcolare 1’1ntegrale poss1arno usare il cammino Yo(t) = (1 + (e — 1)t,2),

2
- = —1)dt = 2(e — 1)log = —
t € [0,1]. Si ha allora, /w /%w / 10g1+ It 1)(6 ) dt (e )Oge

2 2 e
2(e — 1)/ log (14 (e — 1)t) dt @ 2(e — 1)10g7 —2/ log x dx O 2(e—1)log — — [xlogac—xh =
0 (&
2(e —1)log2 — 2e, dove in (a) si & usata la sost1tuz10ne r=14+(e—1)t = dr=(e—1)dt ein
(b) il risultato [logzdr = zlogz — [ dz = zlogz — z + C.
(2) Indichiamo con w = f(z,y)dz + g(x,y)dy la forma differenziale da integrare. Poiché % =

1522 = 29, & chiusa in A = R2, che & convesso e quindi semplicemente connesso: quindi w &
ox? 9 )

esatta in A, e il suo integrale dipende solo dai punti iniziale e finale di 7. Poiché v(0) = (0,0),
(t,0), t € [0,1],
(1,t—1), te[1,2].

1 2
haallora,/w:/ w:/ t(16t2+2)dt+/ (3(t—1)2 —5) dt = [4t +12], + [(t—1)> —51]° =
2 Yo 0 1

(3) Indichiamo con w = f(z,y, 2) dx + g(z,y, 2) dy + h(z,y, ) dz la forma differenziale da integrare.
Poiché 8—f =2y = %, 5, = 4wz = %, (’Tg =2y = g—z, w & chiusa in A = R3, che & convesso e
quindi semplicemente connesso; quindi w & esatta in A, e il suo integrale dipende solo dai punti

iniziale e finale di 7. Poiché v(0) = (1,1,0), v(1) = (e 1,2), per calcolare I'integrale possiamo

1,1,2¢ te 0,1
usare il cammino 7y (t) = {E o 1)’2) © { } Si ha allora, /w = / w —/ (14 2t)2dt +
€ ) Ly ) Yo

Si

~v(1) = (1, 1), per calcolare 'integrale possiamo usare il cammino y(t) =

2
/ (3e20-D 418 1)et~1 gt [2t+2t2}é+/ (32 +8x+1) do = 4+ [2° +4a” +2]| = > +4e” -1,
1 1

dove in (a) si & usata la sostituzione z = e!~! = dx = !~ ! dt.

(4) Indichiamo con w = f(z,y)dxr + g(x,y)dy la forma differenziale da integrare. Poiché %5 —

—z2

43P+ Y (:1:2 2 T %, w & chiusa in A = R?\{(0,0)}, che non & semplicemente connesso. Osserviamo,

pero, che w = w; + wo € la somma di una forma esatta w; = z3y*dx + x%y>dy [perché chiusa
in R2, che & semplicemente connesso], e di una forma chlusa non necessariamente esatta wo =

27r
m2+y2 dx+x2+ > dy. Si ha allora, /w—/w1+/w2—/w2 / — cos® t —sin® t) dt =
of _

(5) Indichiamo con w = f(z,y)dz + g(x,y)dy la forma differenziale da integrare. Poiché oy =

—_ 2_ 2 \ . . \
Mi_mmz)z + ﬁ — 2z = %, w & chiusa in A = {(z,9) € R? : y > 0} \ {(0,2)}, che non &
semplicemente connesso. Osserviamo, pero, che w = w; + wy ¢ la somma di una forma esatta
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wy = (V¥ — 2zy) dz + (wa — 2?) dy [perché chiusa in {(z,y) € R? : y > 0}, che ¢ semplicemente
connesso|, e di una forma chiusa non necessariamente esatta wy = #ﬁwdm — Wdy.
Usando l'invarianza omotopica dell’integrale di una forma chiusa, possiamo introdurre la curva

2m
Yo(t) = (cost,2+sint), t € [0, 2x], eottenere/w:/w1+/w2 :/wg :/ wo :/ (sin2t+
v ¥ Y v Y0 0

cos® t) dt = 2m.
(6) Indichiamo con w = f(x y) dx + g(x,y)dy la forma differenziale da integrare. Poiché % —
(2=22-(y=2)* 2\/7 = 99, w & chiusa in A = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0} \ {(2,2)}, che

((z=2)*+(y— 2)2)2
non ¢ semplicemente connesso. Osserviamo, pero, che w = w; + ws € la somma di una forma esatta

wy = (3\/xy3+%) dz+3+/x3y dy [perché chiusa in {(z,y) € R?: 2 > 0,y > 0}, che & semplicemente
connesso|, e di una forma chiusa non necessariamente esatta we = ($_2)§/jrfy_2)2 dx— (:6_2):2”;@_2)2 dy.
Usando l'invarianza omotopica dell’integrale di una forma chiusa, possiamo introdurre la curva

Y(t) = (2 + cost,2 + sint), t € [0,27], e ottenere /w = /wl +/w2 = /w2 = / wo =
2l gl v 2l Y0

2
/ (sin2 t + cos> t) dt = 2.
0

(7) Indichiamo con w = f(z,y)dz + g(x,y)dy la forma differenziale da integrare. Poiché % =

(w22+y e + (((lir 22))2+((;" 22))22)2 +et —eV = %, w & chiusa in A = R?\ {(0,0),(2,2)}, che non & sem-

plicemente connesso. Osserviamo, pero, che w = wi + wo + w3 € la somma di una forma esatta
w; = (ye® — e¥)dx + (e® — xe¥) dy [perché chiusa in {(z,y) € R? : z > 0,y > 0}, che & sempli-

cemente connessol, e di due forme chiuse non necessariamente esatte ws = el +y dr — wgin dy, e
w3 = G 2)2;??4 Ok dr — z—2 E dy. Osserviamo anche che la forma w3 & esatta in una regione

(2—2)2+(y—2
semplicemente connessa contenente D, ad esempio in {(z,y) € R? : x < 2}. Usando linvarian-
za omotopica dell’integrale di una forma chiusa, possiamo introdurre la curva vy(t) = (cost,sint),

27
te[0,277],eottenere/w:/w1+/w2+/w3:/w2:/ wgz/ (sin2t+cos2t)dt:27r.
Y0 0

(8) Indichiamo con w = f(z,y) dz + g(x,y) dy la forma differenziale da integrare. Poiché & o L o 99 T, W

89 8f

non e chiusa. Applichiamo la formula di Gauss-Green, ottenendo / w= / / - — —) dxdy =
9+D p \0z 0Oy

1 —1 1 2.1 1
/d@"/ 21fy>dy—/ [* - *xyﬂy dx:/ —Edag:[f:i} =,
1 + 0 1 =+ Yy y=0 0 2 4 0 4
(9) Indichiamo con w = f(z,y)dz + g(z,y)dy la forma differenziale da integrare. Poiché 2 (‘T #
@, w non & chiusa. Applichiamo la formula di Gauss-Green, ottenendo / w=— / /
- D

oz o
1 11—z 1
d dy = t dx = te(l—x)—arcte(z—
/ x/m 1+y ) Y /0 [ y?+arc gy} T /0 (arc g(l—x)—arctg(z

a 1 1 1
1)) dz 2/0 arctgtdt = 2[tarctgt}0 - 2/0 ﬁdt = g — [log(l +t2)}0 = g —log 2, dove in

(a) si & usata la sostituzione t = 1 — x.

c g dg
(10) Indichiamo con w = f(z,y)dx+ g(x,y) dy la forma differenziale da integrare. Poiché af # o2
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non ¢ chiusa. Applichiamo la formula di Gauss-Green, ottenendo / w= / / (@ — g) dxdy =
otD

or Jy
// 92 )dxdy = — / dz?/ 03do = — [f ] :f%.
of

) Indichiamo con w = f(z,y)dz + g(z,y)dy la forma differenziale da integrare. Poiché =

(((5711))22 +yy;) -2 (;2;;/ 72 %, w & chiusa in A = R?\{(0,0), (1,0)}, che non & Semphcemente CONNESSO.

Osserviamo che w = wy + wy ¢ la somma di due forme chiuse w; = = 3)J 7 dr — = 1) 7 dy, e
et +y dx + IQ +y
11 periodo relativo alla lacuna (0, 0) si calcola, ad esempio, usando la curva y(t) = (% cost, % sin t),

Wy = > dy. Calcoliamo i periodi di w relativi alle due lacune (O 0) e (1,0).
t € [—m, 7], e vale f7 w? f7 wy = —2 [T (sin®¢ + cos? t) dt = —4m, dove in (a) si ¢ usato il fatto che
wy & esatta in {(z,y) € R? 1 2 < 1}.
Il periodo relativo alla lacuna (1, 0) si calcola, ad esempio, usando la curva y(t) = (1—1—% cost, % sin t),
B () s on : . . .
te[-mmevale [[w= [ wi = [ (sin®¢+ cos?t)dt = 2m, dove in (b) si & usato il fatto che wy &
esatta in {(x,y) € R? : 2 > 0}.
Quindi fvw = 47 + 27 = 2.

(12) Indichiamo con w = f(z,y)dx + g(x,y)dy la forma differenziale da integrare. Poiché % =
2 (((x 1)) Jr_;/) (;224:?5/22)2 + (122212)2 = 99w chiusain A = R?\{(0,0), (1,0)}, che non & semplicemente

connesso. Osserviamo che w = wy + wy + w3 ¢ la somma di tre forme chiuse wy; = (15—12)7%4-3;2 dr —

%dy,ua: 2+y dzr + 2+2dy,ew3:— dx —

relativi alle due lacune (0,0) e (1,0).
11 periodo relativo alla lacuna (0, 0) si calcola, ad esempio, usando la curva y(t) = (% cost, % sin t),

dy. Calcoliamo i periodi di w

x
I2+y2 2+2

t € [—m, 7, e vale fww @ fw(wg +ws) = [" (sin®t + cos? t) dt = 2, dove in (a) si ¢ usato il fatto

che w; ¢ esatta in {(z,y) € R? 1z < 1}.
Il periodo relativo alla lacuna (1, 0) si calcola, ad esempio, usando la curva y(t) = (1—1—% cost, % sin t) ,
b
te[-m 7], evale [[w © Jywr=-2 J7_(sin?t + cos® t) dt = —4m, dove in (b) si & usato il fatto che

wy e w3 sono esatte in {(z,y) € R? : 2 > 0}.
Quindi fvw = =27 + 47 = 27.
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