Analisi Matematica 11
Integrali superficiali (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Poniamo ®(z,y) = (x,y, 22 + y?), (z,y) € R% Allora ® € C*(R?,R3?), ed ¢ iniettiva, in quanto

g0 Oby 093 10 2z
O(z,y) = ¢(2',y) = (x,y) = (2/,y'). Inoltre, rango (6651 o, 5%%) = rango <0 L 9 ) =
dy 9y 9y Y
2. Infine, ® ¢ evidentemente suriettiva, cioe la sua immagine ¢ il grafico della funzione z = x? + 2.
Quindi ® ¢ una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un paraboloide
ellitico].

(2) Poniamo ®(z,y) = (x,y,22 — y?), (z,y) € R% Allora ® € C*(R?,R3?), ed ¢ iniettiva, in quanto

0%, 0%y 9%3 1 0 2z

O(z,y) = ®(2',y) = (x,y) = (2/,¢). Inoltre, rango & & & = rango <0 1 o > =
oy oy oy Y

2 _ .2

2. Infine, ® ¢ evidentemente suriettiva, cioe la sua immagine ¢ il grafico della funzione z = z* — y°.
Quindi ® ¢ una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un paraboloide
iperbolico].
(3) Poniamo A = (R\ {0}) x (0,27), ®(z,9) = (2 cos, Tzsind, z), (2,9) € A=R x [0,27]. Allora
® € C1(A,R?), ed ¢ iniettiva in A, in quanto se (z1,71), (22,02) € A, si ha ®(z1,91) = ®(20,92) =

-

1= 22 7 7k
cos Y1 = cos Uy = (21,91) = (22,92). Inoltre, P,ADPy = | cosv %sint? 1| = —%z cosV 1—
sinty = sin vy —zsind %z cosd 0

zsind 7+ %z k # 0, se (z,9) € A. Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y,2) € R3\ {(0,0,0)}
cost) = Z

tale che 22 = z? 4 442, si ha che individuano univocamente ¢ € [0, 27|, per cui

|<g3m|

siny = =2,
z

®(z,9) = (z,vy, 2); mentre, (0,9) = (0,0,0), per ogni J € [0,27]. Quindi ¢ ¢ una rappresentazione
parametrica regolare della superficie proposta [un cono ellittico].

(4) Poniamo A = R x (0,27), ®(z,9) = (cos¥,sind, z), (2,9) € A = R x [0,27]. Allora ® €
C1(A,R3), ed & iniettiva in A, in quanto se (21,91), (22,92) € A, si ha ®(21,01) = ®(22,92) =

Z1 = 29 7 j /;;
cos 1 = cos Vs — (z1,Y1) = (22,92). Inoltre, &, A ®y = 0 0 1| = —cosd V—
—sin® costt 0

siny = sin Yy
sind 7# 0, se (z,9) € A. Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y, z) € R? tale che 22 +y? = 1,
costt ==
siha ¢ 9 che individuano univocamente 9 € [0, 27], per cui ®(z,9) = (z,y, z). Quindi ¢
sind = vy,
& una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un cilindro rotondo].
(5) Poniamo A = R?, ®(z,t) = (cosht,sinht, z), (z,t) € A = R2. Allora ® € C'(A,R3), ed ¢ iniettiva
Z1 = 29
in A, in quanto se (z1,%1), (22,t2) € A, si ha ®(21,t1) = ®(29,t2) = { cosht; = coshty =
sinh ¢ = sinh tg



7 7k
(21,t1) = (22, t2). Inoltre, P, AP, =| 0 0 1| = —coshti+sinht 7# 0, se (z,t) € A. Infine,
sinht cosht 0
ht =
® ¢ suriettiva, in quanto, per ogni (z,y,z) € R3 tale che 22 —y? =1, z > 0, si ha {c.osht o
sinht =y,
che individuano univocamente ¢ € R, per cui ®(z,t) = (z,y,2). Quindi ® ¢ una rappresentazione
parametrica regolare della superficie proposta [una falda di un cilindro iperbolico].
(6) Poniamo A := (0,27) x (0,7), ®(J,¢) = (3cos¥sinyp,3sindsing, 1 + 3cosyp), (J,p) € A=
[0,27] x [0,7]. Allora ® € C'(4;R3), ed ¢ iniettiva in A, in quanto se (J1,¢1), (92, ¢p2) € A, si
cos 1 = cos o
ha @(191,(,01) = ‘13(792,(,02) - sin ] = sin s - (791,901) = (192,(,02). Inoltre, 4y A (I)SO =

COS 1 = COS P2
7 7 k
—3sinpsiny  3sin ¢ cos ¥ 0 :—9sin2<pcosq9T—Qsinchsinvﬂj'—9sin<pcos<p/Z;«éO, in A.
3cospcosty 3cospsinyg —3sing
Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,vy,2) € R3\ {(0,0,4), (0,0, —2)} tale che 22 +y%+ (2 —
cos p = %(z -1)

1)2 =9, si ha cos V) = \/9_(27_1)2 che individuano univocamente ¢ € (0,7), e ¥ € [0, 27|, per
-y

9—(2—1)2’

cui (¥, p) = (z,y, z); mentre, per ogni ¥ € [0,2x], ®(¥,0) = (0,0,4), ®(¢,7) = (0,0, —2). Quindi
® ¢ una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [una sfera].
(7) Poniamo A := (0,2m) x (0,7), ®(J,¢) = (2cosdsing,1 + sindsing, 2 cos @), (9,¢) € A =
[0,27] x [0,7]. Allora ® € C'(A;R3), ed & iniettiva in A, in quanto se (91, 1), (92, 92) € A,

cos ¥ = cos ¥y
ha ®(01, 1) = ®(V2,p2) = < sindy =sindy = (V1,¢1) = (V2,92). Inoltre, &y A O, =

COS (] = COS P2

sind =

7 7 k
—2sinpsiny sin g cos ¥ 0
2cospcosd  cospsind —% sin

Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y,z) € R¥\{(0,0,+2)} tale che 2% +4(y—1)2+922 = 1,

= —%sin290c:osz9 T—%sinzgpsinﬁ J— 2sinpcos ¢ E#O, in A.

cosp =3z
si ha ¢ cos = \/ﬁw che individuano univocamente ¢ € (0,7), e ¥ € [0, 27|, per cui ®(J, ) =
. _ 2(wy-1
sind = Ji97

(z,y,2); mentre, per ogni ¥ € [0,2n], ®(3,0) = (0,0, %), (¥, 7) = (0,0,—%). Quindi ¢ & una
rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un’ellisse].
(8) Poniamo A := (0,2m) x (0,+00), ®(¥,t) = (cos¥sinht,isindsinht, —1cosht), (9,t) € A
[0,27] x [0,4+00). Allora ® € C!(A;R3), ed & iniettiva in A, in quanto se (J1,t1), (9a,t2) € A, si
cos 1 sinh t; = cos ¥y sinh ¢y
ha ®(91,t1) = ®(J9,t2) — sin ¥ sinh #; = sin ¥4 sinh ¢, = {1 = t9, e quindi 91 = 9.
cosht1 = cosh t9



7 7 k
Inoltre, &y A ®; = |—sin¥sinht % cos ¥ sinh ¢ 0
cos ¥ cosh t % sind cosh ¢ —% sinht

%sinhtcosht k # 0, in A. Infine, ® ¢ suriettiva, in quanto, per ogni (x,y,2) € R? tale che 2% +

= —%sinthcosvﬂ - %sinthsinvﬂ 7—

cosht = -3z
4y? — 922 = —1, 2 < 0, si ha ¢ cos¥ = —2— che individuano univocamente t > 0, e ¥ € [0, 27],
g Vet
02y
sind = o

per cui ®(J,¢) = (x,y,2). Quindi ® & una rappresentazione parametrica regolare della superficie
proposta [una falda di un iperboloide ellittico].
(9) Poniamo A := (0,27) x (0,400), ®(J,t) = (1 + cos¥ cosht,sin® cosht,sinht), (J,¢t) € A =
[0,27] % [0,4+00). Allora ® € C1(A4;R3), ed & iniettiva in A, in quanto se (J1,t1), (¥2,t2) € A, si ha
cos U1 cosh t; = cos 9 cosh tg
O(V1,t1) = ®(V2,t2) = { sintd; cosht; = sin¥y coshty — t1 = t9, e quindi ¢; = J5. Inoltre,
sinh 1 = sinh ¢y

-
— —

7 7 k .
by NP = |—sintcosht cosvcoshi 0 | = cosh?tcos® 7+ cosh?tsind 7— sinhtcosht k # 0,
cost¥sinht  sindsinht cosht
in A. Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y, z) € R? tale che (z — 1)2 +y? — 22 = 1, si ha

sinht = z

cosv = \/% che individuano univocamente ¢ > 0, e ¥ € [0, 2], per cui ®(¥, ) = (z,v, 2).
) — Y

sint = Nire=t

Quindi ® & una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un iperboloide

iperbolico].
g

Svolgimento esercizio 2

1) Osserviamo che Py = (1,1,1) = ®(1,1), per cui ®,(1,1) = (1,0,v)|1.1) = (1,0,1), e ©,(1,1) =
(1,1)
(0,1,u)|1,1y = (0,1,1), e quindi un vettore normale alla superficie in Py & () = ®,(1,1) A

d,(1,1) = = —7— 7+ k, una rappresentazione parametrica della retta normale & #(\) =
J ) pp

O = oSy
—~ = O Y
[

Py + Mi(Py) = (1 =X\, 1 =X 14+ X), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7i(F)) =
—(z-1)—-(y—-1)+(z—-1) < z=z+y— 1.

(2) Osserviamo che Py = (1,1,1) = ®(1,0), per cui ®,(1,0) = (1,1, 2u)|q,0) = (1,1,2), e ®,(1,0)

> |l

(1,=1,2v)|(1,0) = (1,—1,0), e quindi un vettore normale alla superficie in Py ¢ 7i(Fy) = ®,(1,0)
T 7k )

®,(1,0) = (1 1 2| = 27+ 2)— 2k, una rappresentazione parametrica della retta normale &
1 -1 0

7(A) = Py + Mi(Py) = (1 4+ 2\ 1+ 2\1—2)), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 =
(P—Py,ni(Py))=2(x—1)+2(y—1)—2(2—-1) < z=z+y— 1



,1,0) = @(1,0), per cui ®,(1,0) = (2u, 2u,v)|1,0) = (2,2,0), e ,(1,0)

(3) Osserviamo che Py = (1
1), e quindi un vettore normale alla superficie in Py ¢ 7i(Fy) = ®,(1,0)

(21),—2v,u)|(170) = (0,0,

> |l

—

(
7 k
®,(1,0) = |2 2 0| = 27— 27, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(\)
0 01
(1+

Py + Mi(Py) = 2X,1 —2X,0), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7(FP)) =
2 —-1)+2y—1) <= z—y=0.

(4) Osserviamo che Py = (1,0,0) = ®(0,0), per cui ¢,(0,
(0,0,1), e ®,(0,0) = (= coshusinwv, coshucosv,0)|(q (0,

0) = (sinhwucoswv,sinhusinv,1)|g) =
0,1,0), e quindi un vettore normale alla

0,0) =
T 7k
superficie in Py & ©i(Py) = ®,(1,0) A ®,(1,0) = |0 0 1| = —7, una rappresentazione parametrica
010
0

della retta normale & 7(A) = Py + Ai(Fy) = (1 — X, 0,0), A € R, e il piano tangente ha equazione
0=(P—Py,i(P)=—(z—-1) <= z—-1=0.

(5) Osserviamo che Py = (1,1,0) = ®(1,0), per cui ®,(1,0) = (2ucoswv,1,2usinv)|; 0 = (2,1,0),
e ®,(1,0) = (—u?sinv,0,u*cosv)|,0) = (0,0,1), e quindi un vettore normale alla superficie in

Py ¢ i(Py) = ©,(1,0) A ©,(1,0) = = 7 — 2J, una rappresentazione parametrica della

S N =
O Ry
—_ O

retta normale ¢ 7(\) = Py + A\ii(Fp) = (1 + A\, 1 —2X,0), A € R, e il piano tangente ha equazione
0= (P— Py, (Py)) = (x—1)—2(y—1) < z—2y+1=0.
(6) Osserviamo che Py = (1,0,0), per cui un vettore normale alla superficie in Py & ©i(Py) =

(27, 2y,22)|(1,0,0) = 27, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(\) = Py+\i(F) =
(142X,0,0), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7i(Fy)) = 2(x—1) < z—1=0.

(7) Osserviamo che Py = (1,1,1), per cui un vettore normale alla superficie in Py & ©i(Py) =
(27,2y, —22)|(11,1) = 20+ 2] — 2]2, una rappresentazione parametrica della retta normale ¢ 7(\) =
Py+ Mi(Py) = (142X, 142X,1—2)), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7i(F)) =
2@ -1 +2(y—1)—2(z—1) <= z=x+y— 1.

(8) Osserviamo che Py = (1,0,0), per cui un vettore normale alla superficie in Py ¢ 7i(FPy) =
(27,2y,0)](1,0,0) = 27, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(\) = Py + Mi(Fp) =
(142X,0,0), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7i(F)) = 2(x—1) <= z—1=0.

(9) Osserviamo che Py = (1,0,1), per cui un vettore normale alla superficie in Fy ¢ fi(FP) =
(=22, =2y, 1)|1,01) = =20+ k, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(A) =
Py + Mi(Py) = (1 —2X,0,1 4+ X), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 71i(Fy)) =
2@ —-1)+(2—-1) <= z=2z—1.

U

Svolgimento esercizio 3



(1) La superficie proposta € il grafico di una funzione f di dominio D = , per cui

area( // V1 ol n)? + £y (. y)? dxdy—//,/H%Jr—dxdy
:Eﬂ“f;ﬁym;ﬁ[w[¢gy

:\/5[ 3/2} [2\/_}2 4\3/5(2\/5_1)(\/5_1):2(5\/5—6),

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(2) La superficie proposta ¢ il grafico di una funzione f di dominio D = [0,1]2, per cui

1 1
area(S):// \/1+fx(x,y)2+fy($,y)2 dmdy:/ dw/ V2 + 4y? dy
D 0 0

V2+V3 2 V2+V3
(a) +1 2241 _1 2
\/5/1 P 2\/_22dz—4/1 (z+ + )dz
V2+V3
] \/_ log(\/——i-\/—)

1

+ 2log |z| —

4 { 2
dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile \/1 4 2y = 2—2y = y= ;/_ii, dy = ;\/1“2 dz,

e /1 + 2y2 —i.

(3) La superficie proposta ¢ il grafico di una funzione f di dominio D = {(z,y) € R?: 1 <22 +¢? <

4, |yl < x}, per cui

2

mw:ﬁ¢wmwmﬂwwm:ﬁ¢Hwa+whwmy
//,/1+ dmdy— _W/4d79/ 1+ Qng— /\/g——i-dg

i)_/ +1Z+1dz:z/(+ + )dz
2 )1 2z 222 8 )1

2
Tz 112 15
— T2 4 2log 2] — —] ( 21 2)
8[2+ oglzl = 3], = 55 +2os
dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile \/14+ 02 =2 —9p = p = 222;1, do = 222:;1 dz, e

T 7k )
(4) Osserviamo che @, (u, V)AB,(u,v) = [v 1 1 | = =27+ (utv)7—(u—v)k, per cui || By (u, v) A &y (u,v)||* =
v 1 -1
4+ (u+v)? + (u—v)? = 44 2u? + 202, e quindi, posto D = {(u,v) € R?: u?+0v2 < 1,u > 0,v > 0},

si ha

:/ [ @u (1, v) A Pyy(u,v)|| dudv = /W/2 dv /01 V44207 odo
@ 51/ Vidt = t3/2} (3\f 4),

area(S)



dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile 4 + 20? =t = 4odp = dt.

—

A S )
(5) Osserviamo che ®,(u,v) A ®y(u,v) = | cosv 0 0 = sinwvcosv] + cosvk, per cui
—usinv 1 —sinv
@ (1, v) A Dy (1, v)||* = sin? v cos? v + cos? v = cos2v(1 +sin? v), e quindi, posto D = [0,1] x [0, 7],
si ha
1 0
area(S) = // |y (u,v) A Py(u,v)|| dudv = / du/ | cos v| V1 + sin? v dv
D 0 0
w/2 1 b 14+v2 2 12241
:2/ cosv\/l—i—sindev(i)Q/ \/1+t2dt(:)2/ Frlz —2 dz
0 0 1 2z 2z
2
P 1 11+v2
] = V2 4 log(1 +v?2),

I C P R | 1
— S+ ) de= ]S 2008z -
2/1 (Z+z+23>z plg TP8F T o],
dove in (a) si ¢ usato il cambiamento di variabile sinv =t = cosv dv = dt, e in (b) il cambiamento

21 gt = 22;'21 dz, e V1+12 = —322?1

di variabile V1 +t? =2 -t = t = %=,

7k )
(6) Osserviamo che ®y(u,v) A ®y(u,v) = |1 0 1 = —174 Lk, per cui [|[®y(u,v) A ®y(u, v)||* =
010
L+ =51+ ), e quindi, posto D = [2,4] x [1,¢], si ha
4/3
area(S / |y (1, v) A Py(u,v)|| dudv = du/ \/1+—2dv
1 U u
4/3 w2 +1 . (@ [22 +1 2z 2241
= [logv] —du = 5—dz
3/4 1 u 9 2z Z -1 2z
®) 1 3< 1 2 2> 1 1 3 5
S B P A d:—[ 2 1 2loglz — 1] — 21 1] =2 4 logs,
2/2 2t 1) % 52Tt oglz — 1] oglz + \2 13 Tlog3,
_ 221 d :z;;ldz,e

dove in (a) si ¢ usato il cambiamento di variabile V1 +u? =2 —u = u = 5=,
. 2.1 1)2
Vidu2==2 +1 , ein (b) la decomposizione Z(QZ(;Q?I) =1- z% + 2 - F21
O

Svolgimento esercizio 4
(xaya %xQ +y2)? (Cﬂ,y) € D’ per cui ‘I)m(CE,y) A ‘I)y(xay) =

Una parametrizzazione di S ¢ ®(z,y) =

(1) Unap
R ~
1 0 x| = —xl — 2yj+ k, € H<I>m(x,y)/\‘1>y(:ﬂ,y)\|2 ::c2+4y2+1. Allora
0 1 2y

o 2 1 1 1
/dea:// Y1+ 22 + 4y? dedy (:)/ dvﬂ/ ZQQSin279\/1+QQ §ng
s D 0 0

2

® 1 [?1—cos2¥ /2 1 1rl, 1. 20 12 59 2 39
= — B — _1 « — —_ — | — _— = 2 . - —_ =
8/0 ;W (EoVEgd 32[219 M 79]0 [52 37 I
1
120(\er )



dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile x = pcos¥, y = %gsin Y, e in (b) il cambiamento
di variabile z = 1 + 0> = dz = 2pdo.

(2) Una parametrizzazione di S ¢ ®(z,y) = (z,y,2% + y?), (z,y) € D, per cui ®,(z,y) A Py (z,y) =
7k )
1 0 2z|=-227—2y)+k,e|Ps(z,y) A <I>y(x,y)||2 = 422 + 4y% + 1. Allora
0 1 2y

3m/2

x x (a)
7@:// VI+ 42 1 42 deed :/
/S\/4z+1 D /1 + 4x2 + 492 Y Y ™

_ [sinﬁrmﬂ- [1 3}1/2 1

1/2
dv / ocos ¥ odo
0

/2

39

/2 0 12

dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile 2 = pcos ¥, y = gsin .

—

v 7k .
(3) Osserviamo che ®,,(u, v)A®,(u,v) =| cosv 0 0 | =sinwvcosvjtcos vk, e||®y(u,v) A ®y(u,v)||> =
—usinv 1 —sinwv

sin? v cos? v + cos? v = cos? v(1 + sin? v). Posto D = {(u,v) ER?: 0 <u < 2,0 <v < u},siha

. w/2 u q 92
/#da:// ﬂcesv\/l—i—sin%}dxdy:/ udu/ Mdv
S\/l—i—sinQy D\/1+sin2v 0 0 2

1 (™2 1 v=u 1 (™2 1
:—/ u{v+—sin2v} du:—/ u<u—i——sin2u>du
0 2 2 Jo 2

2 v=0
:l[u:srﬂ—l—l{u_COSQU]ﬂ/Z—i—l/Wﬂ cosQudu

6 4 2 0 4 Jo 2
zﬂ—3+1+i[sin20r/zzﬂ—3+1

48 16 16 0 48 16’

dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile z = pcos ¥, y = gsin¥.
(4) Una parametrizzazione di S & ®(z,y) = (x,y, /22 + y?), (z,y) € D = {(x,y) € R?: 22442 < 1},

-

77 k
, 1 z - o T
per cui @, (x, y) APy (z,y) = 0 - [21y2 | = — \/x§+y2 1— \/ngry?‘H_k’ e [|®u(x,y) A Dy(z,y)|* = 2.
01 Y

Vaty?
Allora
27 1
/S(cherQ)dJ:\/5//(902+y2)d:vdy@\/5/ dﬂ/ 0* odo
D 0 0

Lt V2
:22[_4] ==
var 4Q 0 27T’

dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile z = pcos ¥, y = gsin .

Svolgimento esercizio 5



(1) Una parametrizzazione di S ¢ ®(z,y) = (v,y,1 — 2z —y), (z,y) € D = {(v,y) € R? : x >
T 7k

0,y > 0,z +y < 1}. Poiché ®,(z,y) A Py(z,y) = |1 0 —1| =7+7+ k, ne segue che ® ¢ la
01 -1

rappresentazione negativa. Inoltre, ﬁ(‘b(m,y))-‘bm/\@y = (y(l—z—y)T+z(1—z—y)T+ay k, 7+ +k)

(x+y)(1 —x —y)+ zy, e quindi si ha
/F-ﬁda:—// ﬁ(@(x,y))-d)x(x,y)/\fby(x,y)dxdy:—// (x+y—x2—y2—xy)dxdy
5 D D
1

1 1 1 1-z
= / {ny + -y + sy — 2y — §y2] da
0

=y

3 2 0
Yoo L 3, 1 2 1 2
= (ac l-z)+=1-2)°+-z(1—2x) —x(l—x)——(l—x))dw
0 3 2 2
1
1 1 3, 5,4 1 1, 14 5,1 1
g _— — — — —_ = d — |:—— _ — _— :| = ——.
/0( 6 2" T3 6”6)”6 67 A" T Tt TR
(2) Una parametrizzazione di S ¢ ®(z,y) = (z,y,2* + y?), (z,y) € D := {(z,y) € R? : 2% + y? < 2}.
T 7k .
Poiché @, (z,y) AN y(xz,y) = |1 0 2| = —227— 2y )+ k, ne segue che ® ¢ la rappresentazione
0 1 2y

positiva. Inoltre, ﬁ(@(x, Y)) - Pp APy = 2y’ + 227+ 3yk, =207 — 2y T+ E) = —8xy + 3y, e quindi

si ha

@,

/Sﬁ-ﬁda://l)ﬁ@(x,y))-q>x(g;,y)m1>y(x,y)dxdy://D(—sxy+3y) dady

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(3) Una parametrizzazione di S & ®(z,y) = (z,y, 2% +v?), (v,y) € D := {(z,y) € R? : 22 + 4> < 4}.

T 7k .
Poiché @, (z,y) AN ®y(xz,y) = |1 0 22| = —227— 2y )+ k, ne segue che ® ¢ la rappresentazione

0 1 2y
negativa. Inoltre, F(®(z,y)) - By A By = (zy7+ z(z2 + y2)T+ (1 + 2%y + v3)k, =207 — 2y T+ k) =
—2zy* — 2xy(x? + y?) + 1 + 2%y + ¢*, e quindi si ha

/s o = - //D F(®(2,y)) - Po(w,y) A By(x,y) dudy

- // (22y® + 2zy(2* + y?) — 1 — 2%y — y*) dxdy @ _ area(D) = —4r,
D

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.
(4) Una parametrizzazione di S & ®(z,y) = (2,9, 1—22—4?), (z,y) € D := {(z,y) € R? : 22+y2 < 1}.
77k . .
Poiché @, (z,y) AN @y (z,y) = |1 0 —2z|=227+2y)+ k, e P,(0,0)AP,(0,0) = k, ne segue che ® &
0 1 -2y
la rappresentazione negativa. Inoltre, F(®(z, Y)) Pp NP, = (220127 (1—a2 —yD)k, 20 7+ 2y T+ k) =



23 + 2y3 + 1 — 2% — y2, e quindi si ha

/ﬁ-ﬁdaz—// ﬁ(‘b(m,y))-@x(x,y)/\Qy(x,y)dxdy:—// (2:63—|—2y3—3:2—y2—|—1) dzxdy
S D

@ _ /%dﬂ/ 1—@ ng_—Qﬂ'[ i ];:—%,

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio, e il cambiamento di variabile
T = pcosv, y = psind.
(5) Una parametrizzazione di S ¢ ® (¥, ¢) = (cos 9 sin ¢, sinﬂs_i)n @,cos ), (U,¢) € D := [0, 5] x[0, 5]

v 7 k
Poiché ®y(9,p) A @, (U, ) = |—sindsing cosdsin g 0 |=—cos¥sin?p7—sindsin®p7—
costvcosp sindcosp —sing

sin ¢ cos ¢ k, ne segue che ® & la rappresentazione positiva Inoltre, F(®(9, p))- (1319(19 P)AD,(V, Lp)
(sin ¥ sin ¢ cos @ z—i—cos ¥'sin ¢ cos @ 74+cos 9 sin ¥ sin? ¢, — cos 9 sin? p 7—sin ¥ sin? ¢ 7—sin ¢ cos ¢ /<:>
—3sin v cos ¥ sin® ¢ cos ¢, e quindi si ha

/F vVdo = // ) - Py (0, 0) N PL(I, ) dIdyp = —3// sin ¥ cos ¥ sin® ¢ cos ¢ d¥dyp
D

=-3 / sin 4} cos ¥ di /W/Q sin® @ cos p dp = —3 [1 sin 219} "2 : [1 sin* go] "2 —§.
0 0 2 0 4 8
(6) Una parametrizzazione di S & ®(1J,¢) = (cos ¥ sin ¢, sin 9 sin ¢, % cosp), (¥,¢) € D :=[0,27] x
7 7 k
[0, 7]. Poiché ®y(, o) AP, (¥, @) = |—sindsing cosdsing 0 = —1 cos¥sin® 71— 3 sin ¥ sin? p J—
cosvﬂcosgo sin ¥ cos —%singp
singcospk, e By(0, F)NPL(0,5) = ne segue che ® ¢ la rappresentazione negativa. Inoltre,
F(® (79 ©)) - <I>79(79 ©) NP, (V, ) = (cosvﬂslngoz — % cos¥sin? 7 — 3 sind sin? 07— sinpcospk) =
; cos2 ¥sin® ¢, e quindi si ha

S 1
/F = // F D0, ¢)) - Py(V, ) A P (V, @) didp = 5// cos? ¥ sin® ¢ didyp
S D

/2” 1+ cos 29
2

E dﬂ/ (1—Coszgo)s,img0dg0:—[19—!—15i1r1219]27r-[_cosgp-{_lcos,?’gp]7r
2 0 4 2 0 3 0
T 4 2

2 3

Svolgimento esercizio 6

siamo il teorema di Stokes. Intanto si compone di due cammini regolari chiusi disgiunti
1) Usi il ¢ di Stokes. Intanto 1S si did ini lari chiusi disgiunti
Y0 € 1. Siano, allora, Sy la superficie z = 0, 2% + y? < 1, che soddisfa 0TSy = 7, e S la superficie
2 =3—2—2, 22+ y? < 1, che soddisfa 9~S; = ;. Una rappresentazione parametrica di S



& ®wz,y) = (z,9,0), (z,y) € D = {(z,y) € R? : 22 + 32 < 1}, mentre una rappresentazione

parametrica di S1 & ®!(z,y) = (2,y,3 — x —2y), (v,9) € D, e si ha

T 7k
Y (z,y) AN ®Y(z,y) =1 0 0| =k,
010
T 7k )
oLz, y) ALz, y) =1 0 —1|=7+2]+F.
01 —2

Inoltre F(z,y, z) = (22® + 2) T+ (22y + 3y®) 7+ (z22 + 423) k, per cui si ha

S

T
8% =(1—-2%742zyk.

o =

rot F(x,y,z) = o 52
203 + 2 22y +3y° w2 4428

Quindi

/ w:/ w—/ w:/ rotF-chdJ—/ rot F - ve do
ot+s

Yo 1 So S1
- / (rot F)(@°(z, ) - B0, ) A 80z, y) dardy — / / (ot F)(@(z, ) - ®L(x, ) A L (i, y) ddly
D D

= // (Qxy + (16 — 122 — 24y + 22 + 6xy + 8y2)) dxdy = // (16 4 222 + 8y?) dady
D D

21 1 2 1 T 137
:327r+2/ dvﬂ/ g3cos2q9dg+8/ dﬁ/ g3sin219dg:327r+z+27r:77r.
0 0 0 0

(2) Usiamo il teorema di Stokes. Una rappresentazione parametrica di S ¢ ®(z,y) = (z,y,y), (z,y) €

D, esiha

Pz, y) A Py(z,y) =

O =Sy
— Oy

Inoltre F(z,y, 2) = (23 + y2) 7+ (zy? + y*) 7+ (zz — 22%) k, per cui si ha

7 7 k
I'OtF(,I,y,Z) = % % % :_Zj+ (y2_2y)k

23 4+y? wy? oyt owr— 224
Quindi
/w = / rot F' - vy do = // (rot F)(®(x,y)) - Pulz,y) A Py(x,y) dedy
¥ S D

2m 1
:// (y2—y)dxdy:// dexdy:/ dﬂ/ g2sin2vﬂgdg:§.
D D 0 0 3

10



(3) Usiamo il teorema di Stokes. Una rappresentazione parametrica di S ¢ ®(z,y) = (z,y,1 + xy),
(x,y) € D, esiha

O = oSy
= O Sy
8]

Inoltre F(z,y,2) = 227+ 22(x — 1) 7+ (y + @y + 227) k, per cui si ha
7 k
0

0
oy 0z

> :(1+x+2z—2xz)i’—yj'+z2lg.
2z — 2% y4ay+ 227

rot F(z,y,2) = |3
T

Quindi
Lw _ /Sth-u@ do = //D(rot F)(@(@,1)) - D, y) A D, (2, y) dady

= // (1 — 3y + day — 2xy* + 32%9?) dady = 3// z2y? dady
D

D
21 1 2 671 21 2
1 1 — cos 49
:3/ dﬁ/ o coszﬁsin219dgz§/ sin?(29) dﬁ[‘)—] :—/ <$> 9
0 0 4 Jo 61, 8Jo 2
I 1 (%" 14 cos8
= — (1—2008419+C082479)d19:1+— +C7058@9:3—%.
32 Jo 16 ' 32/, 2 32

(4) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie 2 = 2y + 3sin(z? + y?), 22 + y*> < 1, che
soddisfa S = v. Una rappresentazione parametrica di S ¢ ®(z,y) = (z,y,2y + 3sin(z? + y?)),
(v,y) € D :={(x,y) e R?: 22 +y?> <1}, esiha

—

77 k
D,(2.y) A (@) = [1 0 Grcos(a® +y?) | = —6wcos(a? +y?)7—2(1+ By cos(a® +y%)) T+ F.
0 1 2+ 6ycos(z?+y?)

Inoltre F(z,y,2) = 2"y 7+ (1 + ) 7+ (ay? + 2°) k, per cui si ha

7 7 k
rot F'(z,y,z) = 8% 8% % =2zyT— vy j— 2 k.
7

'y 1+y® zy?2+2°

Quindi
/w = / rot F - vg do = // (rot F)(®(x,y)) - Pu(z,y) A Oy(z,y) dedy
v S D
= // (- "+ 2y% + 6y(y? — 222) cos(x? + y2)) dxdy = 2 // y? dady
D D

2 1 P
= 2/ dﬂ/ gzsin2vﬂgdg:7r[—] = —.
0 0 4], 4

11



(5) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie y = log(1 + 4z% + 22), 22 + 2 2% < 1, che
soddisfa 97S = ~. Una rappresentazione parametrica di S & ®(u,v) = (u,log(1 + 4u? + v?),v),

(u,v) € D == {(u,v) € R : u? + 102 < 1}, e si ha

v J k u 20
. Su _ P s 2 - 7
@u(u,v)/\q)v(u,v) =11 1+41222}+U2 ? - 14_4“]2_’_,02Z ]"’ 1—|—4u2+’U2 ka
0 1+4u2 402

per cui ® & la rappresentazione negativa. Inoltre F(z,y, z) = yz? 7+ 322 7— 3z E, per cui si ha

T 7k
rot F(z,y,2) = % a% % = 627+ (3+2y2)7— 22k
yz? 322 -3z

Quindi
Lw: /Sth.y@da: —//D(rotF)(@(u,v))-@u(u,v)/\@v(u,v)dudv

2v(24 2
= — //l\) (- 3 - 2U 1Og(1 + 4u2 —|— ’U2) - %) dud’l} — 3area(D) — 67T

(6) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie x = ey2*Z2, i y? + 22 < 1, che soddisfa 015 = ~.

Una rappresentazione parametrica di S & ®(u,v) = (6“2*”2,%1)), (u,v) € D = {(u,v) € R? :

2u?+0v? <1}, esiha

v T
Dy (u, v) A Dp(u,v) = | 2ue?” V" 1
0

2 .2
—2ue¥ 7Y

. 2_.2 2 2 -
=7—2ue" 7V 7+ 2ve" TV Kk,

==

per cui ® ¢ la rappresentazione positiva. Inoltre F(z,y,2) = —327+ 322 7'+ y2> E, per cui si ha

v 7k
rot F(x,y,z) = 8% 8% % =227-37+6zk
-3z 322 yz2?

Quindi
Lw:/grotF-y¢dJ://D(rotF)(@(u,v))-@u(u,v)/\év(u,v)dudv

= // (6ue“2_”2 + 120207 4 v?) dudv = // v? dudv
D D
2m 1 27 1— ) 4
:/ dz?/ QZSiHQﬂ-QQdQ:2/ ﬂ[g—]%w:f.
0 0 0 2 470 2

(7) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie z = x+y, 22 +y? < 1, che soddisfa 7S = 7. Una
rappresentazione parametrica di S & ®(z,y) = (v,y,z+y), (v,y) € D := {(x,y) € R?: 22 +42 < 1},

e si ha

T
Py(z,y) AN Py(z,y) = 1|1 0
01



—

Inoltre F(z,y,2) = (x +y) 7+ (2® + y) 7+ (v +y + 23) k, per cui si ha

7 7 k
rot F(z,y,z) = 6% 81 882 =7—7+ (322 = 1)k.

T4y z3 +y x—i—y—i—z

Quindi
/w—/rotF I/q;dO'_// (rot F)(®(z,y)) - Pulx,y) A Py(x,y) drdy
7r

2m
// 322 — 1) dwdy—/ dﬂ/ (30% cos? ¥ — )gdg——— =7

(8) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie z = 14y, 22 +y? < 1, che soddisfa 97 S = 7. Una
rappresentazione parametrica di S ¢ ®(x,y) = (z,y,1+y), (z,y) € D := {(z,y) € R? : 22 +¢y% < 1},

e si ha

@m(x,y) A (I)y(x,?/) =

O = oSy
— Oy
— O X

Il

|

<o

_I._

-

Inoltre F(z,y,2) = (22 — y2) T+ (y2 + 222) T+ (22 — ay) k, per cui si ha

| 7

9 —(x+222) T+ (2% + 2) k.
xz—yz y2+x22 zQ—xy

o =
oy

rot F(z,y,z) =

Quindi
/w—/ro‘cF uq>da—// (rot F)(®(x,y)) - Pu(z,y) A Oy(z,y) dedy

// 2+ 3y + 9% dxdy—// (2 + %) dzdy
2m
:2area(D)+/ dvﬂ/ g2sin279gdg:27r—|——:—,
0 0 4 4
(9) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie z = 1 — 2z — y, (z,y) € D = {(x,y) € R? :

0<y<1-—210<uz <1}, che soddisfa *S = v. Una rappresentazione parametrica di S &
O(z,y) = (z,y,1 —x —y), (z,y) € D, esi ha

q)m(x,y) A (I)y(xay) =

O =Sy
— O )
|
—_
|
=y

o)

Inoltre F(z,y,2) = (22 + y2) 7+ (2 + 22) 7+ (22 + z2) k, per cui si ha

7 7 k
rot F'(z,y,z) = a% a% % =—2z1—2x)—2yk.
24y 2422 a2+



Quindi

/Vw:/SrotF-ucpda://D(rotF)(@(x,y))-@m(x,y)/\q)y(x,y) dwdy

= // —2dxdy = —2area(D) = —1.
D

Svolgimento esercizio 7

(1) Siha div ﬁ(m, y,2) = 3x% + 3y? + 322, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

/ﬁ-ﬁeda:/// divﬁ:/// 3(z% 4 92 + 2°) dedydz
S D D
. 1 1 1 1 1
@ 6/ CCQdCC/ dy/ dz:6[—x3] =2,
0 0 0 3 o

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(2) Siha div F(z,y, 2) = 2(z 4+ y + 2), per cui, dal teorema della divergenza, si ha

/_)-ﬁeda:/// divﬁz/// 2(x +y + 2z) dedydz

s D D
. 1 1 1 1
(:)2/0 zdz//zdxdy:Q/O z-szdz:QW[ZzﬂO:g,

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio, e E, = {(x,y) € R? : 22+y? < 22}.

(3) Siha div F(z,y,2) = 3(22 + 32 + 22), per cui, dal teorema della divergenza, si ha

T 2 1
/ﬁ-ﬁedaz/// divﬁ:/// 3(m2—|—y2+22) dﬂ:dydz(g?)/ dgp/ dﬁ/ Q2-Q2Singpd9
S D D 0 0 0
1

T 11 12
= [—cosgo}o <27 - [gg ]0: gﬂ',

dove in (a) si € usato il cambiamento di coordinate x = pcos¥sin p, y = psin¥sin p, z = g cos .

(4) Si ha div ﬁ(m, y,z) = x? + y2, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

’ ’ (@ Loty
/F-ﬁeda:/// divF:/// (2% 4+ 9?) dedydz = //(x2+y2)dmdy/ dz
S D D C 24/ x24y?
2T 1
=//(662+y2)(1+$2+y2—2\/w2+y2)dﬁvdy@/ dﬂ/ 0°(1+ 0> — 20) odo
C 0 0
1 2 1 gl o«
B N - BTN ] R
”[49 5¢ +69]o 307

dove in (a) si & posto C = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}, e in (b) si & usato il cambiamento di
coordinate x = pcos 1, y = osin .

14



(5) Si ha div F(m, y,z) = y/x2 + y2, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

1
/ﬁ-ﬁedaz/// divﬁ:/// Vx? + y? dﬂ:dydz@/ dz// V2 + y?dxdy
S D D 0 C

/2 2 cos /2 1 2 cos /2
® / dq?/ 0’ do = / [—93] dy = §/ cos® ¥ dv
—r/2 0 —n/2 137 0 S

:§/ (1—Sin219)cos19d79(:)§/ (1—t2)dt:§{t——t3] :3—
3 —7T/2 3 -1 —1

dove in (a) si & posto C = {(z,y) € R? : (x — 1)2 +y? < 1}, in (b) si & usato il cambiamento di
coordinate z = gcos ¥, y = psin®, e in (¢) il cambiamento di coordinate t = sin ).

(6) Si ha div F(z,y,2) = 3(1 — /22 + ¢2), per cui, dal teorema della divergenza, si ha
/Sﬁ-ﬁedaz/// divF = /// Va2 + 2 ) dzdydz
:3V01(D)_3/0 dz//[OHQ\/dedy@?)—G/E\/dedy
G 3—6 " dﬁ/l/COSﬁ;2dQ:3—6/W/4 [19‘9’}1/00519ch9:3—2/7T/4ﬂ
0 0 o L3 0

0 cos3 ¥
/4 . V2/2
—3- 2/ sV 9 9g / dt
o 0 (

1 — sin? )2 1 —2)2
(d) 1 1 7v2/2 1 [t — 1] 2t 1V2/2
L T S U NS T
5| ~loglt =1l Hloglt+1/ =37 2L r1 T 1-2lo
1
:3—|—§log(3—2\/§)—\/§,
dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio e E := {(z,y) € R?: 0 < y <

z,0 <z <1}, in (b) il cambiamento di coordinate = pcos?, y = gsind, in (c) il cambiamento di

coordinate t = sin 4, e in (d) la decomposizione ﬁ =—15+1 ﬁ +ia7 1 ﬁ

(7) Si ha div ﬁ(m, y,2) = 3z + 12y% + 1, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

/ﬁ-ﬁedaz/// divﬁ:///(3x2—|—12y2+1) dxdydz
S D D

i 2 1
(g)/ dgo/ dﬁ/ (12@2 cos? ¥'sin? ¢ + 120> Sin219sin2g0—i—1) - 2V/2 % sin p dp
_4\/_77/ [EQ sin® gp+3g smgp} o dg0—4\/_7r/ (5 (1 — cos? gp)smgp+§smgp>dgp

48 4+/2 48 1 ;71 8v2 232
i \/—71'/ (1—t2)dt+iﬂ-|:_COS(p:|7r:—\/—W[t—_t3] _i_i—ﬂ_:
) 1 3 0 ) 3 1- 3 15

™,

dove in (a) si ¢ usato il cambiamento di coordinate z = 2pcos Jsin p, y = psinVsinp, z = V20 cos o,
e in (b) il cambiamento di coordinate t = cos .

15
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(8) Si ha div F(x,y,2) = (y — x)e* Y, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

F i, do /// div F = /// )e* Y dzdydz
S
// $+ydmdy/ dz—// y? — 22)e® Y dady
(b) s Ll —
——5//[072} ste® dsdt = 2[225}0 [(s—l)e}o——e -1,

dove in (a) si & posto C := {(:C,y) ER?: |yl <z <2—|y|}, ein (b) si & usato il cambiamento di
coordinate x = S+t, y =55t — dady = —% dsdt.

O

Svolgimento esercizio 8

(1) Possiamo aggiungere una superficie Sy ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter applicare
il teorema della divergenza Ad esempio, poniamo D := {(x,y,2) € R3 : 0 < z < 1 — 22 — ¢?},
Sy = {(x,y,0) € R? : x? —|— y? < 1}, di rappresentazione parametrica ®(z,y) = (z,y,0), (z,y) €
C = {(z,y) € R? : 2% + y* < 1}, e orientata da iy = @, A ¢, = k. Allora 8D = S USy, e,
poiché divF = 0, otteniamo

/ﬁ-ﬁeda:/// div F + ﬁ-ﬁoda://(x+y)dxdy:o.
S D So C

(2) Possiamo aggiungere una superficie Sy ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter applicare
il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(z,y,2) € R3 : 22 +y? + 22 < 4,2 > /3},
Sy = {(z,9,v3) € R® : 22 + 9% < 1}, di rappresentazione parametrica ®(x,y) = (z,y,v3),
(z,y) € C:= {(z,y) € R? : 22 +y? < 1}, e orientata da fig = &, A ®, = k. Allora &7 D = ST U Sy,
e, poiché divF = 0, otteniamo

27 1
/F-ﬁeda:/// div F + F-ﬁoda://(m+y2)dmdy:/ dq?/ 0% sin? ¥ pdp
S D So C 0 0

:/O%yh }dvﬂ— [0-%3@@}?:%.

(3) Possiamo aggiungere una superficie Sy ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter applicare
il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(z,y,2) € R? : 22 + 32 + 22 < 1,y < 0},
So := {(x,0,2) € R?: 22 4 22 < 1}, di rappresentazione parametrica ®(z,2) = (z,0,2), (z,2) €
C :={(x,2) € R?: 22 + 22 < 1}, e orientata da fig = &, A ®, = —7. Allora *D = ST U Sy, e,
poiché divF = 3, otteniamo

4
/F neda—/// d1vF+/ F. fip do = 3 vol(D //dedZ—é-—ﬂ'ZQﬂ'.
So 2 3

(4) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S; ad S per ottenere una superficie Chiusa e poter
applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(z,y,2) € R3 : 22 + y? + 22 <
9,0 <y <2}, S := {(£,0,2) € R®: 22 + 22 < 9}, di rappresentazione parametrica ®°(z,z2) =

16



(7,0,2), (2,2) € Co := {(x,2) € R? : 22 + 22 < 9}, e orientata da g = ®) A Y = -7, e
Sy = {(z,2,2) € R?: 22 + 22 < 5}, di rappresentazione parametrica ®!(z,z2) = (x,0, 2), (z,2) €
Cy = {(x,2) € R?: 22 + 22 < 5}, e orientata da fi; = ®L A &L = —7 Allora 07D = ST U ST U ST,
e, poiché divF = 0, otteniamo

/F neda—/// divF — F g do + ﬁ-ﬁlda:// zdxdz—// zdxdz(i)O.
S1 Co @]

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(5) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S7 ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter

applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(z,y,2) € R3 : %xQ + %yQ +

22 <1,0<2< @}, Sy := {(z,y,0) € R3 : %xQ + %yz < 1}, di rappresentazione parametrica
®(x,y) = (z, y,O)7 (z,y) € Co == {(z,y) € R?: £a? 4+ 1y? <1}, e orientata da iig = ®I A Y = k,
e S = {(z,y, %5 ) €R3: 1—163:2 + 12y* < 1}, di rappresentazione parametrica ®'(z,y) = (z,v, @),
(x,y) € Cyzp = {(z,y) € R?* : &2 + 1y% < 1}, e orientata da ii; = ®L A P, = k. Allora
OtD = ST uS; UST, e, poiché div F' = 1, otteniamo

/ﬁ-ﬁedaz///divﬁ+ ﬁ-ﬁoda—/ﬁ-ﬁlda
S D So S1
V3/2
:/ dz // dxdy+// O0dxdy — // —dxdy
0 C. Co C

V3/2

V3/2 V3
(@) 3
= /0 area(C,) dz — > area(C /3/5)

A

V3/2
@877/ (1—-2%) z—7r\/_—87r[z——
0 3

dove in (a) si & posto C, := {(z,y) € R? : £a? + 13> < 1— 2%}, e in (b) si & usata la formula
area(C,) = 8m(1 — 22) che da l'area dell’ellisse.

(6) Possiamo aggiungere una superficie Sy ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter applicare
il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(pcosd, osin¥,z) € R? : 9 € [0,27],0 €
[0,1),1 — 0 < z < 2}, e Sy := {(n,y,2) € R3 : ﬂ:z + y2 < 1}, di rappresentazione parametrica
O(z,y) = (2,9,0), (z,y) € Cy = {(x, y) € R? : 2% + y? < 1}, e orientata da 7lg = &, A D, = k.
Allora 07D = St U S, e, poiché div F' = 0, otteniamo

/ﬁ.ﬁeda:/// div F — F.ﬁoda:—// 0 dzdy = 0.
S D So C

(7) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S7 ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter

0, z € (0,7,
applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo f(z) := < [ 7;] D =
sinz, €[, 57,

{(ocos®, psin®, z) € R3: 9 € [0,27], 0 € [0, 37, f(0) < 2 < 1}, Sp := {(2,9,0) € R®: 22+y? < 72},
di rappresentazione parametrica ®°(x,y) = (z,9,0), (z,y) € Cy := {(z,y) € R? : 2% + ¢? < 72},
e orientata da 7y = ®% A <I>2 =k, S1 = {(x,y,1) € R® : 22+ 92 < %772}, di rappresentazione
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parametrica él(f,y) = (z,y,1), (z,y) € C1 = {(z,y) € R? : 2% + y* < 272}, e orientata da
= oL A q); = k. Allora 0*D =S~ US; U Sif, e, poiché div F = 0, otteniamo

/F-ﬁida:—///divﬁ—/ﬁ-ﬁoda—i— F-ﬁlda:—// dmdy—i—// dzdy
S D So S1 Co C1

25 5 5 21 4

= area(C}) — area(Cp) = LT =
(8) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S7 ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter
0, € (0,7,
applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo f(z) := { z € [0,7] D =
sinz, x € [rm,3n],

{(0cos ¥, gsind, z) € R3 : ¥ € [0,27],0 € [0,37], —/972 — 0% < 2z < f(0)}, So := {(z,y,0) € R3:
2?2 + 9% < 7%}, di rappresentazione parametrica ®(z,y) = (z,9,0), (z,y) € Cy := {(z,y) € R? :
2?2 4+ 9% < 7%}, e orientata da 7ip = ®% A <I>2 =k, S1:={(z,y,2) e R3: 22 + ¢y + 22 =972 2 < 0},
di rappresentazione parametrica ®!(x,y) = (x,y, —/972 — 22 — y2), (x,) € O := {(z,y) € R?:
22 4+ y? < 972}, e orientata da 7} = ®L A <1>1 L 77— 4 T+ k. Allora 9t D =

\/QWQ,xQ,yQ \/QWQ,xQ,yQ

St USF UST, e, poiché div F' = 0, otteniamo

/ﬁ-ﬁeda:/// div F — ﬁ-ﬁoda+/ Foiyde @ _ ﬁ-/%da+/ F.iiydo
S D So S1 So Sa

=— // dxdy + // dxdy = area(Cy) — area(Cy) = 97° — n° = 8n°,
Co Co

dove in (a) si ¢ usato il fatto che F ha divergenza nulla per sostituire il calcolo del flusso attraverso
S1 con quello attraverso Sy := {(z,,0) € R? : 22 + 32 < 972}, di rappresentazione parametrica
®%(z,y) = (2,4,0), (z,y) € Cy := {(z,y) € R? : 2® + y* < 7}, e orientata da iy = P2 A B2 = k.
(9) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S; ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter
applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(pcos ¥, (1 + gsin}) cos ¢, (1 +
osind)sinp) € R3: 9 € [0,7],0 € [O 1],¢ € [0,7]}, So = {(z,9,0) e R3 : 22 + (y — 1) < 1,y > 1},
di rappresentazione parametrica ®°(z,y) = (z,v,0), (z,y) € Cp := {(33 y) € R? : 22 + (y — 1)2
1,y > 1}, e orientata da ip = ® A @) =k, Sy == {(z,y,0) € R® : 22 +(y+1) <l,y < -1}, di
rappresentazione parametrica ®!(z, y) = (2,9,0), (z,y) € C1:={(z,y) € R?: z +(y+ 1)2<1,y<
—1}, e orientata da 7i; = ®L A <I>1 = k. Allora D = St U Sy UST, e, poiché div F = 1, otteniamo

/ﬁ-ﬁeda:/// div F + F-ﬁoda+/ ﬁ-ﬁlda:VOI(D)—i—// dedy—l—// 0 dady
S D So S1 Co Gy

™ ™ 1
@/// g(l—l—gsinﬂ)dgdvﬂdap:/ d(p/ dvﬂ/ o(1+ psind) dp
0
/ dgp/ —0?+ = Q smt?] dy = / [119—%cosﬁrdgo:§7r+1w2,

dove in (a) si & posto T := [0, 1] x [0, 7] x [0, 7], e si & usato il fatto che lo Jacobiano del cambiamento
cos ¥ sin ¥ cos sin ¢ sin @
di variabili (z,y,z) — (0,9,¢) ¢ J(0,¥,p) = |—0sin¥ ocos cos ¢ ocos¥sin =
0 —(1+ psind)singp (14 psind)cos

o(1+ osin?).
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