Analisi Matematica 11
Integrali superficiali

Esercizio 1. Determinare una rappresentazione parametrica delle seguenti superfici

(1)

(2)

(3) 22 =a? + 492,

(4) 2®+y* =1,

(5) 22—y =1,2>0,
(6) 2 +y* + (2 —1)* =9,

(7) 22 +4(y —1)2 + 922 =4,
(8) 22 +4y? — 922 = -1, 2 <0,
) @17 +y? -2 =1

Esercizio 2. Determinare un vettore normale, la retta normale e il piano tangente, nel punto

Py = (0, Y0, 20) indicato, alle seguenti superfici
®(u,v) = (u,v,uv), in (1,1,1),
(u,v) = (u+v,u—v,u* +2?),in (1,1,1),
®(u,v) = (u? + v, u? — v?, w), in (1,1,0),
(u,v) =
(u,v) =

(1)
(2)
3)
(4) @
(5) @
(6)
(7)
(®)
9)

U, v (Coshucosv cosh u sin v u) in (1,0,0),

(u2 COS v, U, U smv) in (1,1,0),
22 +y? + 22 =1,in (1,0,0),

2?4+ y?—22=1,in (1,1,1),

2?2 4+y%? =1, 1n (1,0,0),

z =22+ 9% in (1,0,1).

Esercizio 3. Calcolare I’area delle superfici seguenti

Esercizio 4. Calcolare i seguenti integrali superficiali

(1) / y? do, dove S ¢ il grafico della funzione z = 222+y? sull'insieme D = {(z,y) € R?
S

1

(1) == v3EG, (5,9) € [1,2P

(2) 2=z +y? (z,y) € [0,1]?

(3) z=arctg ¥, (z,y) € {(z,y) eR?: 1 <a? +y* <4, |y| <z},

(4) ®(u,v) = (w,u+v,u—v), (u,v E{uv )ER?:u? +0? <1,u>0,v>0},
(5) @(u,v) = (ucosv,v,cosv), (u,v) € [0,1] x [0, 7],

(6) ®(u,v) = (logu,logv,u), (u,v) [% %] x [1, €.

s w? 4 4y §4},



2 T do, dove S ¢ il grafico della funzione z = 22 + y? sull’insieme D = {(z,y) € R? :
4z +1
s Vaz

$2+y2—y§0,$§0},

®) /S V1 +siny

(u,v) € {(u,v) eER?*: 0<u<3,0<v<u},

do, dove S ¢ la superficie di equazioni parametriche ®(u,v) = (u COS U, U, COS v),
(4) /(:c2 +4?) do, dove S ¢ la superficie di equazioni implicite 2 + > = 22, 0 < z < 1.
S

Esercizio 5. Calcolare, usando la definizione, il flusso del campo vettoriale F attraverso la superficie
ST, dove

(2) F = yziT+ 27+ xyE, eS={(v,y,2) ER3:2+y+2z=1,2>0y>0,2>0}, orientata in
modo che la prima componente del versore normale sia negativa,

(2) ﬁ(x,y,z) =2yr+ 2z 7+ 3yE, eS= {(x,y,z) eERP:z=22+14%0<2< 2}, orientato in modo
che il vettore normale in (0,0, 0) abbia terza componente positiva,

(3) F=ay7T+a27+ (1+yz)k, e S ¢ il grafico della funzione z = 22 + y? sull'insieme D = {(z,y) €
R? : 22 + 32 < 4}, orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente negativa,

(4) F = 22T+ 127+ 2k, e S = {(z,y,2) € R¥ : 2 = 1 — 22 — % z > 0}, orientata nel verso della
normale interna al paraboloide,

(5) F=yzT+zzj+ayk,eS= {(z,y,2) eR3: 22 + 92+ 22 = 1,2 > 0,y > 0,z > 0}, orientata in
modo che la seconda componente del versore normale sia negativa,

(6) F =27, ¢S ={(z,y,2) € R} : 22 + 42 + 422 = 1}, orientata nel verso della normale esterna
all’ellissoide.

Esercizio 6. Calcolare (usando il teorema di Stokes) i seguenti integrali curvilinei

(1) / zdr+z%y dy+x2° dz, dove S ¢ la superficie laterale del solido T' = {(z,y, z) € R3 : 22 4+y% <
ots
1,0 < z < 3 — z — 2y}, orientata secondo la normale esterna a T,
(2) / (2% +9°) dx + (zy® + y*) dy + (x2 — 22*) dz, dove S ¢ il grafico della funzione z = y, definita
ots
suD = {(z,y) € R* : 2% + y* < 2z},
(3) / 22 de+ 22 (x—1) dy+ (y+zy+227) dz, dove S ¢ il grafico della funzione z = 1+ zy, definita
ots
suD = {(z,y) eR?:2? +y* <1},

(4)/ Tydz+ (1455 dy + (ay? + 2°) dz, d 224y =1
z'ydx x z”)dz, dove v =
o Y v Y 7 z =2y + 3sin(z? + y?)

che la sua proiezione sul piano z = 0 sia percorsa in senso antiorario,

, orientata in modo

4z + 22 =4
(5) /yszm+3z2dy—3xdz, dove v = e 5 o
~ y = log(1 + 2x° 4 2°)

proiezione sul piano y = 0 sia percorsa in senso antiorario,

, orientata in modo che la sua



2 2 Y422 =4 : : .
(6) —3zdzx + 3" dy + yz* dz, dove v = 22 , orientata in modo che la sua proiezione
sul piano z = 0 sia percorsa in senso antiorario,

(7) /(x +y)dz + (2° + y)dy + (x +y + 2°) dz, dove (t) = (cost,sint,sint + cost), t € [0,2n),
g

(8) /(562 —yz)dz + (y* + 22%) dy + (2* — zy) dz, dove v(t) = (cost,sint, 1 + sin t), t € [0, 2n],
g

(9) /(ﬂv2 + ) dx + (% + 2%) dy + (2 + 22) dz, dove v & il perimetro del triangolo di vertici (1,0,0),
v

(0,1,0), (0,0,1), orientato in modo che il vettore tangente in (%, %,0) abbia prima componente
negativa.

Esercizio 7. Calcolare il flusso del campo vettoriale F uscente dalla superficie del solido D, quando

(1) F(z,y,2) =237+ 1337+ 23k, e D = [0,1)3,

(2) (ac y,2) = 22T+ y2 7+ 22 k,e D= {my, €R3:22:x2+y2,0§z§1},

(3) F(z,y,2) =237+ 137+ 23k, e D = {(z,y,2) eR3: 2? + y? + 22 < 1},

(4) F(z,y,2) = 2T+ 22y T+ y?zk, e D = {(x,y,z)€R3:2\/x2+y2§z§1+x2+y2},

(5) F(z,y,2) =yT+ a7+ 2/22 + y2k, eD:{xy, ER¥:2? -2z +9y*<0,0<2z< 1},
(6) F(z,y,2) =a7+2yT—32/22+ 2k, e D =[0,1?,

(7) F(z,y,2) = 23T+ 437+ 2k, e D = {(z,y,2) €R3:x2+4y2+222§4},

(8) Fla,y,2) = yerVi— 2+ oyF, e D= {(r,5,2) € [y <z <2 |y, 0< 2 <z +y).

Esercizio 8. Calcolare il flusso del campo vettoriale F attraverso la superficie ST, dove

(1) F(z,y,2) = (y+2)T+ (z +2)7+ (& + y)k, ¢ S & la porzione di paraboloide di equazione
z=1—2%—y? 2 >0, e orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente positiva,

(2) Flz,y,2) = (y+2*) T+ (z+2?) Fre+y?) ke S = {(2,y,2) € RO 1o 4y + 22 =4, 2 + 42 < 1, 2 > 0},
e orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente positiva,

(3) ﬁ(w,y,z) =xi’+ys+ zE, e ST ¢ la parte di superficie sferica unitaria con centro nel punto
(0,0,0) giacente nel semispazio y < 0, e orientata secondo il versore normale esterno 7i.,

(4) F = yi+ 27+ (z —y)E, eS = {(x,y,z) ER?: 2?2492 +22=9,0<y< 2}, e orientata in modo
che il vettore normale in (\/g, V3, \/§) abbia prima componente positiva,

(5) F = Y27+ zE, e ST ¢ la superficie dell’ellissoide % + y; + 22 = 1, compresa tra i piani z = 0 e
f

z = %=, e orientata secondo la normale esterna,

(6) F = y7+ 7, e ST ¢ la superficie aperta, orientata in modo che il vettore normale in (0,1,1) abbia
seconda componente positiva, e generata dalla rotazione di 27w intorno all’asse z della poligonale
giacente nel piano yz, che congiunge i punti (0,0,1), (0,1,0) e (0,1, 2),



(7) F= T+ E, e S ¢ la superficie, orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente
positiva, e generata dalla rotazione di 27 intorno all’asse z della curva « di equazioni y = u, z = sin u,
5
u € [m, 57,

(8) F= T+ E, e S ¢ la superficie, orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente
positiva, e generata dalla rotazione di 27 intorno all’asse z della curva « di equazioni y = u, z = sin u,
u € [m,3n],

9) F= yi+2z7+ zE, e ST ¢ la superficie, orientata in modo che il vettore normale nel punto (0,0, 2)
abbia terza componente positiva, giacente nel semispazio z > 0, e generata dalla rotazione di un
angolo 7 intorno all’asse z della curva chiusa regolare a tratti v = 1 Uy, dove v1 = {(z,y,2) €
R3: 224+ (y—1)2 =1,y > 1,2 =0} e ¥, ¢ il segmento tra i punti (1,1,0) e (—1,1,0).



