Analisi Matematica I1
Integrali doppi e tripli

Esercizio 1. Calcolare i seguenti integrali doppi

W // @y dady, dove D = {(,y) ER*: 0 <w < 1,1 <y <0},
D
@ - 0,1] x [1,2
2 // ——— dxdy, dove D = [0,1] x [1, 2],
p (y+1)?
(3) //Dsinxcosydxdy, doveD:{(ﬂ:,y)GRQ:nggw,Ogygﬁ}’
W //Dewdmy’ dove D = {(z,y) eR?:0<z < 5,0<y <7},

}

N[

1
) //Dl—:c—ymydxdy’ dove D= {(z,y) ER*: —3 <2 < 5,0<y<
1
(6) // m dzdy, dove D ¢ il triangolo di vertici (2,1), (1,2),(1,0),
D rTy
(7) // x(y + sin(my)) dxdy, dove D ¢ il triangolo di vertici (2,1), (1,2), (1,0),
D
(8) // z2e™ dxdy, dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0), (1,1),
D
9) // z2e™ dxdy, dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (—1,2), (1,2),
D
(10) // e’ dzdy, dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (—1,2), (1, 2),
D
an // wydady, dove D = {(z,y) ER?: 1 <2 <0,—2® <y < 1+a},
D
(12) // (2 4+ y) dady, dove D = {(z,y) e R?: -1 <2 <1,0 <y <1-—2?},
D
(13) // eV dady, dove D = {(z,y) ER*: 2> 0,2 <y < 2— 2},
D
(14) // z? dxdy, dove D = {(x,y) eER?2:0<z<2msine <y <1 —i—sinm},
D
(15) // dexdy, dove D = {(x,y) eER?2:0<z<2msinz<y<l1 —|—sinx},
D
(16) // sin(x + y) dedy, dove D = {(x,y) € R*: 0 <2 < 5,0 <y <z},
D
1 // yeose dedy, dove D = {(a,y) € R?: 0 <2 < y? + 7,/ <y < 27},
D

Esercizio 2. Calcolare i seguenti integrali doppi

dady, dove D = {(z,y) € R* : =1 <2 < 1,0 <y < 3},

1) //lw%



1
2) // mdxdy, dove D = [0,1] x [1,2],

1—
// 32° 5 dzdy, dove D = [0,1] x [1,2],

x—y+6
1—
// 3 dxdy, dove D = [0,1] x [1,2],

) ——  dzdy, dove D = [1,2] x 0,1
) [ gy dedy. dove D= (1,2 x 0.1]
T
O r——— D=11,2 1
) [ gy dady, dove D= [1.2]x 0.1
1
R B ea— D=11,2 1
) [ gy dodu dove D = [1.2)x .1

T
R B Sa— D=11,2 1
) [ gy dody. dove D = [1.2] x 0.1),

9) // log(x + y + 5) dedy, dove D ¢ il triangolo di vertici (-2, 1), (1,1), (-2, —2),

(10) // dzdy, dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1, 1), (1, —1),
DY+ 2x +1

11 ————— dady, dove D = R?:0<2<1,0<y<2

( )//D(1+x+y)2wy, ove {(z,y) € <z<1,0<y<2/z},

(12) // z(y + sin(my)) dedy, dove D = {(z,y) e R?: 0 <2 < 1,0 <y < 2/z},
D

(13) // zy dxdy, dove D = {(:c,y) ER?: —1+cosy<z<1—cosy,0<y< 277},
D

(14) // (x — 1)|y| dzdy, dove D = {(:U,y) ER2: 1< |z + |y < 2},

) </ 2x+y+1dy>dx
1

/ </ d>dm,
1 NE

/0 (/ 2 +2x—|—1d>dx’

// dacdy, dove D & I’insieme limitato dalle curve y = 22 e y = 2z + 3,
(19) // ———dxdy, dove D ¢& l'insieme del piano limitato dalle curve y = 2% e y = 2z + 3,
1
(20) // Gr—yisy dzxdy, dove D & 'insieme limitato dalle curve y = 2% e y = 2x + 3,

1-3
(21) / / v’ 5 dedy, dove D e l'insieme limitato dalle curve y = 2> ey=2x+3,
2x —y + 8)2



1-3
(22) // v dxdy, dove D & 'insieme limitato dalle curve y = 22 e y = 2z + 3,
20 —y+8

Esercizio 3. Calcolare i seguenti integrali doppi

1) //D\/:mdxdy, dove D = {(z,y) € R* : 2* + y? < 3},

2) //D2:Bydxdy,doveD:{(:n,y)GRQ:x2+y2<9,y>x,w<0},

3) //D’i’dﬂvdy,doveD:{(x,y)6R2:1§m2+y2§16,0§x§|y‘}»
4) /Did:xdy,doveD:{(x,y)€R2:1§x2—|—y2§4,—x§y§x},

) [[ &= dsdy, dove D = {(wy) € B2 502442 > Lla] <20] <2},
D

4 Var—x?
o [ ( ViR dy )
0 —V4x—zx2
2
T dxdy, dove D & I'insieme limitato dalle curve 22 + 32> =1 e 22 +y?> =9,
p 22+ y?
2
) // 72::_ 3 dxdy, dove D e I'insieme limitato da 2+ (y — 2)2 — 4 ed esterno a z2 + y2 =4,
DZ Yy
) / |xy| dxdy, dove D & l'insieme limitato dalle curve 224yt =lex?+y?>=9,
D
(10) / / |zy| dzdy, dove D insieme limitato dalla circonferenza di centro (0, 3) e raggio 3,
D
(11) / |zy| dxdy, dove D & l'insieme limitato da 22 + (y — 2)? = 4 ed esterno a 2% + y? = 4,

|90?/|€x i S Tl s 2 2 2 2
(12) dxdy, dove D & l'insieme limitato dalle curve 2 +y“=1e 2 +y° =9,
D

x +y
(13) / |a:y2|e+2 dzdy, dove D & I'insieme limitato da 22 + (y — 2)? = 4 ed esterno a 22 + 32 = 4.
D IT"TY
14 23y drdy, dove D = {(x,y) € R? : 22 + 1y? < 2,y > 22},
b 4
(15) /D ly| dedy, dove D = {(z,y) € R? : 2% + ;¢ < 2,y > 2z},
(16) [[ @~ y)sin(e + y) dody, dove D = {(z,y) € B2 o] <y <2}
D

(17) / / (a2 — y?)sin(z + y) dedy, dove D = {(z,y) € R2: |yl <z <2 — |y},
D

(18) / vz +ydxdy, dove D & il parallelogramma di vertici (0,0), (1,2), (4, 3),(3,1).
D



Esercizio 4. Calcolare ’area delle seguenti regioni
(1) D={(z,y) eR*: -1 <z <1,2* <y <1},

(2) D= {(z,y) eR*: -1 < <2,2° <y <z+2},
(3) D={(z,y) eR*:0<2<2,0<y<2,2y <1},

1
(4) D:{(x,y)ERQ:4y2§$§2y,0§y§8},

(5) D ={(z,y) € R?*: (z* +y*) < 1627},
(6) D ={(z,y) € R*: 9 < z? +y* <8y},

1
(7) D= {(m,y) € R? :x2+1y2 <2,y > 230}.

Esercizio 5. Calcolare i seguenti integrali tripli

(1) //Dxiydwdydz,doveD—{(:):,y,z)eR?’:OSxS1,O§y§1,1§z§2},

(2) ///stiHchoszdxdydz,doveD:{(x,y,z)€R3:0<x<1,0<y<7r,0<z<g},
(3) ///[)2(m+y+z)d:ndydz,doveD:{(a:,y,z)€R3:O§$§1,0§y§1,0§z§1},
(4) ///D(ﬂs—l—y—i—z)dxdydz,doveD:{(:L‘,y,z)GRS:m2+y2§22,—1§z§2},

(5) ///[)(x3+y3+z3)d$dydz,doveD:{(:z,y,z)€R3:0§x,0§y,0§z,x+y+z§1},
(6) ///DVll_jdxdydz,doveD:{(x,y,z)€R3:0§x§y§z§;},

(7) ///D:ryZQd:zdydz,doveD:{(x,y,z)ER3:0§z§1,—x§z§x,x+z§y§4},

(8) ///($2+y2+z2)dxdydz7 dove D = {(z,y,2) €ER*:0<2<1,0<y<1l-2 0<z
D

X
(9) ///Dmd:vdydz,doveD={(m,y,z):ngsl; 0<y<m 15 <a?+y? <1},

2z arctg(y/x) 3 '
(10) ///D CENTITE cos( )da:dydz, dove D = {(z,y,2) e R°: 0 < 2<1; 0<

;15 < 2? +y® <1},

(11) ﬂ/ x (deydz7 dl)Ve l ) — {(.f, y7 Z) S R X + y 22 < }’
D 2 2 1
(12) ﬂ/ (y — 3) dl‘(“/dZy dOVe 1) = {(137:[/’ Z) & RS : :[;2 + y2 22 < }’
D 1
(13) /// €T ydxdde, 1|1Hre l) — {(xayv Z) c R3 . 1'2 + yQ 22 < ,O < y < }7

4

IN

IN



(14) ///( 1+$2+y —|—m—1> dzdydz, dove D = {(z,y,2) € R3: (x — 1)2 +y? + 22 < 1},

2z 3
(15) /// (e +z2(x—1)% + —1—(1:—1)2—{—(3,//2)2—{—22) dxdydz, dove D = {(z,y,2) € R® : (z —
+ 12+ 22 < 1)

Esercizio 6. Calcolare il volume delle seguenti regioni

1) D= {(z,y,2) e R¥: 2> +¢* +2* < 4,2 > 1},
w,y,z)€R3:x2+4y2—9z2§1,—1§z§1},

z,y,2) ER? 1 a? +y? + 22 <d,2” +y* < 1},
x,y,z)€R3:x2+y2§1,0§z§x2+y2},
azjy,z)€R3:$2+y2§1,—1§z§x2—y2},
x,y,z)€R3:x2+4y2+9z2§1},

T,Y, 2 €R3:x2+y2+z2Sl,zzo,x2+y2—|—(z+1)222}.

~—~~ I~ N N

Esercizio 7. Calcolare i seguenti integrali impropri

to 12
1) // %dxdy,doveD:{(w,y)GRzr\/mﬁyﬁl”x‘gl}’
D

t
2) //D arZngda:dy, dove D = {($79)5R2 VIl <y <Lzl < 1}’
3 /1 /\/5 Ly de

——dy ,
vz (y?+a)?

2)
// x+—i—2 )1yl dxdy, dove D e l'insieme limitato dalle curve z = %(y2 —1)exz =0,
pYy?

2)
// T y dxdy, dove D & l'insieme limitato dalle curve y = \/z e y = =z,
p Y2+ 2z

V2zx—x? 1
6 / ———dy | dx
( ) 0 T AV y2 + x2

2
7) / / % dxdy, dove D ¢ l'insieme limitato dalla circonferenza di centro (0, 3) e raggio 3,
DI TY

re+y
(8) / \xy2|e+2 dzdy, dove D ¢ l'insieme limitato dalla circonferenza di centro (0, 3) e raggio 3,
D I°TTY

2
(9) // \/idmdy, dove D & l'insieme limitato da x2 + 42 = 4 ed esterno a z2 + (y — 1)2 = 1,
D Yy
(10) // )f‘ dxdy, dove D e 'insieme limitato dalla curva ixQ + y2 — 4.
D'Y

oty
(11) // e==v dxdy, dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0), (0,—1),
D

5



(12) // log ty da:dy, dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0),(1,1),

(13) // dxdy, dove D & il triangolo di vertici (—2,2), (2,2), (-2, —2),
D /]yl

) // zydudy, dove D ={(z,y) eR*:0 20,0 <y < e},

— T2
(15) // 1+$6 y)d:vdy,doveD—R,

1
dxdy, dove D = {(x,y) € R?: 2 >0,y > 0},
)// 2+:1:2+y2)\/:m Y =) v =0
x2y’e” 2
(17) // 332+ 5 da:dy,doveD—]R,

dxdydz
(18) ///szz, dove D = {(z,y,2) e R3: 0 <z < 1,y §x,1§z§ﬁ}.

(19) /// V1—a? - 42 — 22 dadydz, dove D = {(z,y,2) € R®: 2° +4y® + 2% < 1,2 > 0}.

e

2
_ 3. 2,2
o; dxdydz, dove D = {(z,y,2z) € R°: 2 > z* + y°}.




