Studi di funzione, invertibilita, Taylor

1. Studiare le funzioni elencate:dominio di definizione; asintoti; crescenza e de-
crescenza; punti di non derivabilita, max/min locali; convessita.
(@ f)=x*In(x) ; f(x)=x*In(1+2)
(b) f(x)=(x%—4x+1)**?2
() f(x)=xe *In(x)
d) f(x)= x2 arctan(%)
e fx)=x*-8x3+18x*—x+1
) fw=e"—x* ; fx)=e"—5x* ; f(x)=e"-3x"

f(x) _V |x—1](x+1)x2

X

(g
(h) fx)=e*—ax® , a>0
2. Calcolare il polinomio di Taylor ed il resto in forma di Peano delle seguenti fun-
zioni nel punto xj e all’'ordine N indicato nel testo
@ f(x)=sin(-x?) , xp=0, N=7 [~x2 + 128 + 0(x)]
(b) f(x)=(cos(x+2x*)?, xp=0, N=4 [1—-x2—4x% — L xt 4 0]

(©) f(x)=sin(x?) , xp=1, N=3.
[sin(1) + 2cos(1)(x — 1) + (cos(1) — 2sin(1) (x — 1)? + — 1 (6sin(1) + 4 cos(1)) (x — 1) +
o((x=1)%)]
(d) f(x)=In@2x?) , xo=1, N=3.
In@)+2(x-1) - (x-D*+3(x-1)3+o0((x-1)3)
(e) f(x)=arctan(3x—-3)cosh(x—1) xp=1, N=3. Bx-1)-2x-13+o((x-1*]

) fx)=v2-x? xo=1,N=4.

I-(x-D-x-D?-x-13-3x-D*+o(x-1)H)]

(@ fx)= e~ %12 4 cos(x) Xo=0,N=2, N=4. [2-x*+ 3 x* + 0(x5)]
(h) f(x) =In(cos(-2x?)) , xp=0, N=5. [—2x% + 0(x%)]
(i) f(x)=(cos(x))*, xp=0, N=4. [1-1x3+0(x")]

3. Provare che le seguenti approssimazioni nel punto x

(a) f(x)=xarctan(x) —sin(x?) = —%4(1 +0(1)) X =0.
(b) f(x)= v2arctan(x/v/2) —sin(x) = g(l +0(1)) Xp =0.
(© f(x)=vZarctan(x—2)v2) - sin(x—2) = £27(1 4 o(1)) Xo =2.
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(d)
(e)
()
(8
(h)
@)
()
k)
)

(m)

f(x)=e**/2_1 —arctan(x) = —%(1 +0o(1))
fx) = xer 24— = =-x*1+0(1)

f(x) =cos™!(x) —cosh(x) = %4(1 +o(1))

f(x) =In(x) arctan(In(x) 1) — cos(x~!) = _31n£(x) (1+0(1))
f(x) = arctan(In(x)) + § cos(x)) = 5 (1 +0(1))

f(x) =In(1 + x)sin(x) - e*arctan(x?) = —3x*(1 + o(1))
fX)=Vx2+x+2-Vx2+x=x"11+0(1)

fO =V -—2+l-x+l=-l1+0(1)

fO=0+x2 —e¥ +e V=L 1 +0(1)

fx) = x* = xR = Ln(x)x3(1+ o(1))

X0 =0.

xo =0.

Xp =0.
Xo = +00
Xo=0"
X0=0
[xp = +00].
[xg = —0o0].
xo=0
X0=0

4. Calcolare i seguenti limiti e stabilire, in caso di infiniti o infinitesimi, se esiste
un ordine.

(@)
(b)
(©

(d)

(e)
()

(g
(h)

()
(k)

)

limy. oo X372 ( =l 1) + -

X e(x+x3 sin(1/x)) _
llmx—>0 x2
(x+x2 sin(1/x)) _ ,x
: e —e
limy_g P

2
X b3 2
arctan(*-)—7 cos(%)
Ly /1-L1
cos(x) \/1 2

3
cos(x+x%)+2xIn(1+x)—e 3%
N
cos(x?)—1

limy— oo

limx_,o
2 7l
1—(cos(x))“+e” x

arctan(sin(x2))—2x4

Zln( \2/cosh(x)]— 2 sin(x)

x(n(1-5x+x2))3

limx_,0+

limx—>0

xIn(x)-1In(x)
xeX~l—eX~1_x+1

(x-1) ln( v/

x*—1-In(x)

limx—>1

+(x-1)3

limx—>1

My oo VX + 23 + 22 — Vx4 + 13

lim 400 In(x) (€/x4 +x3+x2— Vi x3)

In(l-x)-In(—x)+1-v1-2/x

arctan(x)+7m/2+sin(1/x)

limy— oo

e’ [0,

[07, ordine 1/2].

nessun ordine].

[A]



. Calcolare gli asintoti a +oco delle seguenti funzioni e stabilire se, definitiva-
mente a +oo il grafico della funzione maggiora o minora 'asintoto:

(@ f(x)=vx>+3x+1
(b) f(x)=(x+2)ex
(© f(x)=In(e*+x)

. Sia f: (a,b) — R una funzione invertibile e derivabile due volte in (a, b) e tale
che f'(x) # 0 per x € (a, b). Dimostrare che f ~1 & derivabile due volte in (a, b) e

che
Y AaD)

O = gy Y

. Date le funzioni
f(x)=sinh(x) +x*+1 ; g(x) =arctan(x)—x* ; h(x)=e*+2(x—-1).

(a) Studiare gli insiemi in cui sono invertibili le funzioni f, g e h.
(b) Provare che f, g e h sono invertibili in un intorno del punto xy = 0.

(c) Calcolare lo sviluppo di Taylor all’'ordine n=2di f!, g~ ! eh™! nei punti
f(0),g(0) e h(0) ripsettivamente.

(d) Calcolare i seguenti limiti

flE+n® . glWosing+xd hlwee’
1 , lim i
=lE-DEE-D >0 xin(l =) 0 (k= DIn(x—1)



Qualche limite svolto

» Calcolare il limite N
e2In(1 + x) —sin(x)

x—0* ln(l + %) —ln(%)

Svolgimento.

Cominciamo con I'osservare che il denominatore presenta una forma indeterminata
oo —oo. Usando le proprieta algebriche del logaritmo, la funzione si puo riscrivere

e2 In(1 + x) — sin(x) B e? In(1 + x) —sin(x) 3 e2 In(1 + x) —sin(x)

ln(1+%)—ln(%)_ ln(%-)&) T InG3+)

flx) =

Di conseguenza per x — 0" il denominatore si approssima
In(1+x%) =x* + 0(x*) = x*(1 + 0(1)) .

Di conseguenza il limite che vogliamo calcolare € una forma indeterminata g. Per
quanto riguarda il numeratore, cominciamo sviluppando le funzion i che definis-
cono il numeratore fino al secondo ordine non banale, e vediamo sel’approssimazione
e sufficiente per risolvere la forma indeterminata. Usando gli sviluppi di Taylor in
x=0die* In(1 + x) e sin(x) si deduce che

2
X X
QX/2:1+§+H+O()C2),
, :

X 2
ln(1+x):x—?+o(x ),

3
. X 3
sm(x):x—§+0(x ).

Quindi
2 2 3
X X X X
e*?.In(1 + x) —sin(x) = 1+—+—+0x2)-(x——+oxz)—x+—+0x3
( ) (x) >t 1 (x) 2 (x%) 3l (x”)
=X x2+0(x2)+x2 x3+0(x3)+x3 X4+0(x4)+0(x3) x+X3+0(x3)
B 2 2 4 8 16 6
3 3 4 3
2, X 3, , X X 4 3y, X 3
=o(x)——+o0(x)+——-——+o0(x)+0o(x")+—+o0(x
(x%) 1 (x) 3 16 (x7)+o(x”) 5 (x”)
:o(xz).

Infatti, i termini di ordine minore od uguale 2 si cancellano, rimane un resto di ordine
2, 0(x?), e tutti gli altri termini sono o(x?). Questo non permette di risolvere la forma
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indeterminata presente nel limite ed indica che I'approssimazioni che abbiamo fatto
non sono sufficienti. Quindi dobbiamo andare ad ordini successivi. Si osservi, tut-
tavia, che il resto o(x?) presente nel calcolo precedente, deriva dal prodotto di o(x?),
presente nell’approssimazione di In(1 + x), con 1 presente nell’approssimazione di
e*'2 ossia

2 2
X X x
e*?.In(1 +x) = 1+—+—+0(x2))-(x——+0(x2))
2 4.2! 2
2 2,3 3 4

—x—x—+0(x2)+x——x—+0(x3)+x——x—+o(x4)+0(x3)
B 2 2 4 8 16

= o(xz)

Per cui, per risolvere la forma indeterminata sara sufficiente approssimare In(1 + x)
fino al terzo ordine non banale:

In(l1+x)=x x2+x3+0(x3)
B 2 3 '

Se inseriamo questa espressione nel conto di prima si ha

x/2 : x x 2 2 X 3 0 3
e’ Inl+x)—sin(x)={1+—-+—+o0ox)|- |x——+—+0(x°)|—x+— +0(x°)
2 8 2 3 6
? X3 ;. x> x xt A L 5 3 x3 3
=x-—+—+oX)+——-——+—+0xX )+ ——-——=+—=+o(x)+o(x")—x+—+o0(x)
2 3 2 4 6 8 16 24 6
3 5 13 xt A ; N 5
=—=+0x)——+—+0x)+——-—=+—=+0x")+0o(x’) + —+o0(x”)
3 4 6 8 16 24 6
B B B8 8 5
=—-——+—+—+0x")
3 4 8
Rl R o 3
=—-—+—+0(x")
3 8 6
3 3 3
=—-x"+o(x
3 (x7)

Quindi il numeratore € un infinitesimo di ordine 3. Di conseguenza si ha

e2In(1+x)—sin(x) _3/8x°*(1+0(1) _ 314 o(1) =0 g

ln(l+%)—ln(%) T xB3(+o(1) 8




» Calcolare il limite

x2 )C3
ln(l—x+7)+x—g

im 5 -
x—0 arctan(x4) — xsin(x)

Svolgimento

Si tratta di una forma indeterminata g. Studiamo separatemente il numeratore ed
il denominatore appossimando, ove possibile, le funzioni con il polinomio di Taylor.
Per quanto riguarda il numeratore osservado che (—x + x?/2) tende a zero possiamo
approssimare In(1 — x + x?/2) usando lo viluppo di Taylor di In(1 + x) per x — 0 a poi
sfruttare le regole di calcolo del polinomio di Taylor di funzioni composte. Cominci-
amo approssimando il logaritmo fino all’ordine 3:

2 3

6
[ 5)2lme3) rsboeg) ol 5] 5
=|l-x+—|-z|-x+—| +z|—x+—| to|l-x+—| +x——
2 2 2 3 2 2 6
) 1 X2\ 1 x2\® 3 x3
=l-x+—|-z|-x+—]| +=|—x+—| to(x)+x——
2 2 2 3 2 6
2 3 3
X X
=X+ (- -+ o) +x - —
2 3 6
2 22 B 13 5 B
= Xt——-——+———+0(XxX)+x——
2 2 2 3 6

213
dove si e sfruttato il fatto che o (—x + %) = 0(x>) e si sono trascurati tutti i termini di
ordine piu grandi di 3. Saliamo quindi di un grado nell’approssimazione del logar-



x? x°
ln(l—x+—)+x—€:
e 5)2lre 5] w5l 3] ) ol 2] oo
=|l-x+—|-=|-x+—| +=|-x+—| —=|-x+—]| to|-x+—| +x——
2) 2 2 3 2 4 2 2 6
) 1 X2\ 1 X2\’ 1 x2\* 4 x3
=l-x+—|-—z|-x+—]| +=|-x+—| —=|-x+—| tox)" +x——
2) 2 2 3 2 4 2 6
2 4 4 3
x 1 X 1 3 X X
=Xt == (- + )+ (=P - o) - —
2 2 4° 3 2 4 6
¥ x2 xB x B o 4 x3
= Xt+t————+—=——-——-— +——-—+40XxX)+x——
2 2 2 8 3 2 4 6
xt oxt xt b xt 4
=——+—-—+0x")=—+0x"),
8 2 4 8

quindi il numeratore € un infinitesimo di ordine 4. Per quanto riguarda il denomina-
tore usiamo i primi due ordini non banali dello sviluppo di arctan(x) e sin(x):

6 3 6 4 4
X X X X X
arctan(xz)—xsin(x) = xz—?+o(x6)—x(x—g+o(x3) = —?+0(x6)+g+0(x4) = E+0(X4)

In conclusione

1n(1—x+x72)+x—x§ %4+o(x4) 3, (1)x_’03
= = — 0 -, —
arctan(x?) — xsin(x) %4 +o(xh 4 4



» Calcolare il limite

e(x\/i_ xz) -1- % sin(2x)

xhj{)1+ (x31n(x) +4x3)(xe* —sin(x))

Svolgimento

Si tratta di una forma indeterminata %. Per calcolare il limite possiamo approssi-
mare il numeratore con il polinomio di Taylor in xo = 0. Il primo ordine non banale
del polinomio di Taylor & di ordine 4. Infatti

1 1 1
eV Z 1 4 (xv2 - x2) + E(x\/i—xz)2 + g(x\/i—xz)3 + I(x\/i— )+ o(xvV2 - )%
1 1 1
=1+xvV2-x%)+ E(X\/E_ )2+ Q(X\/E_ x*)3 + I(X\/E_ ) +o(xh
1 1 ' 1
=1+xvV2-x*+ E(sz —2v2x3 + XM + 6(23/2)(33 —6xH + ﬂ4x4 +o(xh

V23 x*

4 4
-x"+—+o(x
6 )

4
x
:1+x\/§—\/§x3+?+

3
2v2x Xt
=1+xv2- v2 ~Z tolxY.
3 3
Invece si osservi che
1 1 2x)3 2v2 x3
—sin(2x) = — [2x— L +ox>)|=v2x- v2 +o(x%)
V2 V2 6 3
Quindi
4
(xv/2-22) 1 . X 4
e —1—-—sin(2x) =——+o0(x")
V2 3

Per quanto riguarda il denominatore, il fattore in cui compare 'esponenziale ed il
seno si puo approssimare con Taylor:

xex—sin(x)) = x(1+x+x2/2+0(x2))—x+x3/6+0(x3) = x2+x3/2+0(x3)—x3/6+0(x3) = x2+0(x2)

L'latro fattore non si puo approssimare con Taylor (il log non si pud approssimare in
0) si osservi pero, dat che x3In(x) va a zero pil1 lentamente di x3, che

BIn(x) +4x% = X3 In(x) 1 + 0(1)

Quindi
eV _1 - Lsin(2) & +olx) Lo
= T 5 In 0
(BIn(x) + 429 (xe* —sin(x) 2@ 1+0(1)(2+0D) 3 In()
11
= =3 iy (1 0 = +oo
dato che ﬁm — —ocoper x — 07,



Note sul polinomio di Taylor

Theorem 0.1 (Resto di Peano). Sia f : I — R funzione derivabile n-volte nell'intervallo I e
sia xo € 1. Esiste un unico polinomio T[f1% (x) di grado minore o uguale ad n che verifica le
seguente relazione
. f)=TIfIE, (%)
im — =0
X— X (x—xp)"

In particolare si ha che
2 0 (xp)

TIf15,(x) =)

(x—x0)"
i Kk

Proof. Per dimostrare il teorema e utile osservare che vale la segunte relazione

dn’l
o T, (0 = T ™x), 0smsn,

ossia la derivata di ordine m del polinomio di Taylor di f & uguale al polinomio di Taylor di
ordine (n — m) della derivata di ordine m della funzione. Infatti

d " i n f(k)(xo) -1
a“f]xo(x’-k; o k= xo)

e reiterando la derivazione fino all’rdine m si ha

PR Ny L TC)
a0 = 2 T

k=m
=y R (x0) (o xg)F (t=k=m) nimw

& (k—m)! =y

k(k=1)(k—m+1)(x—x0)* ™

(x - x0)"

Esistenza. Facciamo vedere che il polinomio T[f]} verifica le proprieta scritte sopra. Lidea &
diapplicare (n—1)-volte de 'Hopital n—1 volte (osservando che ad ogni passo della derivazione
si rimane con una forma indeterminata § in quanto lim,_y, <2 T[f1% (x) = £ (x)):

F=TIf1E @) gg FO@O =TV ) g P00 -TI V200 4,
x-x)" n(x - xo)"1 T Tam-Da-x %
d.H.n-1volte f(n_l) (%) _T[f(n_l)]}co (x)
nn-1)---(n—n+2)(x— xp)
) = £ D (xg) - £ (xo) (x — Xo)

n!(x — xop)
1 (n—-1) X) — (n-1) X _
— _' f ( ) f ( 0) —f(n)(JC()) x_>XO0’
n! X — Xp



f7V ) f7 7 (xo)

X—Xo

in quanto f ¢ derivabile n-volte e lim,_., = " (xy). Quindi per de 'Hbpital

siha
. SO -TIf1E (0
im——=0
X=X (x — xp)"

Unicita. Se P € un polinomio di grado 7 che verifica la relazione di sopra si ha

P(x)-TIf1%,(x) _P()-fx) . F0) =TIf1%, (x) S
(x — x0)" (x—x0)" (x — x0)"

e questo ¢ possibile se, e solo se, P = T[]} . O

Dal teorema di Peano segue la formula di approssimazione di Taylor con resto in forma di
Peano:

fx) =T[f];l0(x)+0((x-x0)n) y X— Xo .

11 resto ¢ la differenza tra la funzione ed il polinomio di Taylor, ossia o((x — x¢)™).

Proprieta del polinomio di Taylor. Vediamo ora alcune proprietAa del polinomio di Tay-
lor che si utilizzano per il calcolo del polinomio.

Lemma 0.2. Sia f una funzione derivabile n-volte in un intervallo I ed xy € 1. Valgono le
seguenti propriet:

1. Tl polinomio di Taylor della derivata:

n-1 dT[f]n

d o
dx

ax’ ],

T

2. 1l polinomio di Taylor della primitiva:

(x) f Tif1%, (D dt

3. Linearita: se g é derivabile n-volte in [a, b] allora
Tlaf +pgly, = aTIfl, +BTIgly, a,BeR.
4. se g euna funzione tale che
li = , e R,
Jim g(y) = Xo Yo
allora per y — yq si ha

f(k)( Xo)

(fog)(y) = (TIf1},08)(¥) +0o((g(y) —x0)") = Z (&) - x0)* +o((g(y) — x0)™
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Proof. La prima relazione é stata gia provata nella dimostrazione del teorema. La linearita
segue immediadamente dalla formula del polinomio di Taylor e dalla linearita della derivata.
La formula della primitiva segue osservando che tutte e due le funzioni sono primitive di
T(f1%, e che tutte e due sono uguali a 0 in xp. La quarta relazione segue osservando che
posto

h(x):
2 (x = Xxp)"

» x#-xo ’ h(xO):())

per il teorema di Peano la funzione h € continua in x, vale la relazione

(fog)() —(TIf1%, 0 8) (W
(&) —xo

=(hog)(¥),

e che per il il teorema del limite di funzioni composte lim_., (ko g)(y) = 0. Da cui segue la
relazione 4. O

Ci serve ora una definizione preliminare per mostrare come calcolare il polinomio di Tay-
lor del prodotto e della composizione di due funzioni. Sia P(x) un polinomio centrato in xy,
ossia P(x) =Y}, a(x— x0)*, definiamo il troncamento all'ordine m di P(x), rispetto al punto
Xy, il polinomio P(x)|,, che si ottiene da P(x) eliminando tutte le potenze di ordine maggiore
di m, ossia

m
PWlm:= Y arx-x0)*, ms<n
k=0

Si osservi che e oppurtuno specificare il punto dove € centrato il polinomio. Si consideri
infatti P(x) = x2 — 1. Allora se tronchiamo P(x) all’ordine 1- ripsetto ad xy =0 si ha

P(x)h=-1

Tuttavia se centriamo P in 1 si ha P(x) = 2(x—1) + (x—1). Se tronchiamo all’ordine 1 rispetto
ad xp = 1 si ottiene
Ph=2(x-1

Usando questa definizione si ha

1. (Prodotto) Siano f, g funzioni derivabili n-volte in x( allora

T(f - 815, = (TIf15, - TIg%,) In

dove il troncamento si intende rispetto al punto xp. Quindi il polinomio di Taylor di
grado n del prodotto di due funzioni e pari troncamento all'rdine n del prodotto dei
due polinomi di Taylor di grado n.

2. (Composizione) Sia g derivabile n-volte in un intorno yp ed f derivabile n-volte in un
intorno di g(yp). Allora

TIfo gl = (TIf12,) o TIgI)ln

ossia il polinomio di Taylor di grado n di una composizione € pari al troncamento
all’ordine n della composizione dei due polinomi di Taylor.
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Calcolo di qualche polinomio di Taylor. Si considerila somma di una progressione ge-
ometrica:

n 1 xn+1 1-— n+1

= kLG _
Z 1-x lxZ xo(x),xO

Quindi per 'unicita del polinomio di Taylor si ha

n
k=0

n

T

1
1-x 0
Da questo seguono anche le seguenti relazioni

2n

2(1) :

1+x 1+x2 |,

che si ottengono dalla precedente equazione sostutuendo x — —x in un caso e x — —x?
nell’altro. Ora osservando che arctan(x) € la primitiva di 1/(1 + x%) e che In(x) & la primi-
tiva di 1/(1 + x) dal lemma che lega il polinomio di Taylor con quello delle sue primitive si

ha S X 1 2n n X k£ .2k n ‘ 2k+1
T " =f T[— =Y | (-1 =) (-1
[arctan]g” " (x) A T2, (ndt Z ) =D*¢="dt k:O( ) kil

e che

+1

n+1 _ o 1 ]Zn _ < * _ 1k 4k _
Tln(1 + x)]g (x)_f0 T[—1+x ) (t)dt—k;o DT dt= Z( ¥ k+1

in altre parole
2k+1

arctan(x) = Z( 1) +0(x2n+1)

+1
In(1+x) = Z (- 1)k - +o(x"

Resto in forma di Lagrange. Veniamo ora ad un risultato che da una informazione ulte-
riore sull’apporssimazione della funzione con il polinomio di Taylor.

Lemma 0.3 (Resto di Lagrange). Sia f : I — R derivabile (n + 1)-volte nell'intervallo I e sia
xo € 1. Allora, per ogni x € I ed x # xy esiste un punto z € (min{x, xo}, max{x, xo}) tale che

(n+1
fx) = T[f]xo(x)+f (x—xo)”“.

f(n+1 (Z

La funzione 1—-= (x — x¢)"*! é dettaresto di Lagrange.
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Proof. Supponiamo xy < x. Poniamo
R(t):=f(O) = TIf1} (8) , telxo,x] ; D(1):= (t—x0)"*" , 1€ [x0,x]
e si consideri il rapporto

F@-TIf15(® R
(t—x0)"*1 D)’

te[xg,x].

Sia il numeratore che il denominatore sono funzioni derivabili in [xg, x] e che la derivata
prima del denominatore non si annulla mai in (xp, x). Sono quindi verificate le ipotesi del
poter applicare il teorema di Cauchy: quindi (osservando che D(xp) = 0 = R(xp)) esiste x; €
(xg, x) tale che

RO ROG)  FO)-TIFO1E o)

D) DWx) (m+1D)lx—x)"

X . m . . . .
Tuttavia la funzione gm((?) per ¢ € [xop, x1] verifica ancora le ipotesi del teorema di Cauchy per

cui esiste x» € (xg, x1) tale che

RU(y) RO [P0) -TIFOL ()
DW(x)) D@ (xp)  (n+1n(xp—xp)" 2

)
che insieme alla relazione precedente implicano

RW) RO [P -T2, (x)
D(x) D@(x;)  (n+1)n(xy—xp)" 2

Lidea ora € che il ragionamento si puo reiterare n + 1 volte. Si ottiene in definitiva una se-
quenza di numeri
X< Xp+1<Xp<---<X1<X

tali che
fOO-TI1®) _ R@ _ R" V(xpen) _ fO D (x040)

(x—x9)"1  D(x) D"D(x,)  (n+1)!

)

in quanto %T[f]fjo (x)=0e %(X— %0)™*! = (n+1)!. Quindi

(n+1)(x )
f—n'+1(x_ xo)n+1

F)=TIf1y, (x) = a D!

» Xn+l € (x()y x)
da cui, ponendo z = x;+1, segue la tesi. O
Applicazioni del resto di Lagrange. La formula del resto di Lagrange si presta a diverse

applicazioni; in particolare nel caso in cui si semplice calcolare le derivate di ordine n della
funzione. Vediamo una semplice applicazione.
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1. Approssimare la funzione e* nell'intervallo [-1,1] con un polinomio a meno di 3 cifre
decimali, ossia vogliamo trovare un polinomio P(x) tale che

le*—P(x)| <1073, xe[-1,1].

Consideriamo il polinomio di Taylor T[e]{ (x) della funzione esponenziale centrato
in xo = 0. In base alla formula del resto di Lagrange si ha che per x € [-1,1] esiste
ze(-1,1) tale che

¥4

|x|n+1

e* —Tlely (x) = X" = et - Tlelg (0)| <

(n+1)! (n+1)!
Tuttavia dato che z€ (—1,1) e che x € [-1,1] si ha che

<e, |x"<1 xe[-1,1].

Da cui
|e* —Tlelf (x)] <

n+1!°

Quindi osservado che 7! > 1000 un polinomio di grado minimo che soddisfa la re-
lazione richiesta € il polinomio di Taylor di grado 6:

e —Tlelé )] <1073 xe[-1,1],
| 00|

koo . .
dove T[e]g(x) = Zizo %7+ Si osservi, in particolare, che ponendo nella precedente re-

lazione x = 1 si ottiene che il numero razionale T[e]g(l) = Z?C L approssima il nu-

=0 k!
mero di Nepero a meno di tre cifre decimali:

6 1 3
e—zH <107°.

k=0

le—Tlel§(D)| =
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