Analisi Matematica II
Serie numeriche

Esercizio 1. Determinare se le serie seguenti convergono (assolutamente o semplicemente)

> 1
(1) ——
;W—x/ﬁ
Vn+l—+vn-1

n

—~
[N}
~

n=1
0o <\/ﬁ—|— 1)"(\/71"—}—’17,_5—\/71"—71_6)
Vn+n-1—/n—n-2

—
w
~~

n=1
(4) 7;2(_1) sin Toan
> L2+ n?l
(5) Yo (1)t
n=1
6) >~y
n=1 (n)
n 2nlogn

3 (-2)
(10) z (&)

Esercizio 2. Trovare i valori di § € R per cui risultano convergenti le seguenti serie
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Esercizio 3. Trovare i valori di z € R per cui risultano convergenti (semplicemente o assolutamente) le
seguenti serie
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Analisi Matematica II
Serie di funzioni

Esercizio 1. Studiare la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti successioni di funzioni negli
intervalli specificati. Determinare, in seguito, il generico insieme di convergenza uniforme.

1) falo) = T g
(2) fale) = 222 i [0, 4+00),

5 fulr) = DTS
@) = e B R
(6) fu(x)=n"",in [-1,0],

(7) folz) = mi%e nlel in R,

(8) fu(x) = V14 2% in [—1,1],

(9) folz) = (1og(1 + %))" in (0,1], o in [3,1],

(10) fule) = T2 10,1,
2r 1
(A1) fal@) = "5

(12) fo(z) = nsin( >, in [1, 00),
(13) fu(z) = sin<\/ﬁsin %) in [~1,1],

2

(14) fu(z) = (1+ %)" Jin [-1,0],
2 2

xi\n? |
(15) fula) = (1-=)" . in [0,3],
(16) fn(x) = ﬁ? m [_%7 %]7
(17) fol(x) = 2'°81°8"n =% in [2, 00),
n .3 1 0 1
(18) fu(z) =" Sm(:?n) ST omR,
0 altrove,
_ PP, jal < 4, :
(19) folz) = {17 % <zl 7 in [0, 1],
(20) fu(z) = (1;7;”)” in [1,2],

(21) fu(z) =nz(l —x)", in [0, 2].



Esercizio 3. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme delle seguenti serie di funzioni.
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Esercizio 4. Determinare gli sviluppi in serie di Taylor, con centro zg indicato, delle seguenti
funzioni, e determinare il raggio di convergenza della serie ottenute

(1) f(z) = sinh(z), xg =0,
(2) f(z) = cosh(z), xg =0,
(3) f@) = cos(s?), w0 =0,
() J(@)=cos(a),  wm=3,
() f@)= 1= w0=0,
©) f@)=~,  w=1,

(M) f@) =—=  w=1
®) f@)= 5 w0=0,



() J@) = g w0= 1,
x+2
03) S@) = rrpe=y S0 =
(14) f@) =logy[1 2, w0 =0,
_[Em s +20), o A0,
(15) f(2) = {;j? ? o



Analisi Matematica II
Serie numeriche (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Sia ay, := m Poiché a, = vn+ 1+ /n 4 0, la serie Y7 | a, non converge.

. . nFl—/n—1 ChA 2 _ 1 PRRES
(2) Sia ay, := — . Poiché a, (VirteneT) (1+0(1)), la serie > ° | a, converge.
(vVn+1) \/n"+n75—\/n"—n*6 .1 —5,.,-6 =T =2
(3) Siaa, := \/7(l+n iy — ) Poiché a,, = (\/ﬁ—l-l)n\/nmrz%ff/nn—n% nJrZ 1inn2 =

n™2(1 4+ o(1)) 25 nn/Q (14 0(1)) f(l +o(1)) = 71/2 (1+o0(1)), la serie Y >° | ay, converge.
(4) Sia ap = (—1)"sin @. Intanto, |ay| ¢ (definitivamente) decrescente, perché composizione della
successione decrescente {%} e della funzione crescente sin |[0%}. Inoltre, |a,| ¢ infinitesima, perché

|lan| = sin kén = 10gn( +0(1)) — 0. Allora, la serie Y > | a,, converge (non assolutamente) per il
criterio di Leibniz.

(5) Osserviamo che Zzozl(—l)"% =3 ()" + Z;O:l(—l)"lofl”, e la prima serie con-

nlogn
ranp
si

verge assolutamente. Occorre, quindi, solo determinare la convergenza della serie Y 7 ;(—1)
log x
x

ha f'(x) = 17;# >0 <= z € (0,¢]. Inoltre, |ay| ¢ infinitesima. Allora la serie > ° | a, converge
(non assolutamente) per il criterio di Leibniz.

. nl4+n n"(14o n"(n!)? . an n+1)" L (nd1)12 n)!
(6) Siaan := C) Poiché a,, (512%)2,(1)) = (Z(n)? (1+0(1)), siha == = ( t:)t (( :!1)) (2(3+)2),(1+

n n 3 n3 o . o0
o(1)) = ("TH) %(1 +o(1)) = e(l + 0(1))% — 400, e la serie >, a, non

converge.

Sia ap, == (—1)" 10%. Intanto, |a,| ¢ (definitivamente) decrescente, perché, posto f(z) :=

(7) Sia ay, := % Poiché a,, = ”n(;%)o!i‘l)) = (3 ()2”)'(1 +0(1)), si ha “2 = ("J%):LH : (":!1)! :
2n+2)! 3n)! n n (n+1 2 2n—&;2 2n+1 An*(140(1
((271)!) ' (3(n+)3)! (1+0(1) = (%) é3n+2’>)§3n+2;§3n+1§ (140(1)) = e(1+0(1)) 27n3((1+o((1)))) — +oo, ela

serie )7, a, non converge.

(8) Sia a, :=1—mn?sin? L. Poiché a, = 1 —n?(L — L5 + 0(%))2 =1- n2(n—12 — a7+ 0(%)) =
7rz(1 4 0(1)), la serie Zn: a, converge.

(9) Siaa, = (1- %)nz Poiché a,, = e 108(1-7) = ¢=2n(l+o(1)) — o( —155), la serie S°°° | a,, converge.

(10) Sia ay, = (3)"3 Allora a,, — en’(ogeos £-logcos 2) (@) n¥(= 25+ 5)(1+0(1)) _ —3n(1+0(1)) _
n cos% ’ n
o(%), dove in (a) si & usato il risultato log cos z = log (1 — 12% + o(2?)) = —12%(1 + o(1)), z — 0.
Quindi, la serie Y7, a,, converge.
]
Svolgimento esercizio 2
(1) Sia ay, := lo(g(iig)”) Poiché a,, = 212%”(1 +0(1)), la serie > | a,, converge <= (3 > 1.
(2) Sia ap = %~ Poiché a,, = %(1 +o(1)) = 10g2 (14 0o(1)), la serie Y 7, a, converge

— [f-1>1 << [3>2.



(3) Sia ay, := %. Poiché a,, = :Ti,(l +0o(1)) = ﬁ(l +0o(1)), la serie >, a, converge

— 30—-2>1 << [>1.

(4) Sia ay, := % Poiché a,, = 2" logn(1+ o(1)) = 2k

— 30—-2>1 << [>1.

(5) Sia a, := %. Poiché a,, = :ng(l +0(1)) = == (1 + o(1)), la serie > °° | a,, converge

— 30—-2>1 << ([>1.

6) Sia a, := n*1og(142%) ' pyichg anp == logQ 1+o = 1§g23 1+ 0(1)), la serie Y °° . a, converge
B 3 n=1

£5(1+o0(1)), la serie Yo7 | an, converge

(1+n?)

= 36-3>1 < 3> 1.

(7) Sia a, = (1+n3)52120g(1+n2)' Poiché a, = 7:LTQ(l +0(1)) = —=(1 + 0(1)), la serie > 0% an

converge <= 30 —-2>1 < (> 1.
(L4 o(1) = = (1 +0(1)), 6> 3,

. n2 _— e .

(8) Sia a, := PP Hoa(1397) " Poiché a, = { 2-(140(1)) = %n(l +o(1)), B = %, la serie
2
T (L+o0(1)) =n(l+o0(1)), B <3,

oo ay converge <= 30—-2>1 <= [f>1
2 . , .
(9) Siaay, := W. Poiché a,, = zngffw(l—i—o(l)) m(l—i—o( ), laserie > 07 | ap
converge < 33 —-2>1 < (> 1.
. 2 . L, 2
(10) Sla ap = Wr;w POIChe an — 77‘:”5+n711()g2(1 -+ 0(1)) =
> ay converge <= 30 —-1>1 < B> 2 3

m(l + 0(1)), la Serie

n? n?
( ) Sia a, = (14n3)(log(1+n2))8 - Poiché a,, = 25n3(10gn)5(1 +0(1)) = 25n(lg>gn)ﬁ

> o2, ay converge <= > 1.

(1 +o0(1)), la serie

2 L, 2 .
(12) Sia a, = (1+n3)(1:g(1+2n))ﬁ Poiché a,, = (log;)lw(l +0(1)) = W(l + 0o(1)), la serie
Yol ay converge <= f+1>1 <= [>0.

2

(13) Sia a, = (1+n3)57llog(1+%)' Poiché a,, = n3§'i(1 +0(1)) = ﬁ(l +0(1)), la serie Y 7 an

converge < 30 —4>1 < ﬁ>%

n2

. . 2 .
(14) Sia ay = (1+n3)(1g§(1+%))5' Poiché a, = n?ﬁ%ﬂ (L+o0(1)) = o 25( +0(1)), la serie 332 | ap
converge <— 1—-20>1 < (<0.

. 2 . 2 .
(15) Sia a, = (Hng)ﬁﬁ)g(lﬁ D Poiché a, = 55— (1 +o(1)) = 3ﬂ —Z (14 0(1)) 4 0, la serie
> o2, ay non converge per ogni 3 € R.

n2 . s n2 Bn . o0
(16) Sia a, := DR Poiché a, = —=7=5(1+0(1)) = 27(1 +0(1)), la serie > | a,

converge <= 2° <1 «— [ <0.

w(1+0(1), 5>0,
T B =0, laserie Y °, a, converge per ogni
(1+0(1)), 6 <0,

, per ogni B € R, e quindi, per il teorema del confronto, la

3
[

‘ -

(17) Sia ay, = Poiché a,, =

1
n2(nf+1)"

[\~

n

|~

,_.:
¥

B € R. Alternativamente, 0 < a, < .5
serie Y 7, a, converge per ogni € ]R.
O



Svolgimento esercizio 3

n— 2- 5 .
(1) Sia a, := fil Poiché {/|an| = S N R PR (—1,1), la serie Y 7,

@1 NoE=
converge assolutamente se x € (—1,1). Infine, se x = %1, si ha |a,| = m =551+ 0(1))

e la serie Y 7, a, converge assolutamente. Quindi la serie ) 7, a, converge assolutamente se
€ [—1,1], e non converge altrove.

. n . , n+1
(2) Sia 4y = T1EN poichg ol _ e ogn) 1ya (14 /) log n

I4+v/n lan] 1+v/n+1 [z[*logn |x‘(1+\/m)log(n+l) - ’Q?‘, la serie
converge assolutamente per z € (—1,1). Per x = 1si ha ) 2, llig\/"ﬁ, che non converge. Inoltre,
perz = —1siha) 2, % che converge per il teorema di Leibniz, in quanto f(z) := 111%,

( V) - logx _ 2(1+/z)—/z logz

x > 1, & tale che f'(z) =

< 0, definitivamente. Quindi la serie

(1+f) - 2x(14++/z)?
converge assolutamente in (—1, 1) e semplicemente in [—1,1). Non converge altrove.
- o (@=3) TP 11 1 -
(3) Sia ay := =52~ Poiché {/[an| = |z — ﬂT\/@ — |z — 3], la serie converge assolutamente per
1 3 _ oo (=)™ . .
T € (—3,3) Per x —5 si ha Zn | Togn che converge (non assolutamente) per il teorema di
Leibniz. Per = 5 si ha ) >~ bgn, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in
(—3.3) e semplicemente in [—3,2). Non converge altrove.
; - n n. 14 lang| _ (n42)[e[? T n+2 :
(4) Sia ay, := (—=1)"(n + 1)z™. Poiché o = e = 2|25 — |z, la serie converge assolu-

tamente per € (—1,1). Per x = 1 si ha > >°,(—1)"(n + 1), che non converge. Per x = —1 si ha
> o2 (n+ 1), che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in (—1,1). Non converge
altrove.

(5) Sia a, = % Poiché {/|an| = \xgg\ = ;271 — |153|, la serie converge assolutamente per
€ (0,6). Per z = 6si ha > 2, \(/LP che converge per il teorema di Leibniz. Per x = 0 si ha
>y \/%, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in (0, 6) e semplicemente in
(0,6]. Non converge altrove.
2 n

(6) Sia a, = % Poiché {/|a,| = {;':(T)l)' |x§1|, la serie converge assolutamente per
o . ( l)n 23n , o .

€ (—4,2). 2Per r = —4siha) 2, VT che non converge, perché a, /4 0. Per x = 2 si
ha >0, 3n+\/3n71, che non converge, perché a, /4 0. Quindi la serie converge assolutamente e

semplicemente in (0,6). Non converge altrove.

(7) Siaay := n(%)n(x—ﬁ) Poiché {/|an| = % [v—3|¢/n — 2 |z—3|, la serie converge assolutamente

per z € (0,3). Per z = 0 si ha > >°,(—1)"n, che non converge. Per x = 3 si ha ) > | n, che non
converge. Quindi la serie converge assolutamente in (0,3). Non converge altrove.

(8) Sia a, = 2;%1 Poiché {/la,| = 242 — 2 <1 <= > log2, la serie converge assolutamente

per z € (log2,4+00). Per x = log2 si ha Zn:l 2, che non converge. Quindi la serie converge
assolutamente in (log2,4+00). Non converge altrove.

(9) Sia ay := M Poiché {/|a,| = 2|sin 9:|%\/E — 2|sinz|, la serie converge assolutamente per

v € (—%,5) modm Perax = —F+2kr 0 x = &m+ 2km, si ha ZZO 1 (le)n, che converge (non
assolutamente). Per z = Z + 2kr o @ = 27 + 2km, si ha Y oo, 1, che non converge Quindi la
serie converge assolutamente per x € (— ") mod 7, e semphcemente perx € [-%, %) U (%7‘(, %W]

676 676
mod 27. Non converge altrove.



n+1,/
(10) Siaa, := (1)(;71),?2 Poiché {/|a,| = ‘x T Xn?—1— 1|, la serie converge assolutamente

per z € (—00,0) U (2, +00). Per z =2 si ha Y >0 (—1)""1y/n2 1, che non converge. Per x = 0 si
ha — 3", v/n? — 1, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in (—oo, 0)U(2, +00).
Non converge altrove.

(11) Sia ay == (n? + 2)(Z5)". Poiché {an| = |Z| Vn?+2 — || <1 <= z € (—,0),
la serie converge assolutamente per x € (—00,0). Per x = 0 si ha Y o (—1)"(n? + 2), che non
converge. Quindi la serie converge assolutamente in (—oo,0). Non converge altrove.

(12) Sia a, = (4 — 37)"tg Y2, Poiché {/fan] = |4 - 37| {/tg Vb2 — [4-3°| <1 = z €

n+n2

(1,193 1a serie converge assolutamente per = € (1,122). Per 2 = 1 si ha 3°°  tg Vit2 - che

’ log 3/ ? log 3 n+n2 "’
Vn+2 1 log 5 n Vn+2
converge [in quanto tg 3755 = 55 (14 0(1))]. Per x = {25 si ha > ome1(—1)"tg Y5, che converge
assolutamente. Quindi la serie converge assolutamente in [1, iggg] Non converge altrove.

— |z, la serie converge assolutamente per

(13) Sia an = 155 Poiché {/[an| = |z \/T
€ (-=1,1). Per x = —1 si ha ZZO 1 (1 +2L , che converge (non assolutamente) per il teorema di
Lelbmz Per x = 1siha > > +n7 che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in

(—1,1) e semplicemente in [—1,1). Non converge altrove.

2
(14) Sia a, :== (1 — %)n . Poiché {/la,| = (1 — £)" — €77, la serie converge assolutamente per
€ (0,+00). Per x =0siha > >, 1, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in
(0, +00). Non converge altrove.

(15) Sia a, = m Poiché per x <0, a, := logn)L + 0, e per z > 0, (logn) > 1 - definitivamente,
la serie non converge mai.
(16) Sia a, := ——~——. Poiché a, = ﬁ(l + o(1)), la serie converge assolutamente per x €

n®(14n2)
(0,400). Non converge altrove.

(17) Sia a, = (l_z) . Poiché {/]a,| = %/nﬁ |z — 1], la serie converge assolutamente per = € (0, 2).
(="

Per x = 0 si ha Z ", 1, che non converge. Per x = 2si ha )7 | —5—, che converge assolutamente.
Quindi la serie converge assolutamente in (0,2]. Non converge altrove.
—L(140(1), =<0,
Poiché a, = <0, x =0, la serie converge assolutamente per
713%(1—*‘0(1)), X >0,

. 20
(18) Sia a, := Zgiﬂl

x>0 -
x < 0 oppure cioe z € (—o0,1). Non converge altrove.
3—2x>1 <= =z <1,

r— —z?
(19) Sia ay, = % Poiché a,, = 714%2—#“1%_2 ed—x>22-2 = 2’4+2-6<0 <= —-3<
(1 +0(1), —3<z<2,

nI
2 r=—3
. rd - . . .
r <2,sihaa, = " ’ ’ e quindi la serie converge assolutamente per
= r=2
n2» )

ﬂ(l‘FO(l))a r< -3V x>2,



—3< <2 r< -3V x>2
- - oppure ’ cioé x € (—o0, —V/3) U (V3,3).
{x2—2>1<:>|x]>\/§, PP {4—x>1<:>w<3, ( )V )

Non converge altrove.
(20) Sia ay, := (1 — 2 cos ﬁ), x > 0. Poiché a,, :=1— /2 cos\/% =1- (1 + 10%2 + 7(1‘;%3)2

0(%)) (1 — 5=+ ‘”22 + 0(,712)) — z—2log2 (% — nggQ + 7(10’522)2)7712 + o 1 ), la serie non converge se

n 24n 2n n2
x # log4. Se x =log4 si ha a, = “‘;i?z (1+0(1)), e quindi la serie converge assolutamente.

0



Analisi Matematica II
Serie di funzioni (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Osserviamo che f(z) := limy, 00 fn(7) = 0 [perché | arctg(z")| < 5. Sihasup,cg |fu(z)—f(z)] =
o= — 0, per cui f, 20 in R.

(2) Osserviamo che f(z) = limyeo fu(®) = 1, > 0. Inoltre, supyc(o o0y [fn(®) — f(2)] =
SUP4¢[0,+00) ﬁ_—xn = limg 400 962% = 2 /> 0, mentre, per ogni a > 0, si ha sup,c( q |fn(z) — f(2)] =
SUP,e[0,q] I,%F—xn = a%fn — 0, per cui f,, Z fin [0,400), ma f,3 f in [0,a], a > 0.

0 0,1
(3) Osserviamo che f(z) := lim, 00 frn(z) =< z € (0.1] Osserviamo che f! () = na" ! (nlog z+
400, x> 1.

1) >0 <= 2> . Quindi sup,e(oq [fu(@) = f(@)] = [fal57)l = ¢ # 0, per cui fo £0 in (0,1].
Mentre si ha SUP,e (0, 1] |fa(@) = f(2)| = |fa(3)] = 0, per cui f,= f in (0, 5]. In generale, per ogni
6 > 0, si ha sup,¢(o,1-g) [fn(z) — f(2)] = [fn(1 = §)] = 0, per cui f, 2 f in (0,1 — 6], 6 > 0.

1, =0,
1, z#0.
SUpger | fn — f| = o0, per cui f, Z f in R. Viceversa, per ogni a > 0, si ha SUP e[~ q,q] lfrn— f| =
SUPye[—q,q) (V1 +na? —1) = fu(a) =1 — 0, per cui f, 2 f in [~a,a], a > 0.

(5) Osserviamo che f(z) := limy oo fn(z) = 1, z € R. Inoltre, sup,cg | frn(z)—f(z)| = sup,cr m =

140, percui f, Zfin R.
Determiniamo ora il generico intervallo di convergenza uniforme. Per ogni a > 0, n > a, si ha

SUPgze[—a,a] ’fn(x) - f(x)’ = SUPye[—a,d] 1+(n21—x2)2 = 1+(n21—a2)2 — 0, per cui fn Zf in R, ma fn:f
in [—a,al, a > 0.

(4) Osserviamo che f(z) := limy o0 fo(z) = lim,_,o0 exp (2 log(1 + na?)) = Si ha

: . : L, z <0, .. .
= n—oo Jn = n—00 * = )
(6) Osserviamo che f(x) := lim,, o0 fr(z) = lim,, o exp(n®logn) Si ha, per ogni
400, = >0.

logn

a >0, SUP,e(—o0,—a] [fn—f| = SUPge(—00,—q] (exp(n®logn)—1) = exp(—5r)—1— 0, percui f, = fin
(—00,—a], a > 0. Viceversa, per ogni a > 0, si ha sup,c[_q0) [fn — f| = SUDPze[_q,0) (exp(nx logn) —
1) =1, per cui f, Zf in [—a,0), a > 0.

|‘,E|efn\ac\

(7) Osserviamo che f(x) := lim,_ fn(x) = 0, e occorre calcolare sup | f,| = sup ErEa Studiamo,
s . o ye ™ . / _ (e —nye ) (y+2)—ye ™ :*ny a2
quindi, la funzione g, (y) := g y>0. Sihag,(y) = PE=sE = L7 ( ny

VE—
y+ %) >0 — 0<y< \/5_1, per cui supyeg |fn(2)| = gn(\/g_l) = Vol 4 0, e quindi

2n 2n — Vh+1
fo ZfinR.
Determiniamo ora il generico intervallo di convergenza uniforme. Per ognia > 0, si hasup|g(> [ fn(z)—
f(x)] = fu(a) = 0, e quindi f, = f in (—o0, —a] U [a, +00).

Lo f= <1,
2?2 |z > 1.
11 +:E2")%_12n:172"_1 >0 < z2>0,sihasup, < |fu(@) = f(z)] = fu(l) - 1= 21— 0, per

cui f, 3 f,in [—1,1]. Inoltre, SUP|g|>1 | fr(z)—f(2)| = SUP|g|>1 (\"/ 1+ xzn—x2) = SUp,~1 (\"/1 +yn—

(8) Osserviamo che, per ogni x € R, si ha f(z) := limy, o0 fn(z) = { Poiché f](z) =



y) @ {/2—1 — 0 [dove in (a) si & usato il fatto che, posto g,(y) := YT+ y"—y, y > 1,si ha g, (y) =

1 13 -1 _oynTl-(+ ")1*% -1 n-1 1
LA+y")n Tyl 1= " >0 = ¢y - (14y") 7 >0 = y—(1+y") /n >,

(+y)
mai|. Quindi f, 3 f in R.
(9) Osserviamo che dom f,, = {z € R: 1+ 1 > 0} = (=00, —1) U (0, 400), mentre limy,_,o fn(z) €
R < log(1+2) e (-1,1) < z € (—oo0,—% )U (1;,400), e quindi si ha f(z) =
0, xe(—oo,—:el)u(e 7, +00),
limy, o0 fr(z) = ¢ 400, z € (0, ﬁ), Si ha f, /£ f in (0,1], perché non c’e

3, re(—H,—1).
nemmeno convergenza puntualé, e Slllp[%J)} | fr(x) — f(x)] = (log3)™ 4 0, per cui f, sz in [3,1].
(z) —
flx) = SUD (L 1 o) y 1 fn(@) = f(z)] =1, per cui fr Z f in (=00, —5) e in (L 1,4—00) Inoltre, per
ogni 6 > 0, 5i ha SUPye e, g1 (@) = F(@)] = [ful =5 = )] = 0. € SUDc( 15 4oy () =
flx)] = |fn(eT11 +9)| = 0, per cui f, 2 f in (=00, =25 — 4] U [:11 + 9, +00), 6 > 0.
0, ze(-1,1],

3, altrimenti.

Determiniamo ora il generico intervallo di convergenza uniforme. Si ha SUP e (—

(10) Osserviamo che f(x) = limyo0 fn(x) = {

SUPze0,1] # = % — 0, per cui f, = f in [0, 1].
Determiniamo ora il generico intervallo di convergenza uniforme. Poiché sup,e(_q 1y [fn(z) — f(2)] >

Si ha SUPze[0,1] |fn(z) — fz)] <

|fn(=1)| = |sinn| 4 0, si ha f, £0in (—1,1]. Osserviamo inoltre, che la funzione g,(x) = %
¢ decrescente in (—1,0], in quanto x — |:E|" eT = = +1 sono decrescentl mentre g, € crescente in
[0,1], in quanto ¢, (z) = a" e~ (@+Dlogn(py xlogn) >0 <= 2 < . Quindi, per ogni § > 0,

si ha supgei_1451) [ fn(2) — f(@)] < SUpye1461] lx‘ﬂ = max{(1 — 5) ,ﬁ} — 0, per cui f,2 f in

[-1+94,1],0 > 0.
(11) Osserviamo che f,,(0) =0, se z < 0, |fn(x )| ;15 (I+0(1)), e,se x >0, fp(x) = #5(14-0(1)),

0, 3,
per cui f(z) := lim, 00 fn(z) = <1, x = %, La successione non convergere uniformemen-
+o0, x> %
te in alcun insieme che contenga x = %, perché f non & ivi continua. Per determinare se la
successione converge uniformemente, calcoliamo, per ogni 6 > 0, M, := SUD (0,3 5] |fn(z)] =

max{lim,_,_oo | f(z)], fu(3 — )} = max{n%ﬂ,fn(% —0)}. Poiché M, — 0, la successione data

converge uniformemente in (—oco, 3 — 8], per ogni § > 0.

12
(12) Osserviamo che f,(0) = nsind — 1, mentre, se z # 0, fu(z) = e (1 + o(1)) — 0, per
L, =0, . : .
cui f(z) = limyeo fo(z) = 0 40 La successione non convergere uniformemente in alcun
, T
insieme che contenga x = 0, perché f non ¢ ivi continua. Per determinare se la successione converge
uniformemente, calcoliamo, per ogni a > 0, My = supjy >, [fn(2)| = fu(a). Poiché M, — 0, la
successione data converge uniformemente in (—oo, —a] U [a +00), per ogni a > 0.
(13) Osserviamo che f,,(0) = 0, mentre, se x # 0, fr () = —5(14+0(1)), per cui f(z) := lim, o0 fn(x)

n
0, per ogni x € R. Osserviamo che supsin (\/ﬁ sin 52) 2 sinl in quanto, per ogni n € N, esiste
zeR



x, = n? arcsin % tale che sin (\/ﬁ sin fl—’g) = sin 1; quindi la successione non converge uniformemente

in R. Osserviamo che

M
n3/2

x
sup ‘sin <\/ﬁsm—>‘ < sup ‘\/ﬁsm ‘
n2

|| <M lz|<M

e quindi la successione converge uniformemente in [—M, M], per ogni M > 0.

(14) Osserviamo che f(z) := limyo0 fn(z) = limp_o0 exp (n?log(l + £)) = lim,_,e0 exp (nz(l +

0, x <0,
o(1))) =11, x =0, Poiché f non & continua in z =0, f,, Z f in ogni insieme che contiene 0.
400, x> 0.

Determiniamo ora il generico intervallo di convergenza uniforme. Per ogni d > 0, si ha Sup,e(—oo,—] | fr(z)—
f(z)| = 400, mentre, per ogni a > & > 0, si ha, per ogni n > a, supye(_q_g |fu(z) — f(z)| =
|fn(—=a)] = 0, per cui f,,= f in [—a,—d], a > > 0.
(15) Osserviamo che fn(0) = 1; se ¢ # 0, fo(z) = exp( — 2?n(1 + o(1))), per cui f(z) =
. 1, =0, . . . -
limy, 00 fr(z) = 0 L0, La successione non convergere uniformemente in alcun insieme
, x#0.

che contenga x = 0, perché f non & ivi continua. Per determinare se la successione converge unifor-
memente, calcoliamo, per ognib > a >0, en > b, My, := sup,<|z<p | fu(z)| = fn(Fa), perché fy(z) e
decrescente in [a, b]. Poiché M,, — 0, la successione data converge uniformemente in [—b, —a]U|a, b,
per ogni b > a > 0.

(16) Osserviamo che Fal0) = 0,86 0 < |z] <1, fulz) = 2 (14 0(1)), se z = —1, fo(—1) = (1_42;7
sex =1, fo(1) = 11, ed infine, se [z > 1, fu(z) = £ (14 0(1)), per cui f(z) := limy o0 fu(z) =

+oo, z€[-1,1].

Sup|g|<1 | fn(z)| = maX{SHP\xKl 5 | Fn(@)],8UD1 _s<ipy<i1 [ fn ()]} < max{sup,j<1_g |@]", supi_s<ipj<1 Tz } =
max{(1 — )" } — 0. Poiché M, — 0, la successione data converge uniformemente in
[_17 1]

(17) Osserviamo che f,(0) =0, e, se x> 0, fn(x) = exp (— zlogn + log z loglogn) = (1 + o(1)),
per cui f(x) :=limy, oo fn(z) =0, per ogni z € [0, +00). Inoltre, f/(z) = (—logn+ lOglog")]"n(a:) >
0 < z< 10{%?5", per cui My, := Supgc(o 4o0) [fn(T)] = fn(loﬁ)g)%") = exp ( — loglog n(loglogn —
logloglogn + 1)) Poiché M,, — 0, la successione data converge uniformemente in [0, +00).

0 [(—1,1] ) . ) .
{ ’ " . Per determinare se la successione converge uniformemente, calcoliamo M,, :=

’ 1+(1 5)2n

(18) Osserviamo che f(x) := lim, o0 fn(z) = 0 [perché, se z < 0V x > 1, & ovvio, e, se z € (0,1),
segue da |z"sin(Z)| < 2™ — 0]. Poiché sup,cg | fo(z) — f(2)] > fal ”\L/%) =2 /40, siha f, 20
in R.
Determiniamo ora il generico intervallo di convergenza uniforme. Per ogni ¢ > 0, si ha sup,¢(_og1-g) | fn(7)—
f(@)] < supgepp 102" = 6" = 0, € SUPyep, 400 [fn(®) — f(2)| = 0, per cui f, 2 f in (—00,1 -] U
[1,4+00), 6 > 0.
(19) Osserviamo che, per ogni « € [—1,1] \ {0}, esiste n, € N tale che |z| > 1, per ogni n > n,,
per cui f(x) := limy_o0 fn(x) = 1, mentre f(0) = lim, o fn(0) = 0, per cui f, £ f in [—1,1].
Inoltre, fissato a € (0, 1), si ha, per ogni n > 1, SUPge[—1,—a)Ufa,1] [fn(®) — f(2)| = 0, e quindi f, 2 f
n[—1,—a]U]a,1], a € (0,1).



(20) Osserviamo che f,(0) = 1, mentre, se 0 < z < 2, fy(x) = (1;;0)'” — 0, e, se x & [0,2],

1, z =0,
| frn(x)] = 400, per cui f(z) :=lim, o frn(z) =<0, x € (0,2], La successione non convergere
+oo, x &10,2].
uniformemente in alcun insieme che contenga x = 0, perché f non & ivi continua. Per determinare
se la successione converge uniformemente, calcoliamo, per ogni & > 0, M, := supsq |fn(2)] <

SUPJs 2] n% = % — 0. Poiché M,, — 0, la successione data converge uniformemente in [, 2], per ogni
0 >0.

—o0, x <0,
(21) Osserviamo che f(z) := lim, o0 fu(xz) = <0, 0<z<?2 Poiché fi(z) =n((1-=z)" -
) x> 2.

n dispari,

< 1
nz(l—2)" ) =n(l-—z)" '(1-2—nz) >0 < T = si ha, per ogni

r < - 1 ;1 Vo >1, npari,

6 >0, SUPze[0,2—46) | fr(z)— f ()] —max{fn(m-l) | fn(2— 5)‘} max{n+1(n+1) ;n(2=0)(1-8)"} =

(1 - Ll)nJrl -1 ¢ 70, per cui f, 20 in [0,2 —d]. Ma si ha, per ogni ¢ > 0, supge(52-4) [fn(z) —

f(x)] = max{f,(0 ) |fn(2=0)} = max{nd(1—9)",n(2—0)(1—9)"} — 0, per cui f,=0in [d,2 — ],
J>0.
O



Svolgimento esercizio 3

~ . . . . . . R . 1 2n+1
(1) E una serie di potenze, il cui raggio di convergenza ¢ ¢ = lim, (n+1)2%77

n2n

-1 o

o ( n) , che converge [non assolutamente]; se z = 2, la serie diventa
>y %, che non converge. Quindi la serie converge puntualmente in [—2,2), e assolutamente in

(—2,2), e uniformemente in ogni insieme della forma [—2,2 — 4], con 6 > 0.

: . . . . . . N . 3 1)! cqs
(2) E una serie di potenze, il cui raggio di convergenza € o = lim, % = 4o00. Quindi la
serie converge puntualmente e assolutamente per ogni x € R, e uniformemente in ogni insieme della

forma [—a, a], con a > 0.

= 2. Inoltre, se

x = —2, la serie diventa )

(3) E una serie di potenze, il cui raggio di convergenza € p = lim, % = 1. Inoltre, se

_ . . o0 1 . . .
x = =£1, la serie diventa £, AEn=T) che converge assolutamente. Quindi la serie converge
puntualmente, assolutamente, e uniformemente in [—1, 1].

(4) E una serie di potenze, il cui raggio di convergenza ¢ o = lim,, ((HV n+l)logn _ 4 Inoltre, se

1++/n) log(n+1)
L —1)"1 S
xz = —1, la serie diventa ) >, %, che converge [non assolutamente|, per Leibniz; se x = 1,

la serie diventa Y 2, fig\/"ﬁ, che non converge. Quindi la serie converge puntualmente in [—1,1),

assolutamente in (—1, 1), e uniformemente in [—1,1 — ¢], con ¢ > 0.

n+

(5) E una serie di potenze, il cui raggio di convergenza & o = limy, o Tl = 1. Inoltre, se x = —1,

la serie diventa » -7, % + 1), che non converge; se = 1, la serie diventa y >, (—1)"(n + 1), che
non converge. Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente in (—1,1), e uniformemente
in[—-1+4+4,1— 4], con § > 0.

log(n+1)
logn

= 1. Inoltre, se z = —%,

che converge [non assolutamente|, per Leibniz; se z = %, la serie diventa

(6) E una serie di potenze, il cui raggio di convergenza ¢ ¢ = lim,,_,

oo (=17
n=1 logn ’

la serie diventa )

> Togm che non converge. Quindi la serie converge puntualmente in [—3, 5), assolutamente in

(=3, 3), e uniformemente in [—1,3 — 4], con § > 0.
> R . . . N . 3ntly/(n+1)2—-1
(7) E una serie di potenze, il cui raggio di convergenza ¢ ¢ = lim,,_, ﬁ = 3. Inoltre,
_ S 00 1 . _ S co (="
se x = 0, la serie diventa > ° T che non converge; se x = 6, la serie diventa > > , T

che converge [non assolutamente], per Leibniz. Quindi la serie converge puntualmente in (0, 6],
assolutamente in (0, 6), e uniformemente in [4, 6], con § > 0.
x . . . . . . N T n?(y/(n+1)2—1437+H
(8) E una serie di potenze, il cui raggio di convergenza & ¢ = lim,_ R 3.
_1\np29n . .
Inoltre, se z = —4, la serie diventa > -, \(/7112)7_711;, che non converge; se © = 2, la serie diven-

00 23n . . . X
ta Y o7y ﬁ, che non converge. Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente in
(—4,2), e uniformemente in [—4 + §,2 — ], con ¢ > 0.

(9) Osserviamo che {/[fn(z)] = |z["(1 + o(1)), ed inoltre, se z = 1, f,(1) = 1, e se z = —1,

—1)n . . . . .
folx) = %, per cui la serie converge semplicemente in [—1,1) e assolutamente in (—1,1). Per
determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass di convergenza
2
(1=9)"

totale, e calcoliamo M, := sup_js1_g [fu(z)| = fu(1 —d) = . Poiché }*, M, converge,

la serie data converge uniformemente in [—1 4 §,1 — §], per ogni 6 > 0.



: . . 400, |z|>1,
(10) Osserviamo che limy, oo 3/[fn(2)] = limp_yo0 3" 2|~V = {0 : l P 1
) ) <1,
converge assolutamente in (—1,1), e non converge altrove. Per determinare se la serie conver-
ge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass di convergenza totale, e calcoliamo M, :=
Sup[_11s1-6) [fn(@)] = fu(1 —0) = 3" (1 — 6)™. Poiché Y °° | M, converge, la serie data converge
uniformemente in [—1 + J,1 — 4], per ogni § > 0.

per cui la serie

(11) Posto y = ¢(z) = %x — 1 la serie diventa Y 2 ny™, che ¢ una serie di potenze, con raggio
di convergenza 1, che converge puntualmente e assolutamente in (—1, 1), e uniformemente in ogni
intervallo della forma [-1 4+ §,1 — 4], § > 0. Quindi la serie data converge puntualmente e asso-
lutamente per ogni x tale che —1 < %x —1<1 < =z € (0,3). Inoltre, la serie data converge
uniformemente in [0,3 — d], con § > 0.

(12) Posto y = ¢(x) := :c—il la serie diventa Y °°  (—1)"*1y/n2 — 1y", che & una serie di potenze, con
raggio di convergenza 1, che converge puntualmente e assolutamente in (—1,1), e uniformemente
in ogni intervallo della forma [—1 + 4,1 — §], 6 > 0. Quindi la serie data converge puntualmente e
assolutamente per ogni = tale che —1 < x}rl <1l <= z € (—00,—2) U (0,+00). Inoltre, la serie

data converge uniformemente in (—oo, —2 — 6] U [4, +00), con § > 0.

(13) Posto y = ¢(z) := Lt la serie diventa Y oo (n® + 2)y", che & una serie di potenze, con
raggio di convergenza 1, che converge puntualmente e assolutamente in (—1,1), e uniformemente
in ogni intervallo della forma [-1 4 §,1 — d], § > 0. Quindi la serie data converge puntualmente
e assolutamente per ogni z tale che —1 < ?_’} <1 < =z < 0. Inoltre, la serie data converge
uniformemente in (—oo, —d], con § > 0.

(14) Posto y = ¢(z) := e~ * la serie diventa y_~, 2ntlyn che & una serie di potenze, con raggio
di convergenza %, che converge puntualmente e assolutamente in (—%, %), e uniformemente in ogni
intervallo della forma [—% + 5,% — 4], 6 > 0. Quindi la serie data converge puntualmente e as-
solutamente per ogni x tale che —% <e < % <= x > log2. Inoltre, la serie data converge
uniformemente in [log 2 + §, +00), con d > 0.

(15) Posto y = p(x) := 4 — 3" la serie diventa » -, tg(\/ﬁﬂ)y”, che & una serie di potenze, con

n24n
raggio di convergenza 1, che converge puntualmente, assolutamente e uniformemente in [—1,1].
Quindi la serie data converge puntualmente, assolutamente e uniformemente per ogni x tale che

log 5
—1<4-3*<1 < xe[l,lggg].

(16) Posto y = p(z) := ze~" la serie diventa > o021 y™, che & una serie di potenze, con raggio di
convergenza 1, che converge puntualmente e assolutamente in (—1, 1), e uniformemente in ogni inter-
vallo della forma [—1+ 6,1 — ], § > 0. Quindi la serie data converge puntualmente e assolutamente
per ogni x tale che —1 < ze™* <1 <= z € R [in quanto ¢/ (z) = (1—222)e " > 0 < || < %

e go(:l:%) = :l:\/%, per cui —\/% < p(z) < \/%, per ogni z € R]. Inoltre, la serie data converge

uniformemente in R.
(17) Posto y = ¢(x) := cosz la serie diventa y 105 4™, che ¢ una serie di potenze, con raggio di
nlogn
n 7

convergenza 1. Inoltre, se y = —1, la serie diventa Y 7 ,(—1) che converge [per Leibniz|, ma

non assolutamente; se z = 1, la serie diventa > >~ ; 105 " che non converge. Quindi la serie converge
puntualmente in [—1, 1), e assolutamente in (—1, 1), e uniformemente in ogni intervallo della forma
[-1,1 —¢], 6 > 0. Quindi la serie data converge puntualmente per ogni x tale che —1 < cosz <

1 <= z € (0,2mr) mod 27, e assolutamente per ogni z tale che —1 < cosz <1 <= =z € (0,m)




mod 7. Inoltre, la serie data converge uniformemente in ogni insieme della forma [§, 2w —4] mod 2,
con ¢ > 0.

(18) Posto y = p(x) := sinx la serie diventa Y 7, % y™, che ¢ una serie di potenze, con raggio di

convergenza %, che converge puntualmente in [—%, %), assolutamente in (—%, %), e uniformemente in
ogni intervallo della forma [—%, % — 4], 6 > 0. Quindi la serie data converge puntualmente per ogni x
tale che —1 <sinz < 1 <= z ¢ Ugez|—§ +km, §+km), e assolutamente in Upez(—§ +km, § +k7).

Inoltre, la serie data converge uniformemente in Ugez[—§ + km, § + k7 — 6], con 6 > 0. O

Svolgimento esercizio 4

. . 1 _ 1 1 1 (—1)"
1 h = h = (&% — = = E — "= "

raggio di convergenza € r = +00.

_ Low o coy Il o 1
(2) Slhaf(x)—coshx—§(€ Te )—22 7T

convergenza € r = 400.

, 11 1 1 (-1)” 2 (1)l ,
(3) Siha f(z) =cos”x 5 + 5 cos(2x) 5 + 5 E i (2x) + E @) x raggio

n=0
di convergenza & r = 4-00.

(4) Siha f(z) =cosz = cos(g + (z — g)) = —sin(z — g) = —ni::o %(m _ g)2n+1' 11 raggio

di convergenza € 7 = 4o00.

1 1 e 2n
(5) Siha f(x) = 211 a;/2 Z e nz::o% Il raggio di convergenza ¢ 2.
(6) Siha f(x) = o1 i(—l)"(:ﬂ — 1)". 1l raggio di convergenza ¢ 1
_a:_l—i-(x—l)_nzo ' &8 & '
1 1 1 1 & x—l > )"
- _ _ _ - i - 1
@) Siha f@) = 27 =571 21+ Tl 22 22%1 7= 1)
raggio di convergenza e 2.
2x A B A+B=2
Poiché _ 2= Az +1)+ Bz —1 A=
(8) oiché —— x—1+:13—|—1<:> z (x+1)+ B(x )<:>{A_B:0 =
B =1, ne segue
2z 1 _ = n\,n _ .- 2k+1
f($)—$2_1——1 1—|—:E__Zx +Z ;:0(1_(_1) ):E __2];)‘17 :
Il raggio di convergenza e 1.
: 1 d G n—1 G n : :
(9) Si ha f(z) = m dml — T Z:E nz::lnx = nz::o(n + 1)z". 1l raggio di

convergenza € 1.



x d

10) Si h _ - - - " 11 raggio di
(10) Si ha f(x) a —x)2 z— 1_33 z— ZJE x an ;naz raggio di

convergenza € 1.

A B
(Procedimento alternativo) Poiché L + — r=Alx—-1)+B <=

(=12 2z-1 (z-—1)2

A=1
<= A= B =1, ne segue
—-A+B=0

z 1 1 1
f($):($—1)2:ZE—1+(JE—1)2:_1 +dm1—$:_z$ +Zn+1 Zn:p

z A B A=
11) Poiché _ " — z=Alx+1)+B — = A=
(11) 01(:e($_|_1)2 s i1 (4 1)2 T (z ) {A+B:0
1, B = —1, ne segue
x 1 1 1 d 1
f(x)_(:n+1)2_x+1_(:v+1)2_1+$+%1+$
(=1)+!
- Z 2n+1 +Z gz (D = 1)
n=0
n - _1n+1n_1 n
—Z 2n+2 @=n=D-1) :E:o( )2"+(2 )(w_l)'

Il raggio di convergenza e 1.

(12) Osserviamo che da H_Lx = 2 o(=1)"z™, derivando due volte, si ottiene

1 > B
_(33_1_1)2 - Z_:l(_l)nn:En 17
(14—2:@3 - ZQ(‘”""("— 1)z"~? =Z_:1(—1)”“(n+1) 1 ZO( 1)™(n +1)(n +2)
da cui segue
flz) = x;% g(—l)n(nﬂ)(nw)xn - % nzl( D" (n 4 1)na +;) "(n 4+ 1)(n + 2)z"
_2+Z n+1(n+2——) n—94 - Z "(n 4+ 1)(n + 4) 2"
x _ Ar+B C

(13) Poiché

(22 4+1)(z—1)  22+1 +x—1 — = Az +B)z+1)+CE*+1) =



A+C=0 ) )
—-A+B=1 <:>A:—§,B:C:§,nesegue
-B+C=0

o0

T 1 -1 1 1

f(x):m:_§x2+l+§x—1:

1
—5@=1)

1 [
2\n n
(—z*)" + 3 E x
[eS)

— _% (Z(_l)nl,%z-i-l + i(_l)n—i-lx%z + ixn)
n=0 n=0

n=0
= —% (i(l + (=M i(l + (—1)" ™)
n=0 n=0

1 o) 00 o) oo
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Il raggio di convergenza e 1, perché entrambe le serie costituenti hanno raggio di convergenza 1.

(14) Si ha
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