Analisi Matematica I
Equazioni differenziali

Esercizio 1. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy con equazione differenziale
del primo ordine, a variabili separabili

y/ — y2/3
o {y(o) =1

(2)

y = 2t2y
y(1) = —1,oppure y(1) = 1

;142
t2

(—=1) = 1,0oppure y(1) = —1

’ (t=1)y
t+1)(t2+1)
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y(—%) = —1,oppure y(—%) =1



2 w2

y(%) = 1,oppure y(%) =0

(15) {y’ = ﬂ sin v/t

Esercizio 2. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy con equazione differenziale
lineare del primo ordine

Y =y+t
(1) {y(l) =e—2

y = % + §2¢t
. {yu) -

y =5ty + !
@) {y(Q) =2

v =3yt
W {y(l) =3

Y= -7yt
) {y(l) =-3

y =%+
) {y(l) =3

y ="y +1
) {yu):o
(8) {y/ = t(l—lf-ﬁ) + \/tiﬁ

y(2) =

/ y+t
0 1V ="
¥ {y(l) =3
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Esercizio 3. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy con equazione differenziale
lineare a coefficienti costanti

1) y” -5y’ +4y =0, y(0) =1, y'(0) = -1,

(
(2) ¥ +4y =0, y(0) =0, y'(0) =2,
(3) ¥ +2y =0, y(0) =1, y'(0) =0,
1
(4) y —y — by = e4t+6, y(0) =0, y’(O) = 3
1 1
5) 4 + 3y —dy =4+ 17Tsint, y(0) = —, 4/ (0) = 5,

)

6) y "+ y=sin2t, y(0) =1,y (0) =0,
)y +2) +5y=e", y(0) =1, 4'(0) =0,
8) v +2¢y +y=¢', y(0)=1,4(0) =0,
9) o/ +3y +2y = e ,y<o>=—1 MOEES
10) y" —y' =1, y(0) =1, 4'(0)
11

y” y—62t+t—1 y(0

y(0)=1,4(0) =

+y—smt y(0) =1, y'(0) =
1 1

y' 4+ 2y +y=te, y(O)Z—*,y’(O)Z—?

)
) )
)y 1
)y
)
15) " + 2y + 5y =e 'cos2t, y(0) =1, ¥/ (0) =0,
)
)
)
)y
)y
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16) y" —y' =0, y(0) =0, y'(0) = 1, y"(0) = 1,
17
18
19
20

y" 3y +3y —y =0, y(0) =1,y (0) =0, y"(0) =
y”’ +y" =2y =5¢€', y(0) =1,y (0) =1, y"(0) =0,
—4y" =38, y(0) =2, y'(0) =1, y"(0) =5, y”’( ) =2,
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( D2y +y=1,y(0)=1,4(0)=1,4"(0) = 1,y"(0) =



Analisi Matematica I
Equazioni differenziali (svolgimenti)
Svolgimento esercizio 1
(1) Si ha fy_2/3 dy = [ dt < 3%y =t+ c. Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 3, per cui
y(t) = (1+ £)3 teR.
(2) Si ha 8+1 = [tdt < gflogl8y+1|=Jt*+c < 8y+1=_celt’ = y=/"e -1

8
Dalla condizione iniziale otteniamo & = ¢’ — & <= ¢’ =1, per cui y(t) = . % teR.
(3) Siha [ = — [% « logly—1| = —log|t| +¢ <= y—1=% < y=5+1 Dalla
prima condizione iniziale otteniamo 2 = ¢ +1 <= ¢ =1, per cui y(t) = % 1, t > 0. Dalla

seconda condizione iniziale otteniamo y(t) =1, ¢t > 0.
) Si ha A ey Jogly+ 1| =2Vt + ¢ <= y+ 1=Vl «— y =2V —1. Dalla
y+1 Vi

prima condizione iniziale otteniamo 1 = ce? — 1 «—= ¢ = e%, per cui y(t) = 2e2(Vi-1) _ 1,t > 0.

Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = —1, ¢t > 0.
(5) Siha [ % = [2tdt <~ —i =t?+c¢ < y= 1. Dalla prima condizione iniziale otteniamo
-1 = % < ¢ = —1, per cui y(t) = tQH, t € R. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo

y(t)=0,teR.
(6) Si ha [ydy = [tdt < 33> =L1t?+c < y = £V#2+. Dalla condizione iniziale
otteniamo —1 = —V/¢ <= ¢ =1, per cui y(t) = —V#2+ 1, t € R.

(7) Slhaf%’ﬁ = [% < log(y?+1) = —1+c <= yYP’+l=Cde i < y==+\/ce” i — 1. Dalla

-

prima condizione iniziale otteniamo —1 = —v/de=1 — 1 <= ¢ = 2e, per cui y(t) = — 2el=1 — 1,
t> @. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 1/ 2e17 — 1,t> ﬁ.
(8) Si ha f QH = f,f < arctgy = —+ —|— ¢ <= y=tglc— 7) Dalla prima condlzlone iniziale
otteniamo 1 = tg(c+1) <= c= 7 — 1, per cui y(t) = tg(F —1-1),t < — . Dalla seconda
4

condizione iniziale otteniamo —1 = tg(c—1) <= c=1- 7, per cui y(t) = tg(l —I-bt> 1+

. d t—1)dt
(9) Si haf;y :fm =1 %— ti—tl <« logly| = L log(t? + 1) —log|t + 1| + ¢ <>
y=c 7&4{1 Dalla condizione iniziale otteniamo —1 = ¢/, per cui y(t) = — tt +J1r ,t>—1.

) Siha [ = [2tdt < arcsiny =t*+c¢ <= y =sin(t* + ¢). Dalla condizione iniziale

\/7
otteniamo 0 = ¢, per cui y(t) = sin(t?), [t| < /3.

(11) Si ha fylogy [% «— log|logy| =logl|t| + ¢ <= logy = 't <= y = ¢°*. Dalla prima
condizione iniziale otteniamo ¢’ = loge = 1, per cui y(t) = €', t > 0. Dalla seconda condizione
iniziale otteniamo y(¢) =1, ¢t > 0.

(12) Si ha f dy = [costdt < log|ly+1| =sint+c < y= e —1. Dalla prima condizione
iniziale ottemamo l=c —1 < ¢ =2, per cui y(t) = 2e5"! — 1, ¢+ € R. Dalla seconda condizione
iniziale otteniamo y(t) = —1, t € R.



(13) Si ha fcos2
per cui y(t) = arctg(t + 1), t € R. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 5, t € R.
Dalla terza condizione iniziale otteniamo ¢ = tgm = 0, per cui y(t) = 7 + arctgt, t € R [in quanto
la funzione inversa di tg |z sx) & 7 + arctg].

2 2

= [dt <= tgy =t+ c. Dalla prima condizione iniziale otteniamo ¢ = tg § = 1,

( Si ha [ydy = [$Ldt < 1y? =log|sint|+ c. Dalla prima condizione iniziale otteniamo

smt
=3 1 +1og2, per cui y(t \/log 4sin’t) +1,t € ( m + arcsin 2\[, — arcsin 2\[) Dalla seconda
condizione iniziale otteniamo y(t) = \/log(4sin®t) + 1, t € (— 7 + arcsin 2\1/ arcsin 5 \[)

(15) Si ha f dy f sm‘/ dt < 2,/y = —2cos\/t + c. Dalla prima condizione iniziale otteniamo

¢ = 1, per cui y( ) = (1 — cosv/t)?, t > 0. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 0,
t > 0.
g

Svolgimento esercizio 2

(1) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ % = [dt =

logly| =t+¢ <= yom(t) = ce'.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e’, per cui y,(t) = ¢(t)e' 4 c(t)e!, e quindi
dt)et + c(t)e = c(t)e +t <= d(t) =te? = c(t) = [te7tdt = —(t + 1)e”’. Quindi
yp(t) = —(t + 1), per cui Ygen(t) = ce! —t — 1.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 1, per cui Ycauchy(t) = et —t—1,teR.

(2) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ %y =/ %

log ly| =log|t| +¢ <= yom(t) = ct.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t, per cui y,(t) = ¢'(t)t + c(t), e quindi ¢'(¢)t +
c(t) =c(t) +t?et < d(t) =te! = c(t) = [te!dt = (t — 1)e’. Quindi y,(t) = t(t — 1)e’, per cui
Ygen(t) = ct + t(t — 1)e!

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —1, per cul Ycquehy(t) = t(t — 1)ef — ¢, ¢ > 0.

(3) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ d?y = (1%4)(# —=
logly| =log|t| — 1 t' + ¢ < yom(t) = cte=t"/4,

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)te™"/4, per cui y,(t) = ¢ (t)te " 4 e(t) (1 —
e /4 e quindi ¢ (£)te /4 4 c(t)(1 — tHe /A = c(t)(1 — the 1A+ 1t = (1) = B!/t =
c(t) = ft3€t4/4 dt = e''/*. Quindi yp(t) = t, per cui ygen(t) = ctet'/4 ¢,

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —2e, per cui ycwchy(t) =t — 2tel=t"/ 1t >0.
(4) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ % =-2 % =
log ly| = —2log[t| +¢ <= Yom(t) = 3.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = Ct(Qt), per cui yp( ) = Ct—(gt) - 2%), tg)
20 — D 4 L () = A = ot) = tfldt = 12 ¢ 4log|t + 1. Quindi

Yp(t) =3 — 1+ t% log [t + 1|, per cui ygen(t) = 7 + -1+ log|t—|— 1|

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = %, per cui yCauchy(t) = % 1 : + 2t2 + tg log(t+ 1), t > 0.

(5) Determiniamo la soluzione generale dell’equazmne omogenea associata, cioe [ jy -2 f o

logly| = —2log |t + 1| + ¢ <= yom(t) = (t+1)



Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y;( ) = (ti% — %, e quindi
Al - 20— 2 L s () = = ot = [P dt = 142+ 2t + loglt]. Quindi
yp(t) = %, per cui Ygen(t) = %

Dalla condizione iniziale otteniamo 2¢ = —1, per cui Yoquchy (t) = %’j)@ogt? t > 0.

(6) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ % =2 % =
log ly| = 2log [t| + € <= yom(t) = ct>.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t?, per cui y,(t) = ¢ (t)t* + 2tc(t), e quindi
d)2 + 2tc(t) = 2te(t) + B = J(t) = = ct) = [Hdt = —7 — 5. Quindi
Yp(t) = —t — 3, per cul ygen(t) = ct> —t — 1.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = %, per cui Yoquchy (t) = %tQ —t— %, t > 0.

- . . . . t—1)dt
(7) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ % =2 % —

log ’y| =1t —log ’t’ +c¢ = yom(t) = %et.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = % e’, per cui yp( ) = (t) e + c(t) L5t €', e quindi
O ot e(t) L5t et = c(t) Gl el +1? <= (1) = e = o(t) = [e - dt = —(t3+3t2+6t+6) -

Qumdl yp(t) = —t2 — 3t — 6 — &, per cui ygen(t) = S’ — % — St —6-%.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = %, per cul Yoquchy(t) = % el -2 —3t—6— @ t > 0.

(8) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f dy = . tQ +1
log |y| = log|t| — % log(t2 +1)+¢ <= yom(t) = cl

241"

o : : _ @)t ()t c(t) o
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = i ber cui yp(t) o T @ +1)3 735 © qu21nd1
/(b)t ¢ t NGES 1 1 -1
\;t(h)rl + (tZJcr(1§3/2 - (t2i(1g3/2 + Y = (1) = tthr = o) =[(1 72) dt =t -1 =5+

. . 2 2_1
Quindi y,(t) = m, per cui ygen( ) = Lkt tQIft.
- 3 . 242 —3t—2
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —3, per cui Ycquchy(t) = ;\/ﬁ% ,t>0.

(9) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ d—;’ =/ % —
log |yl = 2Vt +¢ <= yom(t) = ce2Vi.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e2Vt, per cui yp(t) = c(t)e 2VE 4 o(t) f,
quindi ¥/ (t)e2V? + ¢(t )ei\[f = c(t )ﬂ VI = ) = VieV — ¢(t) = f\/fe_z\[ dt =

—(t+Vt+1)e ~2VE Quindi yp(t) = (t +VE+ 1), per cul ygen(t) = ce?Vt — (t+Vt+13).
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 6—2, per cul Yoquchy (t) = 3e2(Vi-1) _ (t +t+ %), t> 0.

(10) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ dgy = —% J % =
logly| = —% log|t| + ¢ <= yom(t) = % [usando la condizione iniziale].

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = \(}), per cui y,(t) = c}? - Zigt/)z, e quindi C,—\%) -
2‘;2?2 = 2t3/2 +Vt = Jt) =t = c(t) = [tdt = $t> Quindi y,(t) = %t3/2, per cui
ygen( ) c 1 t3/2.

Dalla condlzlone iniziale otteniamo ¢ = —%, per cui Ycauchy(t) = 2\;21, t > 0.

(11) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f &y _ = [ =

log|y| = log |logt| +¢ <= yom(t) = clogt.

tlogt



Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)logt, per cui y,(t) = ¢/(t)logt + @, e quindi

t t -
d(t)logt + @ = # +1 = @) = ﬁ = c(t) = ftl‘itgt = log|logt|. Quindi y,(t) =
logt log |logt|, per cui ygen(t) = (c + log |logt|) logt.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 1, per cui ycquchy(t) = (1 + loglogt)logt, t > 1.

(12) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ %y = [sintdt <
log|y| = —cost +¢ <= yom(t) = ce™ St
Determiniamo una soluzione particolare y, (t) = c(t)e™ %, per cui y), (t) = ¢ (t)e™ “*'4¢(t) sinte™ 5,
e quindi ¢/ (t)e™ ! 4 ¢(t) sinte™ 5t = ¢(t) sinte™ °! 4 sint cos?’t <= ¢/(t) = sint cos? te®>! =
c(t) = [sintcos®tetdt = —(cos®t — 2cost + 2)es!. Quindi y,(t) = —(cos®t — 2cost + 2), per
el Ygen (t) = ce™ St — (cos? t — 2cost + 2).
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 3, per cui Ycqueny (t) = 3¢~ 5 — (cos?t —2cost +2), t € R.

(13) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ ‘Z—y = [tgtdt —

log [y| = —log|cost| +¢ <= Yom(t) = c53-
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y,(t) = ET(;)& + ¢(t) ngggt, e quindi
zo(g + ¢(t) ng;gtt = c(t) ngyt +sint < (t) = sintcost = c(t) = [sintcostdt = % sin®t.
- in2 : L2
Qulndl yp(t) = % sé(r)lstt’ per cut yge”(t) = cocst + % Sclcr)lstt‘ 2
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 2, per cui ycauchy(t) = 4;5;’: tt, te(=5,%)
(14) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe i—y = [ctgtdt —

log |y| = log|sint| + ¢ <= yom(t) = csint.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)sint, per cui y,(t) = ¢/(t)sint 4 c(t) cost, e
quindi ¢/(t)sint + ¢(t) cost = ¢(t) cost +sint <= d(t) =1 = c¢(t) = t. Quindi y,(t) = tsint,
per cui Ygen(t) = (c+t)sint.
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ =2 — £, per cui Ycquchy(t) = (2 — 5 +t) sint, t € (0,).

O

Svolgimento esercizio 3
(1) L’equazione caratteristica A> — 5\ +4 = 0 ha radici A = 1, A = 4. Quindi, yzen(t) = are! + age™.
Dalle condizioni iniziali otteniamo
1= ygen(o) = a1+ ag
—1 = Ypen(0) = are’ + dage™|,_ | = a1 + 4ay,

che ha soluzione a; = %, ao = —%. Allora ycauchy(t) = %et — %e‘”, teR.

(2) L'equazione caratteristica A2 + 4 = 0 ha radici A = £2i. Quindi, yzen(t) = a; cos 2t + ag sin 2t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{0 = Ygen(0)

= al
2 = Ypen(0) = 2ag cos 2t|,_ = 2as,

che ha soluzione a; = 0, ag = 1. Allora ycauchy(t) = sin2t, t € R.

(3) L’equazione caratteristica A2 + 2A = 0 ha radici A = 0, A = —2. Quindi, ygen(t) = a1 + aze 2.
Dalle condizioni iniziali otteniamo



che ha soluzione a1 = 1, ag = 0. Allora ycaueny(t) =1, t € R.

(4) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A> — A — 6 = 0
ha radici A = —2, A = 3. Quindi, yom(t) = are™? + aze?.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ae*t +b.
Allora y),(t) = 4ae®, y(t) = 16ae*, per cui 16ae*’ — 4ae* — 6ae’ —6b = —e* 46, e quindi a = —,
b= —1. Quindi ygen(t) = aje 2t + agedt — %e‘” —1.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{Ozygen(O):al—Fag—é—l

= yé]en(o) = _2a1672t + 3a2€3t - %€4t t=0 —2a1 + 3ag — %

o ol

cio¢ a1 = %, az = 5. Allora ycauchy(t) = %e‘gt + %egt — %64t —1,teR.
(5) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A +3\ —4 = 0
ha radici A = —4, A = 1. Quindi, yom(t) = aje™* + aze’.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = acost +

bsint + c. Allora y,(t) = —asint + bcost, y,(t) = —acost — bsint, per cui —acost — bsint +
3(—asint+ bcost) —4(acost + bsint + ¢) = 4+ 17sint, e quindi a = —%, b= —%, ¢ = —1. Quindi

Ygen(t) = are”* + aget — % cost — g sint — 1.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

{_2 = ygen(o) =a;+az — %

1_ _ —4t t 3 5 _ 5
3 = Ygen(0) = —4a1e™ + age’ + 5 sint — 5 cost|,_, = —4a1 +az — 3

3

cio¢ a1 = —é, ag = % Allora ycauehy(t) = —% e 4 % el — 5 cost — % sint —1,¢t € R.

(6) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +1 = 0 ha
radici A = 4. Quindi, yom (t) = aj cost + agsint.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = acos2t +
bsin2t. Allora y,(t) = —2asin2t + 2bcos2t, y,(t) = —4acos2t — 4bsin 2t, per cui —4acos2t —
4bsin 2t + acos 2t 4+ bsin 2t = sin2t, e quindi a = 0, b = —%. Quindi ygen(t) = ajcost + agsint —
% sin 2t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) = al

0 =pe,(0) = —aysint +agcost — 5 cos 2t 2

t=0 — 9273
cioe a; =1, ag = % Allora ycauchy(t) = cost + % sint — % sin2t, t € R.

(7) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +2\+5 = 0
ha radici A = —1 # 2i. Quindi, Yo, (t) = are™! cos 2t + age ! sin 2t.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ae~t. Allora
yp(t) = —ae™, y)(t) = ae”, per cui ae™" — 2ae”" + Sae™t = ¢!, e quindi a = %, b = 0. Quindi
Ygen(t) = are " cos 2t + age ' sin 2t + % e t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) =a1+ %

0 = Ypen(0) = —(2a;1 + az)e tsin2t + (2a2 — a1)e tcos2t — T et o = 2a2 — a1 — 1

cio¢ a] = %, as = % Allora ycauehy(t) = %e*t cos 2t + %e*t sin 2t 4 i et teR.



(8) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A +2\+1 = 0
ha radice A = —1 (doppia). Quindi, yom(t) = are™ + aste™.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ae’. Allora
yp(t) = ae’, yy(t) = ae’, per cui ae’ + 2ae’ + ae’ = €', e quindi a = 1. Quindi ygen(t) = are™ +
aste”t + % et.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =ai + %
0= Ypen(0) = —are™" —ag(t = De " + je|,_ = —a1 +as + ;

cioe a] = %, as = % Allora ycoquehy(t) = %e*t + %te*’e + iet, teR.
(9) Risolviamo dapprima 'equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A + 3\ +2 = 0
ha radici A = —2, A = —1. Quindi, Yo, (t) = are™? + aze™".
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate™t. Allora
yp(t) = —a(t —1)e™", yy(t) = a(t — 2)e™", per cui a(t —2)e™" = 3a(t — 1)e~" + 2ate™" = e™*, e quindi
a=1. Quindi ygen(t) = are™% + age™* + te~".
Dalle condizioni iniziali otteniamo

_% = ygen(o) =a1 + as
1= Yoen (0) = —2a1e7" —age™" — (t — l)e*t‘tzo =—2a1 —az+1
cioe a1 =1, ap = —%. Allora yoauchy(t) —e 2 — %e*t +te t, teR.

(10) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A> — X\ = 0 ha
radici A = 0, A = 1. Quindi, yomm(t) = a1 + aze’.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t(at +b) =
at? + bt. Allora y),(t) = 2at + b, y(t) = 2a, per cui 2a — 2at — b = t, e quindi a = —§, b = —1.
Quindi ygen(t) = a1 + aze’ — %tQ —t.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =a1 + ag
1=y,(0) =age —1|,_,=az—1

cioe a1 = —1, ag = 2. Allora ycauchy(t) = —1 + 2el — %t2 —t, teR.

(11) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% — 2\ = 0
ha radici A = 0, A = 2. Quindi, yom (t) = a1 + aze?.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate? +t(bt+
¢). Alloray,(t) = a(2t+1)e* +2bt+c, y) (t) = da(t+1)e* +2b, per cui da(t+1)e* +2b—2(a(2t+1)e* +
2bt+c) =e?+t—1,equindia = %, b= —i, c= %. Quindi Ygen (t) = a1 +ase?t + % te?t — i 2+ % t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

0= gen(o) =a1 +ag
+= Ygen(0) = 2a0e* + (2t + 1)e? — 1t + 1 im0 = 202 + 5
cio¢ a; = %, as = —%. Allora ycquehy(t) = % — %ezt + %tth — %tQ + it, teR.



(12) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A> = 0 ha
radici A = 0 (doppia). Quindi, yom (t) = a1 + aat.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t2(at® + bt +
c) = at4+bt3+ct2 Allora y),(t) = 4at®+3bt?+2ct, y!(t) = 12at*+6t+2c, per cui 12at*+6t+2c = 2,
e quindi a = 12, b=c=0. Quindi ygen(t) = a1 + ast + ftQ
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) = ax

L= Ygen(0) = ag + it o = Q2

cioe a1 = ag = 1. Allora yCauchy(t) =14+t+ % t2, teR.

(13) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A> +1 = 0 ha
radici A = +i. Quindi, yom (t) = a1 cost + agsint.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t(acost +
bsint). Allora y,(t) = (a + bt)cost + (b — at)sint, y,(t) = (2b — at)cost — (2a + bt)sint, per
cui (2b — at)cost — (2a + bt)sint + atcost + btsint = sint, e quindi @ = —3%, b = 0. Quindi
Ygen(t) = a1 cost + agsint — % tcost.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) =al

0 =pen(0) = —arsint + agcost — 3 (cost — tsint)|,_, = as — :

ciot a1 =1, ag = % Allora ycquehy(t) = cost + 3 5 sint — ftcost teR.

(14) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +2A+1 = 0
ha radice A = —1 (doppia). Quindi, Yo, (t) = are™! + aste™
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,,(t) = t?(at+b)e ™"
Allora y)(t) = (— at® + (3a — b)t* 4 2bt)e™", )/ (t) = (at® + (b — 6a)t* + 2(3a — 2b)t 4 2b)e™ ", per
cui (at3 + (b— 6a)t2 +2(3a — 2b)t + 2b)e " +2( — at® + (3a — b)t2 + 2bt) et + (at® + bt2)e " = te !,
e quindi a = %, b= 0. Quindi ygen(t) = are™" + aste™ + %tse_t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{ % = ygen<0) = a1
1
2 =

= Ygen(0) = —ar1e™" —az(t — e™" — 5 (£ = 3t%)e ™| _ = —a1 + a2

;, az = —1. Allora ycauchy(t) = —% et —tet 4+ %t‘ge_t, teR.

(15) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +2\+5 = 0

ha radici A = —1 £ 2i. Quindi, Yo, (t) = are™! cos 2t + age ! sin 2t.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea della forma y, () = t(ae™" cos 2t+

be~'sin2t). Allora y,(t) = (a—at+ 2bt) ~tcos 2t + (b—2at —bt)e ' sin 2t, yy (t) = (—2a+4b—3at —

4bt)e~"t cos 2t+ (—4a—2b+4at — 3bt)e" sin 2¢, per cui (—2a+4b— 3at — 4bt) “tcos 2t + (—4a—2b+

4at 3bt)e ' sin 2t +2(a —at + 2bt) ~tcos 2t +2(b— 2at — bt)e ! sin 2t + bate ! cos 2t + Sbte ! sin 2t =
tcos2t, e quindi a =0, b = Z' Quindi ygen (t) = are "t cos 2t + ase !sin 2t + ie*t sin 2t.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) =ai

0= Ypen(0) = —(2a1 + ag)e " sin 2t 4 (2a9 — ay)e " cos 2t + +e7t(—sin2t + 2 cos 2t)‘t:0 =2as —ay + 3

cioe a1 = —3

ciod ap =1, ag = %. Allora Ycauchy (t) = e~ F cos 2t + %e*t sin 2t + i e tsin2t, t € R.



(16) L’equazione caratteristica A3—\ = 0 haradici A = 0, A\ = £1. Quindi, Ygen (t) = a1+age’ +age™.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

0= ygen(o) =a1+az+a3

/ t
1= ygen(o) = a2¢€” — aze = a2 —ag

—t
=0
1= ygen(()) = agel + a3e*t|t:0 = a9 + as,

che ha soluzione a; = —1, ag = 1, ag = 0. Allora ycwchy(t) =e —1,teR.
(17) L’equazione caratteristica A3 — 3A% + 3X\ — 1 = 0 ha radice tripla A = 1. Quindi, ygen(t) =

(a1 + ast + ast?)et.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) = a1
0 = Ypen(0) = (a2 + 2ast + a1 + at + agt?)e|,_ = a1 + ay
2 = gen(o) = (2@3 + a2 + 2ast + ag + 2a3t 4+ a1 + ast + a3t2)et|t:0 = a1 + as + 2a3

ciot a1 = az =1, ag = —1. Allora Yoaueny(t) = (1 —t +t?)e!, t € R.

(18) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A3 +\2—2 = 0
ha radici A = 1, A = —1 4 i. Quindi, yom(t) = a1e’ + ase 'sint + aze ! cost.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate. Allora
y(t) = a(t+1)e’, yy(t) = a(t +2)e', yy' (t) = a(t + 3)e*, per cui a(t + 3)e’ +a(t +2)e’ — 2ate’ = 5e’,
e quindi a = 1. Quindi ygen(t) = (a1 + t)e’ + age 'sint + aze™" cost.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1 =ygen(0) = a1 + a3
1= y;en(O) = (a1 +1+t)et + ((ag —az)cost + (—ag — as) sint)e_t|t:0 =a1+14+as—ag
0= ygen(O) = (a1 +2+t)el + ((—ag + as — az —ag) cost + (az + az — as + as) sint)e*t‘tzo =a; +2—2a9

ciod a1 =0, ag = ag = 1. Allora yoquchy(t) = e *(sint + cost), t € R.

(19) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\* — 4\ = 0
ha radici A = 0 (doppia), A = £2. Quindi, yom(t) = a1 + ast + aze® + age™?.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = at®. Allora
yp(t) = 2at, y, () = 2a, y,'(t) = yW(t) = 0, per cui —8a = 8, e quindi a = —1. Quindi ygen(t) =
ay + ast + aze?t + age?t — 2.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

(0) =a
0= yjqen(o) = ay + 2aze* — 2a4e7% — 2t‘tzo = a9 + 2a3 — 2a4
2 = ypon(0) = dage® + dage™ —2|,_ = daz + day — 2
1= gen(o) = 8a3€2t - 8&4672t‘t:0 = 8ag — 8ay

cioe a; = i, ao = %, a3 =1, a4 = %. Allora ycquehy(t) = % — %t — 12 42+ %e_%, t e R.

(20) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A*4+2X\24+1 = 0
ha radici doppie A =i e A = —i. Quindi, Yo (t) = (a1 + aot) sint + (ag + aqt) cost.



Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a. Allora
Yp(t) =y, (t) =y, (t) = yW(t) = 0, per cuia = 1. Quindi ygen(t) = (a1+agt)sint+(ag+ast) cost+1.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =a3+ 1

1 =Yg, (0) = agsint + (a1 + agt) cost + ag cost — (a3 + ast) sint}tzo =a;+ a4

1 = yge,(0) = agcost — agsint + (az — a3 — ast) cost — (a1 + ag + ast) sint‘tzo = 2a9 — ag

1= gen(O) = —aygcost —agsint — (2ag — az + aqt) sint — (a1 + 2a4 + ast) cost‘tzo = —a; — 3ay
ciot a1 = 2, as = %, az =0, ag = —1. Allora ycqueny(t) = (2 + %t) sint —tcost+ 1, t € R. O



